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Fiir Klaus

ZUSAMMENFASSUNG. Cardano’s und Ferrari’s Formeln fiir die Wurzeln von Polynomen

3ten und 4ten Grades.

VORWORT

Die Formeln zur Losung kubischer Gleichungen wurden erstmalig 1545 von Girolamo Cardano
in seinem Ars magna veroffentlicht. Er zitierte Scipione del Ferro (vor 1515) und Nicolo Tartag-
lia (1535) als deren Urheber; diese haben aber nichts veréffentlicht. In seinem Buch sind auch
die Formeln zur Lésung von Gleichungen 4. Grades angegeben, die von seinem Schiiler Lodovico

Ferrari stammen.

Anders als man erwarten wiirde, sind diese Formeln in den tiblichen Lehrbiichern der Algebra
aber kaum zu finden: bei Lang [4] stehen sie nicht, bei Jantzen-Schwermer [3] steht Cardano’s
Formel ohne Beweis (von Ferrarikein Wort) und Bourbaki erwihnt sie in der note historique [2, A

V.173].

In den Klassikern der Algebra van der Waerden [5], Weber [6] und in der vorziiglichen Algebra von

Bosch [1] werden sie jedoch eingehend behandelt.

Fiir die kubische Gleichung x3 + ax = b lauten die Formeln fiir die Wurzeln xg, x1, X2

_end D by (@ opdb_ by a
xu=e J; G+ P+ 2 -\ G+ (5
wo ¢ eine primitive 3. Einheitswurzel ist.
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2. POLYNOMIALE GLEICHUNGEN

Wir betrachten Gleichungen der Art

n-1

t"+a "+t a, =0

in einem Korper k der Charakteristik p (=0,2,3,...). Wir werden gleich p =2 oder p =3
ausschliefen und uns auf # = 3 und n = 4 beschrinken. Zunichst schauen wir uns aber
einmal den Fall n =2 an:

2 an 4o
t t+b=(t+-=)"-(—= b
+at+ (+2) (2)+

Da wir durch 2 teilen, miissen wir p = 2 ausschlieBen. Hier hat das Polynom rechts
die Gestalt x?> — d und man kann durch die Quadratwurzel aus d die Losungen an-
geben: x = +v/d. Man beachte, dass wegen p # 2 auch +1 # —1 ist, es gibt also zwei
verschiedene Quadratwurzeln aus 1 und die quadratische Gleichung hat ebenfalls zwei
Losungen falls d # 0. d heilt Diskriminante und entscheidet also dariiber, ob zwei ver-
schiedene Losungen existieren oder nicht. Bezogen auf die urspriingliche Gleichung ist
d = (a/2)? = b und die Losungen sind

fo=—al2+ \/3
h=-al2- \/E
oder kurz

tu:—a/2+£“\/3, wou=0,1lunde=-1

Bei einem Polynom n-ten Grades t" + at” ! +--- € k[t] kénnen wir analog zur obigen
quadratischen Erganzung im Falle n = 2 den Koeffizienten von ¢! zum Verschwinden
bringen: a = 0, indem wir das Polynom schreiben

n-1 n-3

a
"+at" '+ =(t+—)"+ Termein "7, t
n

Wieder miissen wir fiir 1 € k, n # 0 annehmen, also p { n.

Im Folgenden schlieBen wir die Charakteristiken p = 2 und p = 3 aus. Der Grund liegt
darin, dass im kubischen Fall n = 3 eine Quadratwurzel und im biquadratischen Fall
n = 4 eine kubische Gleichung geldst werden muss.

3. KUBISCHE GLEICHUNGEN

Die Charakteristik p von k sei p # 2,3, d.h. wir kénnen durch 2 und 3 teilen. Ferner
nehmen wir an, dass die dritten Einheitswurzeln in k enthalten sind, € € k mit € # 1,
e3=1,danniste?+e+1=0unde(e+1)=-1,e2=¢e 1 =-1-=¢.

Daf?—1=(t-1D(t—e)(t—¢?) ist 3+1 = (t+1)(t+¢&)(t+e?) und folglich 1 + v® =
(u+ v)(u+ ev)(u + €2v). Wenn wir in den letzten beiden Faktoren einmal € und einmal

€2 (also insgesamt £-£2 = 1) aufnehmen, wird daraus v +v3 = (u+v)(eu+e2v) (e u+ev).

Nennen wir die Faktoren xg, X1, X2, SO ist X + x1 + X2 = 0 und xgx; X2 = t + v3.

Wir bilden das Polynom mit den Wurzeln xg, x1, x»
(t=x0)(t—x))(t—x2) = +at+Db
und die Koeffizienten sind b = —xpx; X2 = — 13 — v3 und
) XoX1Xp 3403

u
a=XoX1+XoXp+X1X2=—X5+——— =—(u+ v)2+—:
X0 u+v

= —2uv-v*+u® - uv+v’>=-3uv
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Die beiden Gleichungen fiir a und b liefern eine quadratische Gleichung fiir «° und v3,

deren Diskriminante 5 3

a3 (b2 u’—-v7\2
5+ = (=)
3 2 2
ein Quadrat ist. Wir notieren die beiden Identitdten

o wsgnGET =y BE)

Das Polynom p = 3 + at + b hat also, mit u, v aus (1), die Wurzeln

Xo=U+v X1 =€u+e’v X =€u+ev
4. BIQUADRATISCHE GLEICHUNGEN

Eine dhnliche Vorgehensweise ergibt auch die Lésung fiir

) t*+at> +bt+c=0
Mit dem Ansatz 2t=u+v+w
und den Abkiirzungen p=u?+ v+ w? q = v*w? + vt w? + u*v?
erhalten wir 417 = p+2(vw+ wu+ uv)

166 = p2 +4p(vw+wu+uv)+4qg+8uvw(u+ v+ w)
Eingesetzt in (2) ergibt sich
pz+4q+4ap+160+8(uvw+b)(u+ v+w)+4(p+2a)(vw+wu+uv)=0
Diese Gleichung wird durch die drei Annahmen erfiillt
p*+4q+4ap+16c=0
p+2a=0
uvw+b=0
Die zweite Annahme in die erste eingesetzt ergibt g = a® — 4c, folglich ist
u+ i+ w? = -2a

2 2

vuw? + wru? + utv
(3) uvw=-b

=a®—4c

und damit sind u?, v?> und w? Wurzeln der kubischen Resolvente
¥} +2ax?+(@®-40)x-b*=0
Die Quadratwurzeln sind so zu bestimmen, dass die Gleichung (3) erfiillt ist. Die vier
Losungen von (2) erhdlt man somit aus denen der kubischen Resolvente durch
2p=u+v+w 2h=u—-v—w

2hb=—u+v—-w 2 =—u—-v+w
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