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Préface 9

La théorie des variétés kählériennes a pris un grand essor depuis un quart de
siècle. Ces variétés furent définies pour la première fois, semble-t-il, dans une note
de Kähler de 1933 ([7]). Mais leur importance n’apparut qu’à la suite des premiers
travaux de Hodge et surtout de l’exposé d’ensemble qu’il en donna au chapitre V de
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2 ANDRÉ WEIL

son livre [6], où, indépendamment de Kähler, il entreprend l’étude systématique
de la métrique « kählérienne » qu’on peut définir sur toute variété algébrique sans
point multiple plongée dans un espace projectif, et en tire des conséquences très
importantes pour la géométrie algébrique. C’est principalement dans la direction
ainsi inaugurée par lui que les recherches se sont poursuivies depuis lors.

On ne trouvera pas ici une monographie de ce sujet, mais, comme l’indique le
titre, une simple introduction, basée sur des cours professés à Chicago et à Göttingen
dans les dernières années. Ce volume aura atteint son but s’il facilite au lecteur
l’étude des travaux récents sur la question, et particulièrement de ceux de Kodaira
et ses élèves. Je n’ai pu néanmoins résister à la tentation d’insérer un chapitre
traitant de la théorie des fonctions thêta et des variétés abéliennes sur le corps des
complexes. Cette théorie peut être considérée comme celle d’un type particulier
de structures kählériennes (les structures invariantes d’un tore), et c’est même ce
point de vue qui conduit à la démonstration la plus naturelle d’un des principaux
théorèmes d’existence de la théorie (le théorème dit « d’Appell-Humbert »).

Il n’a pas été donné de bibliographie ; on en trouve de fort complètes dans plu-
sieurs ouvrages récents. Je me suis efforcé de réduire au minimum la somme de
connaissances exigée du lecteur : quelques résultats élémentaires d’analyse et de10
théorie des fonctions ; quelques notions d’algèbre et de topologie générale (pour les-
quelles il sera en général renvoyé aux Eléments de N. Bourbaki) ; les définitions
essentielles de la théorie des variétés différentiables (qu’on trouvera dans le volume
de G. de Rham [10], paru dans cette même collection) ; la définition des opérateurs
∗, δ,∆ de la théorie des formes harmoniques (exposée dans le même volume) ; et,
en quelques points, quelques notions sur la cohomologie entière. Encore ai-je, dans
la mesure du possible, rappelé les définitions et résultats dont il aura à être fait
usage. L’indication « de Rham, §. . . » renverra toujours au volume qu’on vient de
citer ; les renvois à Bourbaki seront faits sous la forme canonique. Des théorèmes
d’existence de la théorie des formes harmoniques, qui jouent bien entendu un rôle
essentiel dans le présent volume, le lecteur n’a à connaître que l’existence des opé-
rateurs H et G de de Rham avec les propriétés formelles énoncées au §4.1. Pour le
cas particulier des tores, une démonstration directe de ces résultats, indépendante
de celle qui est donnée dans le volume de de Rham pour le cas général, est exposée
au §4.2, ce qui permettrait, si on le désirait, d’aborder la théorie des fonctions thêta
sans s’appuyer sur la théorie générale des formes harmoniques.

Paris, le 31 mai 1957.

1. L’algèbre extérieure sur un espace hermitien11

1.1. Soit T un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps C des nombresno 1
complexes ; T sera de dimension 2n sur le corps R des nombres réels. Soit F l’en-
semble des applications R-linéaires de T dans C ; autrement dit, F est l’ensemble
des fonctions t 7→ f(t) à valeurs complexes, définies sur T et telles que

f(t+ t′) = f(t) + f(t′) (t ∈ T, t′ ∈ T )(1.1)
f(λt) = λf(t) (t ∈ T, λ ∈ R)(1.2)

On considérera F comme espace vectoriel sur C, l’addition et la multiplication
scalaire par les complexes y étant définies d’une manière évidente. Si f ∈ F , on
désignera par f̄ l’application t 7→ f(t), où f(t) est l’imaginaire conjuguée de f(t).
L’application f 7→ f̄ est une application antilinéaire de F sur F ; rappelons qu’on
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appelle ainsi toute application u 7→ φ(u) d’un espace vectoriel sur C dans un espace
vectoriel sur C qui satisfait à

φ(u+ u′) = φ(u) + φ(u′), φ(λu) = λ̄φ(u)

quels que soient u, u′ et quel que soit λ ∈ C. On dira que f ∈ F est réelle si
l’application t 7→ f(t) est à valeurs réelles ; il faut et il suffit pour cela que f = f̄ .

Soit T ′ le dual de T , c’est-à-dire l’ensemble des formes C-linéaires sur T ; T ′

n’est autre que l’ensemble des f ∈ F qui satisfont à f(it) = if(t) pour tout t ∈ T ;
c’est un sous-espace vectoriel de F de dimension n. Soit T ′′ l’image de T ′ par
l’application f 7→ f̄ de F sur F ; T ′′ est l’ensemble des applications antilinéaires
de T dans C, ou encore l’ensemble des f ∈ F qui satisfont à f(it) = −if(t) pour 12
tout t ∈ T ; c’est donc aussi un sous-espace vectoriel de F sur C. On dira que T ′′,
muni de la structure d’espace vectoriel sur C induite par celle de F , est l’antidual
de T ; f 7→ f̄ est une application biunivoque antilinéaire, donc à plus forte raison
R-linéaire, de T ′ sur T ′′ ; par suite, T ′ et T ′′ ont même dimension 2n sur R, donc
aussi même dimension n sur C.

Il est clair que T ′ ∩ T ′′ = {0}. Soit f ∈ F ; posons

f ′(t) = f(t)− if(it), f ′′(t) = f(t) + if(it)

Il est immédiat que f ′ ∈ T ′, f ′′ ∈ T ′′ et 2f = f ′ + f ′′. Donc F est somme directe
de T ′ et T ′′ ; par suite, si (z1, . . . , zn) est une base de T ′, (z1, . . . , zn, z̄1, . . . , z̄n) en
est une pour F .

Suivant l’usage, on désignera par
∧
F l’algèbre extérieure déduite de l’espace

vectoriel F sur C. On considéra les algèbres extérieures
∧
T ′,
∧
T ′′ construites sur

T ′, T ′′ comme canoniquement plongées dans
∧
F . On posera Fa,0 =

∧a
T ′ ; c’est

l’ensemble des éléments homogènes de
∧
T ′ de degré a, c’est-à-dire l’espace des

éléments de la forme z1 ∧ · · · ∧ za, où zα ∈ T ′ pour 1 ≤ α ≤ a, à condition de
convenir que ce produit désigne 1 si a = 0. De même, on posera F0,a =

∧a
T ′′. On

désignera par Fa,b le sous-espace vectoriel de
∧
F engendré par les éléments de la

forme u∧ v avec u ∈ Fa,0, v ∈ F0,b ; les éléments de Fa,b seront dits bihomogènes de
bidegré (a, b). Soit (z1, . . . , zn) une base de T ′ ; il est immédiat que les éléments de
la forme

(zα1
∧ · · · ∧ zαa

) ∧ (z̄β1
∧ · · · ∧ z̄βb

)(1.3)
(1 ≤ α1 < · · · < αa ≤ n; 1 ≤ β1 < · · · < βb ≤ n)

forment une base de Fa,b et que
∧
F est somme directe des Fa,b. Autrement dit,

tout u ∈
∧
F s’écrite d’une manière et d’une seule comme somme d’éléments biho-

mogènes ua,b de bidegrés respectifs (a, b) ; l’application u 7→ ua,b de
∧
F sur Fa,b se

notera Pa,b ; on dit que c’est un « projecteur ».

L’ensemble
∧p

F des éléments homogènes de degré p de
∧
F (qu’on nomme aussi

p-covecteurs à valeurs complexes sur l’espace T , ou plus précisément sur l’espace
vectoriel sur R sous-jacent à T ) est évidemment la somme directe des Fa,p−a pour
0 ≤ a ≤ p. On posera Pp =

∑p
α=0 Pα,p−α ; pour tout u ∈

∧
F , Ppu est la partie

homogène de u de degré p.

Un endomorphisme L de l’espace vectoriel sous-jacent à
∧
F sera dit bihomogène

de bidegré (r, s) si L(Fa,b) ⊂ Fa+r,b+s quels que soient a, b. Il en est ainsi par 13
exemple de l’endomorphisme u 7→ w ∧ u de

∧
F si w ∈ Fr,s.

Soit G le groupe des automorphismes de l’espace vectoriel T , qui est isomorphe
au groupe des matrices inversibles d’ordre n sur C.
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Tout X ∈ G détermine un automorphisme X ′ = tX de l’espace dual T ′, le
transposé de X, et un automorphisme X ′′ de T ′′, donc aussi un automorphisme de
F = T ′ + T ′′ et par suite un automorphisme X1 de l’algèbre

∧
F ; X ′′ s’appellera

l’antitransposé de X ; c’est le transformé de tX par l’application f 7→ f̄ de T ′ sur T ′′,
et on le notera X ′′ = tX. Il est clair que X1 induit un automorphisme sur chacun
des espaces Fa,b ou autrement dit est permutable avec chacun des projecteurs Pa,b.
Si en particulier on prend pour X l’automorphisme t 7→ it de T et qu’on convienne
de noter C l’automorphisme X1 correspondant, C induira sur Fa,b l’automorphisme
u 7→ ia−bu ; autrement dit, on a

(1.4) C =
∑
a,b

ia−bPa,b.

Ce qui précède montre que X 7→ X1 est une représentation du groupe opposé à G
dans le groupe des automorphismes de

∧
F ; cette représentation est réductible et

somme de celles qu’elle induit sur les espaces Fa,b ; on peut montrer que celles-ci
sont irréductibles.

Soit F0 l’ensemble des éléments réels de F ; c’est un espace vectoriel sur R, qui
n’est autre que le dual de l’espace vectoriel sur R sous-jacent à T . Il est immédiat
que tout z ∈ F s’écrit d’une manière et d’une seule sous la forme z = x+ iy, avec
x ∈ F0, y ∈ F0 ; on a x = (z + z̄)/2, y = (z − z̄)/2i. Une base (z1, . . . , zn) de T ′

étant choisie, posons zα = xα + iyα avec xα ∈ F0, yα ∈ F0 (1 ≤ α ≤ n) ; on aura
donc z̄α = xα − iyα, ce qui montre que (x1, y1, . . . , xn, yn) est une base de F (sur
C), donc un système de générateurs de

∧
F . Tout f ∈ F s’écrit donc d’une manière

et d’une seule sous la forme

f =
∑
α

(ξαxα + ηαyα)

avec ξα ∈ C, ηα ∈ C. Comme f ∈ F0 équivaut à f̄ = f , il s’ensuit que

(x1, y1, . . . , xn, yn)

est une base de F0 sur R. L’algèbre extérieure
∧
F0 déduite de l’espace vectoriel

F0 sur R a donc une base sur R formée des éléments de la forme

(xα1
∧ · · · ∧ xαr

) ∧ (yβ1
∧ · · · ∧ yβs

),

éléments qui forment aussi une base de
∧
F sur C. Cette algèbre

∧
F0, dont les14

éléments homogènes de degré p s’appellent les p-covecteurs réels sur T (ou plus
correctement sur l’espace vectoriel sur R sous-jacent à T ) s’identifie ainsi avec la
partie de

∧
F formée par les combinaisons linéaires à coefficients réels de produits

d’éléments de F0 (1 étant considéré comme un tel produit). Tout élément u de
∧
F

s’écrit d’une manière et d’une seule sous la forme u = v + iw, avec v et w dans∧
F0 ; on pose ū = v− iw. L’application u 7→ ū de

∧
F sur

∧
F est antilinéaire, est

un automorphisme de l’anneau
∧
F (et même de

∧
F considérée comme algèbre

sur R) et prolonge l’application f 7→ f̄ de F sur F ; réciproquement, ces propriétés
suffisent à la caractériser. Pour que u ∈

∧
F soit réel, c’est-à-dire soit dans

∧
F0, il

faut et il suffit que u = ū.

L’application u 7→ ū induit, pour tout a, b, une application antilinéaire biuni-
voque de Fa,b sur Fb,a, plus précisément, on a (Pa,bu) = Pb,a(ū), ce qu’on écrit
aussi P̄a,b = Pb,a. En particulier, u 7→ ū induit une application antilinéaire de Fa,a

sur Fa,a ; Fa,a a donc une base formées d’éléments réels. Il en est ainsi de F0,0 et
de Fn,n qui sont tous deux de dimension 1 ; F0,0 est engendré par 1, élément unité
des algèbres

∧
F et

∧
F0 ; et, si comme plus haut les zα = xα + iyα forment une
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base de T ′, Fn,n est engendré par l’élément réel

(1.5)
(
i

2

)n

(z1 ∧ z̄1) ∧ · · · ∧ (zn ∧ z̄n) = (x1 ∧ y1) ∧ · · · ∧ (xn ∧ yn).

On notera que cet élément s’écrit aussi

in
2

2n
(z1 ∧ · · · ∧ zn) ∧ (z̄1 ∧ · · · ∧ z̄n)

ce qui montre que, si on remplace la base (z1, . . . , zn) par une autre (z′1, . . . , z
′
n),

il se multiplie par JJ̄ où J est le déterminant de la seconde base par rapport à la
première ; son signe est donc indépendant du choix de la base. On conviendra de
choisir une fois pour toutes, dans T (ou plus correctement dans l’espace vectoriel
sur R sous-jacent à T ), l’orientation pour laquelle le (2n)-covecteur réel (1.5) est
positif ; c’est celle qui est déterminée par les coordonnées x1, y1, . . . , xn, yn prises
dans cet ordre (ou dans tout ordre qui s’en déduit par une permutation paire).

Un endomorphisme A de l’espace vectoriel sous-jacent à
∧
F est dit réel s’il laisse

invariants les éléments réels, ou, ce qui revient au même, si (Au) = A(ū) pour tout 15
u ∈

∧
F . Il en est ainsi par exemple de Pa,a quel que soit a, et de l’opérateur C

défini par (1.4), comme on le vérifie immédiatement.

1.2. Par une forme hermitienne sur l’espace T , on entend une fonction H(t, t′) no 2
à valeurs complexes, définie sur T × T , telle que pour tout t ∈ T l’application
t′ 7→ H(t, t′) de C dans T soit C-linéaire (et définisse donc une forme linéaire sur
T ), satisfaisant de plus à la condition de « symétrie hermitienne »

H(t′, t) = H(t, t′).

Il s’ensuit que, pour tout t′ ∈ T , l’application t 7→ H(t, t′) de T dans C est
antilinéaire.

Posons

(1.6) H(t, t′) = S(t, t′) + iA(t, t′),

S(t, t′) et A(t, t′) étant réels. Il résulte immédiatement des condition imposées à H
que S est une forme R-bilinéaire symétrique et A une forme R-bilinéaire alternée,
et qu’on a

S(t, t′) = −A(it, t′) = A(t, it′), A(t, t′) = S(it, t′) = −S(t, it′)(1.7)

S(it, it′) = S(t, t′), A(it, it′) = A(t, t′)(1.8)

Réciproquement, supposons donnée, soit une forme R-bilinéaire symétrique S sa-
tisfaisant à la première des relations (1.8), soit une forme R-bilinéaire alternée A
satisfaisant à la seconde de ces relations ; dans le premier cas la seconde des re-
lations (1.7) définira, comme on le vérifie aussitôt, une forme alternée A, et dans
le second cas la première des relation (1.7) définit une forme symétrique S ; dans
l’un ou l’autre cas la relation (1.6) définit alors une forme hermitienne H. Les re-
lations (1.8) expriment que S et A sont invariantes par l’automorphismes t 7→ it
de T . On peut donc dire que les relations ci-dessus établissent des correspondances
biunivoques entre l’ensemble des formes hermitiennes sur T , l’ensemble des formes
symétriques invariantes par t 7→ it, et l’ensemble des formes alternées invariantes
par t 7→ it. Si on pose de plus

Φ(t) = H(t, t) = S(t, t),

Φ est une forme quadratique dont la donnée détermine réciproquement S au moyen
de la formule

2S(t, t′) = Φ(t+ t′)− Φ(t)− Φ(t′),



6 ANDRÉ WEIL

et détermine donc A et H pourvu que S soit invariante par t 7→ it ; pour qu’il en16
soit ainsi, il faut et il suffit que Φ le soit. C’est quelquefois la forme quadratique Φ
qu’on appelle « forme hermitienne ».

Une base (z1, . . . , zn) étant choisie pour le dual T ′ de T , toute forme C-linéaire
sur T s’écrit t 7→

∑
ξαzα(t), et toute forme antilinéaire s’écrit t 7→

∑
ξαz̄α(t). On

en conclut aussitôt que toute forme « sesquilinéaire » en t, t′, c’est-à-dire antilinéaire
en t et linéaire en t′, est combinaison linéaire des formes (t, t′) 7→ z̄α(t)zβ(t

′) ; en
particulier, si H est hermitienne, on aura

(1.9) H(t, t′) =

n∑
α,β=1

hαβ z̄α(t)zβ(t
′),

la condition de « symétrie hermitienne » s’écrivant alors hβ,α = h̄αβ . On sait
qu’étant donnée une telle forme H, on peut toujours choisir une base (zα) pour
T ′, ou autrement dit un « système de coordonnées complexes » pour T , de telle
sorte que hαβ = 0 pour α ̸= β, c’est-à-dire que ∥hαβ∥ soit une matrice diagonale ;
quant aux hαα, ils sont en tout cas réels.

On dit que H est non-dégénérée si, quel que soit t′ ̸= 0, il y a un t ∈ T tel que
H(t, t′) ̸= 0 ; en vertu des formules (1.6) et (1.7), il faut et il suffit pour cela que
S soit non-dégénérée, ou encore que A le soit. Si H est mise sous la forme (1.9),
il faut et il suffit, pour que H soit non-dégénérée, que l’on ait det(hαβ) ̸= 0. On
dit que H est positive si la forme quadratique associée Φ est positive, c’est-à-dire
si Φ(t) = H(t, t) ≥ 0 quel que soit t ; pour que H soit positive et non-dégénérée, il
faut et il suffit l’on ait Φ(t) > 0 pour tout t ̸= 0 ; en ce cas, on peut choisir la base
(zα) de manière que la matrice ∥hαβ∥ soit la matrice unité.

Si (f1, . . . , f2n) est une base de F0, les fµ ∧ fν , pour 1 ≤ µ < ν ≤ 2n, en forment
une pour

∧2
F0 ; d’autre part, les formes alternées

Aµν(t, t
′) = fµ(t)fν(t

′)− fν(t)fµ(t
′)

forment, pour 1 ≤ µ < ν ≤ 2n, une base de l’espace des formes R-bilinéaires
alternées à valeurs réelles sur T . Il est immédiat que l’isomorphisme de

∧2
F0 sur

ce dernier espace qui fait correspondre Aµν à fµ∧fν pour 1 ≤ µ < ν ≤ 2n fait aussi
correspondre la forme f(t)g(t′) − g(t)f(t′) à f ∧ g quels que soit f ∈ F0, g ∈ F0,
et qu’il est complètement déterminé par cette condition ; on dit, comme on sait,
que c’est l’isomorphisme canonique entre les espaces en question. Soit maintenant
u un élément quelconque de

∧2
F0 ; on peut le considérer comme élément de

∧2
F ;

soient v = P2,0u,w = P1,1u, d’où v̄ = P0,2u puisque u est réel ; pour la même raison
on a w = w̄. On aura donc17

u = v + w + v̄, Cu = −v + w − v̄.

Mais Cu est par définition le transformé de u par l’automorphisme de
∧
F induit

par l’automorphisme t 7→ it de T ; pour que u soit invariant par cet automorphisme,
il faut et il suffit évidemment que la forme R-bilinéaire alternée associée à u le soit.
En vertu des formules ci-dessus, u = Cu équivaut à v + v̄ = 0, c’est-à-dire u = w,
ou encore u ∈ F1,1. Donc, pour qu’une forme R-bilinéaire alternée soit invariante
par t 7→ it, il faut et il suffit que le bicovecteur correspondant soit bihomogène de
bidegré (1, 1) ; et l’isomorphisme canonique défini plus haut induit un isomorphisme
entre l’espace de ces formes et l’espace des éléments réels de F1,1.

Appliquons ceci à la forme hermitienne H(t, t′) considérée tout à l’heure, à son
expression (1.9) au moyen des z̄α, zβ , et sa partie imaginaire A(t, t′) définie par
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(1.6). On a

A(t, t′) =
1

2i

∑
α,β

hαβ
(
z̄α(t)zβ(t

′)− zβ(t)z̄α(t
′)
)

et par suite le bicovecteur associé peut s’écrire

(1.10) u =
i

2

∑
α,β

hαβzβ ∧ z̄α.

On notera que, si ∥hαβ∥ est la matrice unité, de sorte qu’on a

u =
i

2

∑
zα ∧ z̄α,

un/n! n’est autre que l’élément de Fn,n défini par la formule (1.5) ; par suite, si on
oriente l’espace T conformément aux conventions de la fin du §1.1, un est alors un
(2n)-covecteur réel strictement psositif. Comme on peut, pour toute forme hermi-
tienne positive non-dégénérée H, supposer la mtrice ∥hαβ∥ ramenée à la matrice
unité par un choix convenable de la base, on en conclut que un est strictement
positif chaque fois que u est le bicovecteur associé à une forme hermitienne positive
non-dégénérée.

1.3. Dans tout le reste de ce chapitre, nous supposons donnée une fois pour toutes no 3
une forme hermitienne H sur T ; comme au §1.2, nous noterons S,A et u les formes 18
symétrique et alternée et le bicovecteur associés à H. On supposera que H est
positive non-dégénérée ; cette hypothèse n’est d’ailleurs pas indispensable pour les
résultats purement algébriques du présent chapitre (ni d’ailleurs non plus pour les
résultats purement locaux du chapitre suivant) ; ceux-ci restent valables pourvu
qu’on suppose H non-dégénérée, comme on le vérifie, soit directement, soit à partir
des résultats qui vont suivre au moyen du principe de prolongement des identités
algébriques (cf. Bourbaki, [2, IV, §2, Th. 2]).

On dit que la donnée de la forme hermitienne positive non-dégénérée H définit
sur T une structure d’espace hermitien. A titre auxiliaire, on supposera choisie une
fois pour toutes une base (zα) de T ′ (un « système de coordonnées » dans T ) pour
laquelle H s’écrive sous la forme

H(t, t′) =
∑
α

z̄α(t)zα(t
′);

comme précédemment, on posera zα = xα + iyα, les xα, yα étant réels. On aura
donc

Φ(t) = H(t, t) =
∑
α

z̄α(t)zα(t) =
∑
α

(
xα(t)

2 + yα(t)
2
)
.

Mais on sait que la donnée d’une forme quadratique positive dans un espace vectoriel
E sur R détermine sur l’algèbre des multicovecteurs sur E un opérateur ∗ défini
comme suit (de Rham, [10, §24]). L’espace E étant supposé orienté, et la forme
quadratique écrite comme somme de carrés f21 + · · ·+ f2m au moyen du choix d’une
base convenable (f1, . . . , fm) dans le dual de E, on aura, pour toute permutation
paire (i1, . . . , ip, j1, . . . , jm−p) des indices (1, 2, . . . ,m) :

∗(fi1 ∧ · · · ∧ fip) = fj1 ∧ · · · ∧ fjm−p
.

Pour tout p, ∗ est alors l’isomorphisme de l’espace vectoriel des p-covecteurs sur
l’espace vectoriel des (m − p)-covecteurs qui est déterminé par les formules ci-
dessus ; on démontre qu’il ne dépend pas du choix de la base (fi) mais seulement
de la forme quadratique donnée sur E, forme à laquelle il est donc associé d’une
manière invariante (cf. Bourbaki, [2, III, §8]).
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Cette définition de ∗ s’applique en particulier à l’algèbre
∧
F0 des multicovecteurs

réels sur T et à la forme quadratique H(t, t). On conviendra de prolonger ∗ à
∧
F de

telle sorte qu’il soit C-linéaire sur
∧
F ; cette condition le détermine d’une manière

unique ; ∗ est alors, au sens du §1.1, un opérateur réel sur
∧
F , et détermine un

isomorphisme de
∧p

F sur
∧2n−p

F .

Pour déterminer ∗ d’une manière plus précise, nous allons introduire momenta-19
nément les notations suivantes. Soit N = {1, 2, . . . , n} ; pour toute partie M de N ,
désignons par ν(M) le nombre d’éléments de M , et posons

wM =
∏
µ∈M

(zµ ∧ z̄µ) = (−2i)ν(M)
∏
µ∈M

(xµ ∧ yµ),

ces produits étant indépendants de l’ordre des facteurs parce que ceux-ci sont de
degré 2 et par suite permutables entre eux et avec tout élément de

∧
F .

Soit encore A l’ensemble des suites dont le premier élément est +1 ou −1 et les
autres sont des éléments distincts de N ; si A = (±1, α1, . . . , αa) est une telle suite,
convenons de noter par |A| l’ensemble {α1, . . . , αa}, par ν(A) l’entier a = ν(|A|),
et de poser

zA = ±zα1 ∧ · · · ∧ zαa ,

le signe du second membre étant celui qui figure en tête de A ; convenons de définir
de même xA et yA. Disons qu’un couple (A′, A′′) ∈ A×A est une partition de A si
zA = zA′ ∧ zA′′ et que deux telles partitions (A′, A′′) et (A′

1, A
′′
1) sont équivalentes

si |A′| = |A′
1|, ce qui implique |A′′| = |A′′

1 |. On aura, avec ces notations

zA =
∑

iν(A
′′)xA′ ∧ yA′′ ,

la sommation étant étendue à un système complet de représentants pour les classes
d’équivalence de partitions de A.

Cela posé, tout élément de base de la forme (1.3) peut aussi s’écrire sous la forme
zA ∧ z̄B ∧ wM , les ensembles |A|, |B| et M étant deux à deux disjoints. Calculons
le transfomé d’un tel élément par ∗. On a

zA ∧ z̄B ∧ wM = (−2i)ν(M)
∑

iν(A
′′)−ν(B′′)xA′ ∧ yA′′ ∧ xB′ ∧ yB′′ ∧

∏
µ∈M

(xµ ∧ yµ)

la sommation étant étendue à des systèmes complets de représentants (A′, A′′) et
(B′, B′′) pour les partitions de A et celles de B. Posons

M ′ = N − (|A| ∪ |B| ∪M).

Appliquant ce qui a été dit plus haut pour l’opérateur ∗ défini au moyen d’une
forme écrite comme somme de carrés, on voit qu’on aura20

∗ (zA ∧ z̄B ∧ wM ) =

= (−2i)ν(M)
∑

(−1)riν(A
′′)−ν(B′′)xA′′ ∧ yA′ ∧ xB′′ ∧ yB′ ∧

∏
µ∈M ′

(xµ ∧ yµ)

où on a posé

r = ν(A)ν(A′′) + ν(B)ν(B′′) +
1

2

(
ν(A) + ν(B)

)(
ν(A) + ν(B)− 1

)
.

Soit A′′
1 l’élément de A qui ne diffère de A′′ que par le signe et qui est tel que

(A′′
1 , A

′) soit une partition de A ; quand (A′, A′′) parcourt un système complet de
représentants des partitions de A, il en est de même de (A′′

1 , A
′). En faisant usage

de cette remarque, on obtient, par un calcul facile, le résultat suivant :

∗(zA ∧ z̄B ∧ wM ) = (−1)ν(M)+
p(p+1)

2 (−2i)p−nia−bzA ∧ z̄B ∧ wM ′ ,
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où M ′ = N − (|A| ∪ |B| ∪M), où (a, b) est le bidegré de zA ∧ z̄B ∧ wM et où p est
son degré, c’est-à-dire qu’on a

a = ν(A) + ν(M), b = ν(B) + ν(M), p = a+ b.

Ces formules mettent en évidence que ∗ transforme tout p-covecteur de bidegré
(a, b) en un (2n− p)-covecteur de bidegré (n− b, n− a) ; autrement dit, on a

∗Pa,b = Pn−b,n−a∗,
d’où résulte que ∗ est permutable avec C, ce que nous écrirons aussi

(1.11) [∗, C] = 0

en convenant suivant l’usage d’écrire [X,Y ] = XY −Y X chaque fois que X,Y sont
deux endomorphismes d’un espace vectoriel. Notons encore que, la dimension de
l’espace T sur les réels étant paire, ∗∗ n’est autre que l’opérateur w (de Rham,
[10, §24]) qui multiplie par (−1)p tout p-covecteur, et qui ’sécrit aussi w = C2 ; on
a ainsi :

(1.12) w = ∗2 = C2 =

2n∑
p=0

(−1)pPp, ∗−1 = w∗ = ∗w, C−1 = wC = Cw.

21

1.4. Désignons par u, comme au §1.2, le bicovecteur associé à la partie imaginaire no 4
de la forme H définissant la structure de l’espace hermitien T ; dans le système de
coordonnées qu’on a choisi, on a

u =
i

2

∑
α

zα ∧ z̄α =
i

2

∑
α

wα;

c’est un bicovecteur réel de bidegré (1, 1). Pour tout v ∈
∧
F , on posera :

Lv = u ∧ v, Λv = w ∗ (u ∧ ∗v) = w ∗ L ∗ v = ∗−1L ∗ v.
Les opérateurs L,Λ sont réels, bihomogènes, de bidegrés respectifs (1, 1) et (−1,−1) ;
on vérifie immédiatement qu’ils sont permutables avec w et C :

(1.13) [L,w] = [L,C] = [Λ, w] = [Λ, C] = 0.

Il est clair qu’on a, avec les notations du §1.3 :

L(zA ∧ z̄B ∧ wM ) =
i

2
zA ∧ z̄B ∧

( ∑
µ∈M ′

wM∪{µ}

)
.

D’autre part, les formules du §1.3 permettent de vérifier, par un calcul facile, qu’on
a

Λ(zA ∧ z̄B ∧ wM ) =
2

i
zA ∧ z̄B ∧

(∑
µ∈M

wM−{µ}

)
.

On en conclut immédiatement qu’on a, p étant toujours le degré de zA ∧ z̄B ∧wM :

(ΛL− LΛ)(zA ∧ z̄B ∧ wM ) = (n− p)zA ∧ z̄B ∧ wM

d’où la formule

(1.14) [Λ, L] =

2n∑
p=0

(n− p)Pp.

On en conclut, pour r ≥ 1 :

[Λ, Lr] =

r−1∑
ρ=0

Lr−ρ−1[Λ, L]Lρ =

r−1∑
ρ=0

2n∑
p=0

(n− p)Lr−ρ−1PpL
ρ;

mais L est homogène de degré 2, c’est-à-dire qu’on a PpL = LPp−2 ; on obtient 22
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donc

[Λ, Lr] = Lr−1
r−1∑
ρ=0

2n∑
p=0

(n− p)Pp−2ρ

où bien entendu Pp−2ρ se réduit à 0 si p − 2ρ < 0. Le coefficient de Pq dans le
second membre est

r−1∑
ρ=0

(n− q − 2ρ)

pourvu que q + 2(r − 1) ≤ 2n ; mais, si cette dernière inégalité n’est pas satisfaite,
on a Lr−1Pq = 0 puisque Lr−1Pqv est de degré ≥ 2(r− 1)+ q. On peut donc écrire
en définitive

[Λ, Lr] =

2n∑
q=0

r(n− q − r + 1)Lr−1Pq.

On dira qu’un élément homogène v de
∧
F est primitif si Λv = 0.

Soit v un p-covecteur primitif ; pour r ≥ 1, s ≥ 1, on aura

ΛsLrv = Λs−1(ΛLr − LrΛ)v = r(n− p− r + 1)Λs−1Lr−1v,

ce qui permet, par récurrence sur i, d’écrire le premier membre, pour tout i ≤
min(r, s), comme produit de Λs−iLr−iv et d’un coefficient numérique facile à cal-
culer ; en particulier, pour i = s ≤ r, on aura :

(1.15) ΛsLrv = r(r−1) · · · (r−s+1)(n−p−r+1)(n−p−r+2) · · · (n−p−r+s)Lr−sv.

Supposons qu’on ait pris s = n + 1, r = n + q + 1, q ≥ 0 ; alors Lrv est de degré
> 2n et est donc 0 ; quant au coefficient numérique du second membre, il est ̸= 0
si q ≥ n − p + 1 ; en ce cas, on aura donc Lqv = 0. En posant, suivant l’usage,
x+ = max(x, 0) pour tout x ∈ R, on a donc démontré ce qui suit :

Théorème 1.1. Si v est un p-covecteur primitif, on a Lqv = 0 pour tout q ≥Th. 1
(n− p+ 1)+.

Corollaire 1.2. Il n’y a pas de p-covecteur primitif non nul de degré p > n.Cor.

Le corollaire résulte du théorème, en y prenant q = 0.

23

Théorème 1.3. Pour tout p-covecteur primitif v, on aTh. 2

(1.16) ∗Lrv = (−1)
p(p+1)

2
r!

(n− p− r)!
Ln−p−rCv

chaque fois que 0 ≤ r ≤ n− p, et ∗Lrv = 0 pour r > n− p.

La seconde assertion résulte du th. 1.1 ; formellement, on peut convenir de consi-
dérer (1.16) comme valable même si r > n−p, en interprétant 1/(n−p−r)! comme
1/Γ(n − p − r + 1) qui s’annule pour r > n − p. Suivant l’usage, on convient que
0! = Γ(1) = 1.

Supposons donc r ≤ n − p. Ecrivons v comme combinaison linéaire d’éléments
zA ∧ z̄B ∧ wM :

v =
∑

A,B,M

ξA,B,MzA ∧ z̄B ∧ wM .

L’hypothèse Λv = 0 s’écrit alors, d’après la formule établie plus haut :∑
A,B,M

ξA,B,MzA ∧ z̄B ∧
(∑
µ∈M

wM−{µ}

)
= 0
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Il s’ensuit que, si on pose

vA,B =
∑
M

ξA,B,MzA ∧ z̄B ∧ wM

chacun des vA,B est lui-même primitif. Il suffira donc de faire la démonstration pour
un p-covecteur tel que vA,B , ou autrement dit de considérer le cas où v est de la
forme

v = zA ∧ z̄B ∧
(∑

M

ξ(M)wM

)
,

la sommation étant étendue à toutes les parties M de N − |A| − |B| formées de
m éléments, où m est déterminé par 2m = p − ν(A) − ν(B). On posera N ′ =
N − |A| − |B|. L’hypothèse Λv = 0 s’écrit alors :∑

µ∈N ′−M ′

ξ(M ′ ∪ {µ}) = 0

pour toute partie M ′ de N ′ telle que ν(M ′) = m− 1.

Supposons en particulier que N1, N2 soient deux parties disjointes de N ′ telles 24
que N ′ = N1 ∪ N2 ; posons M ′

1 = N1 ∩M ′,M ′
2 = N2 ∩M ′ ; la relation ci-dessus

s’écrit : ∑
µ∈N1−M ′

1

ξ(M ′ ∪ {µ}) +
∑

µ∈N2−M ′
2

ξ(M ′ ∪ {µ}) = 0.

Pour un entier r donné tel que 1 ≤ r ≤ m, faisons parcourir à M ′ l’ensemble des
parties de N ′ telles que ν(M ′

1) = r−1, ν(M ′
2) = m−r ; si M ′ est tel et qu’on prenne

µ ∈ N1−M ′
1, l’ensemble M =M ′ ∪{µ} sera tel que ν(M) = m, ν(N1 ∩M) = r ; et

toute partie M de N ′ ayant ces propriétés pourra être mise sous la forme M ′∪{µ},
avec M ′ et µ comme on a dit, de r manières différentes. De même, si M ′ parcourt
le même ensemble et qu’on prenne µ ∈ N2 −M ′

2, l’ensemble M =M ′ ∪{µ} sera tel
que ν(M) = m, ν(N1 ∩M) = r − 1, et toute partie M de N ′ ayant ces propriétés
pourra être écrite sous la forme M ′ ∪ {µ}, avec M ′ et µ tels qu’on vient de le dire,
de m− r + 1 manières différentes. Posons, dans ces conditions :

Sr(N1) =
∑
M

ξ(M) (M ⊂ N ′, ν(M) = m, ν(N1 ∩M) = r).

La relation écrite plus haut, sommée pour tous les M ′ en question, donne :

rSr(N1) + (m− r + 1)Sr−1(N1) = 0,

d’où on déduit immédiatement Sm(N1) = (−1)mS0(N1). On a d’ailleurs

Sm(N1) =
∑

M⊂N1

ξ(M)

et S0(N1) = Sm(N ′ −N1) ; en particulier, Sm(N1) = ξ(N1) pour ν(N1) = m.

Appliquons maintenant les résultats du §1.3 ; on a

∗v = γzA ∧ z̄B ∧
(∑

M

ξ(M)wN ′−M

)
où le coefficient γ est donné par

γ = (−1)m+
p(p+1)

2 (−2i)p−niν(A)−ν(B)

On a d’autre part 25
un−p = (−2i)p−n(n− p)!

∑
R

wR
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où la sommation est étendue à toutes les parties R de N telles que ν(R) = n− p ;
on en déduit :

Ln−pv = (−2i)p−n(n− p)!zA ∧ z̄B ∧
(∑
M,R

ξ(M)wM∪R

)
la sommation étant étendue à tous les couples (M,R) de parties disjointes de N ′

telles que ν(M) = m, ν(R) = n−p ; le dernier facteur au second membre n’est alors
pas autre chose que

∑
Sm(T )wT , la sommation étant étendue à toutes les parties

T de N ′ telles que ν(T ) = m + n − p, et Sm(T ) étant défini comme il a été dit.
Tenant compte des formules démontrées ci-dessus pour Sm(N1), S0(N1), on aura
donc

Ln−pv = (−1)m(−2i)p−n(n− p)!zA ∧ z̄b ∧
(∑

T

Sm(N ′ − T )wT

)
.

Mais Ln−pv a même degré 2n − p que ∗v, donc le dernier facteur de l’expression
qu’on vient d’obtenir pour Ln−pv a même degré que le dernier facteur de l’expression
donnée ci-dessus pour ∗v, ce qui revient à dire que

m+ n− p = ν(N ′)−m;

pour tout T ⊂ N ′, ν(T ) = m + n − p, on a donc ν(N ′ − T ) = m et par suite
Sm(N ′−T ) = ξ(N ′−T ). Il est clair dans ces conditions que les expressions obtenues
pour Ln−pv et pour ∗v ne diffèrent que par les facteurs numériques qui y figurent ;
la comparaison de ceux-ci achève alors de démontrer la formule du théorème 1.3
dans le cas r = 0.

Pour passer de là au cas général, observons qu’on a

∗Lrv = (∗Lr∗−1)(∗v) = (∗−1Lr∗)(∗v) = Λr ∗ v,
et par suite, d’après ce qu’on vient de démontrer :

∗Lrv = (−1)
p(p+1)

2
1

(n− p)!
ΛrLn−pCv.

Mais, C étant permutable avec Λ, Cv est primitif en même temps que v. Comme26
r ≤ n− p, la formule (1.15) s’applique, et la conclusion du théorème 1.3 en résulte
immédiatement.

Théorème 1.4. Soit v un élément homogène de
∧
F ; soit p son degré. On peutTh. 3

d’une manière et d’une seule, mettre v sous la forme

(1.17) v =
∑

r≥(p−n)+

Lrvr,

où, pour tout r ≥ (p−n)+, vr est un (p− 2r)-covecteur primitif. De plus, il y a des
polynomes non commutatifs Φp,r(L,Λ), à coefficients rationnels, tels que, pour tout
p-covecteur v, les éléments vr figurant dans l’expression (1.17) de v soient donnés
par

vr = Φp,r(L,Λ)v.

Par un polynome non commutatif Φ(X,Y ) à deux indéterminées X,Y , à co-
efficients rationnels, on entend, suivant l’usage, tout élément de l’algèbre libre à
élément unité engendrée sur le corps Q des rationnels par les indéterminées X,Y ;
c’est donc une combinaison linéaire à coefficients dans Q de monomes dont chacun
est, soit 1, soit un élément du monoïde libre engendré par X,Y . Un tel polynome
étant donné, on peut d’une manière évidente, y substituer à X,Y deux éléments
de n’importe quelle algèbre sur Q à élément unité, et par exemple deux endomor-
phismes d’un espace vectoriel sur un corps de caractéristique 0. Au moyen de (1.14),
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on vérifierait d’ailleurs sans peine qu’on pourrait supposer les polynomes Φp,r(L,Λ)
ramenés à la forme

Φp,r(L,Λ) =
∑
s

ap,r,sL
sΛr+s,

avec des ap,r,s rationnels ; mais cela n’importe pas à notre objet.

Démontrons d’abord qu’une expression de la forme (1.17) pour v, si elle existe,
est unique, ou autrement dit que v = 0 entraîne vr = 0 si les vr sont des (p− 2r)-
covecteurs primitifs. Sinon, en effet, soit s le plus grand entier tel que vs ̸= 0.
Multipliant par Λs, nous aurons∑

r

ΛsLrvr =
∑
r

Λs−rΛr(Lrvr) = 0,

la sommation étant étendue aux r tels que (p − n)+ ≤ r ≤ s. En vertu de (1.15),
ΛrLrvr ne diffère de vr que par un facteur numérique et est donc primitif, de
sorte que tous les termes de la somme ci-dessus, sauf celui qui correspond à r = 27
s, s’annulent ; on a donc ΛsLrvs = 0, ce qui, d’après (1.15), entraîne vs = 0,
contrairement à l’hypothèse.

Démontrons maintenant le lemme suivant :

Lemme 1.5. Il existe des polynomes non commutatifs Φp,r,s(L,Λ) à coefficients Lemme
rationnels (0 ≤ p ≤ 2n; (p− n)+ ≤ s < r) tels que, si on pose

q = (p− n)+, vs = Φp,r,s(L,Λ)v, v′ = v −
r−1∑
s=q

Lsvs,

vs soit de degré p−2s chaque fois que v est de degré p, et que, pour tout p-covecteur
v satisfaisant à Λrv = 0, on ait Λvs = 0 pour q ≤ s < r, et Λqv′ = 0.

Pour r = q, il n’y a rien à démontrer ; la formule définissant v′ doit en ce cas
s’interpréter comme v′ = v. On procédera par récurrence. Soit r ≥ q ; soit v un
p-covecteur satisfaisant à Λr+1v = 0 ; alors Λrv est primitif de degré p − 2r, et on
aura donc, en vertu de (1.15), ΛrLr(Λrv) = γΛrv, où γ est donné par

γ = r!(n− p+ r + 1) · · · (n− p+ 2r)

et n’est donc pas nul puisque r ≥ p− n. On aura donc

Λr(v − γ−1LrΛrv) = 0,

et par suite on pourra appliquer l’hypothèse de récurrence à v − γ−1LrΛrv. Il
s’ensuit qu’en posant

Φp,r+1,r(L,Λ) = γ−1Λr,

Φp,r+1,s(L,Λ) = Φp,r,s(L,Λ) · (1− γ−1LrΛr) (q ≤ s < r),

on satisfera aux conditions du lemme.

Appliquons d’abord le lemme dans le cas p ≤ n, c’est-à-dire q = 0 ; alors Λqv′ = 0
devient simplement v′ = 0 ; si en même temps on prend r tel que 2r > p, on aura
Λrv = 0 quel que soit v de degré p, ce qui démontre le théorème dans ce cas. Soit
maintenant p > n ; alors ∗v′ est de degré 2n− p < n, donc, d’après ce qu’on vient
de démontrer, on pourra écrire

∗v′ =
∑
r≥0

Lrv′r,

où v′r est primitif de degré 2n− p− 2r. De Λqv′ = 0 on déduit alors 28
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0 = ∗Λqv′ = Lq ∗ v′ =
∑
r≥0

Lq+rv′r;

dans cette relation, les termes du dernier membre sont de degré p ; en vertu de
l’unicité de l’expression (1.17) pour les p-covecteurs quand une telle expression
existe, la relation ci-dessus entraîne donc v′r = 0 pour tout r, donc v′ = 0. Le
théorème s’ensuit alors comme pour p ≤ n.

Corollaire 1.6. Soit v un p-covecteur tel que Lmv = 0 ; alors, dans l’expressionCor.
(1.17) de v, on a vr = 0 pour r ≥ (p−n+m)+. En particulier, si p ≤ n, Ln−pv = 0
entraîne v = 0 ; pour que v soit primitif, il faut et il suffit que l’on ait p ≤ n et
Ln−p+1v = 0.

L’hypothèse s’écrit en effet
∑

r L
m+rvr = 0 ; vr étant primitif de degré p − 2r,

le théorème 1.1 montre que Lm+rvr s’annule pour r < p − n +m ; on aura donc∑
Lm+rvr = 0, la sommation étant étendue aux r ≥ (p − n + m)+. Les termes

du premier membre sont de degré p+ 2m ; en vertu de l’unicité de (1.17) pour les
(p+ 2m)-covecteurs, les vr figurant dans ce premier membre sont donc nuls.

Le corollaire montre que, pour 0 ≤ m ≤ n− p, Lm induit sur
∧p

F une injection
dans

∧p+2m
F , ou autrement dit un isomorphisme de cet espace sur son image par

Lm. Soit, pour 0 ≤ p ≤ n ϖp l’espace vectoriel des p-covecteurs primitifs ; c’est le
noyau de l’application Λ de

∧p
F dans

∧p−2
F , ou encore, d’après ce qui précède,

le noyau de l’application Ln−p+1 de
∧p

F dans l’espace des (2n−p+2)-covecteurs.
Pour tout p ≤ n, et tout m ≤ n−p, Lm induit un isomorphisme de ϖp sur Lm(ϖp) ;
et la première partie du théorème 1.4 peut s’exprimer en disant que

∧
F est somme

directe des espaces vectoriels Lm(ϖp) pour 0 ≤ p ≤ n, 0 ≤ m ≤ n− p.

On peut pousser plus loin cette décomposition de
∧
F en somme directe. On a

déjà vu, en effet, que tout p-covecteur primitif est somme de p-covecteurs primitifs
bihomogènes ; c’est d’ailleurs là une conséquence immédiate de la bihomogénéité de
Λ, qui entraîne que, si v est primitif, les composantes bihomogènes Pa,bv de v le sont
aussi. Soit donc, pour 0 ≤ a+b ≤ n,ϖa,b l’espace des covecteurs primitifs de bidegré
(a, b) ; on a en particulier, pour 0 ≤ a ≤ n, ϖa,0 = Fa,0 et ϖ0,a = F0,a ; car Λ, étant
bihomogène de bidegré (−1,−1), s’annule nécessairement sur tout covecteur de
bidegré (a, 0) ou (0, a). Alors ϖp est somme directe des ϖa,b pour a+ b = p ; pour29
0 ≤ m ≤ n − (a + b), Lm induit sur ϖa,b un isomorphisme de ϖa,b sur son image
Lm(ϖa,b) dans Fa+m,b+m ;

∧
F est somme directe des Lm(ϖa,b) ; et, quels que

soient a et b, Fa,b est somme directe des Lm(ϖa−m,b−m) pour 0 ≤ m ≤ min(a, b).

Des formules démontrées ci-dessus, il résulte que les espaces Lm(ϖa,b) sont ap-
pliqués les uns dans les autres par les opérateurs Pa,b, L, ∗,Λ, et par conséquent par
tous les endomorphismes de l’espace vectoriel sous-jacent à

∧
F qui appartiennent

à l’algèbre engendrée par ces opérateurs. Ce fait, qui s’est présenté ici comme un
résultat de calcul, peut s’expliquer autrement. Soit U le groupe des automorphismes
de l’espace hermitien T muni de la forme H, c’est-à-dire le groupe des automor-
phismes de l’espace vectoriel T sur C qui laissent invariante la forme hermitienne
H ; pour le choix de la base adopté jusqu’ici, U s’identifie au groupe unitaire à n
variables. On a déjà vu au §1.1 que tout automorphisme de T , donc en particulier
tout X ∈ U , détermine un automorphisme X ′ = tX de T ′ = F1,0 et un automor-
phisme X ′′ = tX de T ′′ = F0,1, donc un automorphisme de F = T ′ + T ′′ et par
suite un automorphisme X1 de

∧
F . Comme les opérateurs L, ∗,Λ sont canoni-

quement associés à la structure hermitienne de T et que X est un automorphisme
de cette structure, il s’ensuit qu’ils sont permutables avec X1 et que par suite les
espaces Lm(ϖa,b) sont stables par X1. Autrement dit, l’application X 7→ X1, qui
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est une représentation du groupe opposé à U dans le groupe des automorphismes
de
∧
F , se décompose suivant les espaces Lm(ϖa,b) et induit sur chacun de ceux-ci

une représentation du même groupe. On peut démontrer que les représentations
de ce groupe ainsi induites sur les Lm(ϖa,b) sont irréductibles ; autrement dit, la
décomposition de

∧
F en somme directe des espaces Lm(ϖa,b) réalise précisément

la décomposition de X 7→ X1 en représentations irréductibles du groupe opposé à
U . Il s’ensuit alors, bien entendu, que tout opérateur permutable avec tous les X1

transforme les uns dans les autres les espaces Lm(ϖa,b). On peut aussi tirer de là,
au moyen de résultats très généraux dûs à S.S. Chern [4], le théorème de Hodge
que nous démontrerons à la fin du chapitre suivant, d’après lequel les composantes
suivant les Lm(ϖa,b) de toute forme harmonique sont elle-mêmes harmoniques.

2. Géométrie kählérienne locale 30

2.1. On supposera connues les notions de variétés à structure C∞ et de variété à no 1
structure analytique réelle (cf. de Rham [10, §1]) ; le mot « différentiable » sera pris
comme synonyme de C∞ et sera le plus souvent sous-entendu, toutes les variétés,
fonctions, formes qu’on aura à considérer étant donc supposées différentiables (c’est-
à-dire C∞) sauf lorsque le contexte indique qu’on ne fait pas cette hypothèse.

On aura besoin aussi de la notion de variété à structure analytique complexe de
dimension complexe n ; par analogie avec celle de variété C∞ (de Rham [10, §1])
nous définirons une telle variété comme un espace topologique séparé V , à base
dénombrable, muni de la donnée pour chaque x ∈ V d’une classe de fonctions à
valeurs complexes, dites holomorphes ou analytiques complexes au point x, définies
chacune dans un voisinage ouvert de x, de façon à satisfaire à l’axiome :

Pour chaque u ∈ V il existe un voisinage ouvert U de u et une application F de
U dans Cn, ayant les propriétés suivantes : a) F est un homéomorphisme de U sur
un ouvert de Cn ; b) soient x un point de U , U ′ un voisinage ouvert de x. et F ′ la
restriction de F à U ∩ U ′ ; alors, pour que f , définie dans U ′, soit holomorphe en
x, il faut et il suffit que f ◦ F−1 le soit en F (x) (c’est-à-dire dans un voisinage de
F (x) dans Cn).

Une telle application F est appelée une carte de U ; si l’on a

F (x) = (z1(x), . . . , zn(x)),

on dit que les zi, qui sont des fonctions holomorphes dans U en vertu de l’axiome,
forment un système de coordonnées locales dans U . Une structure analytique com-
plexe sur V sera fréquemment définie au moyen de la donnée d’un recouvrement 31
{Ui} de V , et, pour chaque Ui, d’une carte, c’est-à-dire d’un système de coordonnées
locales (cf. de Rham, loc.cit.).

La donnée sur V d’une structure analytique complexe de dimension complexe n
implique celle d’une structure analytique réelle de dimension 2n, dite sous-jacente
à la précédente ; il suffit pour l’obtenir de prendre pour coordonnées locales, au
voisinage de chaque point, les parties réelles et imaginaires des coordonnées lo-
cales complexes. Rappelons que la donnée sur V d’une structure analytique réelle
implique celle d’une structure différentiable de même dimension, définie par les
mêmes coordonnées locales.

Sur toute variété différentiable, on peut considérer des formes différentielles (de
tous les degrés) à valeurs complexes ; si V est une telle variété, et T l’espace vectoriel
des vecteurs tangents à V en un point x ∈ V , toute forme différentielle ω de degré
1 à valeurs complexes, définie dans un voisinage de x sur V , détermine sur T
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une application R-linéaire t 7→ ω(x; t) de T dans C. Supposons en particulier V
analytique complexe, de dimension complexe n ; soient z1, . . . , zn des coordonnées
locales complexes dans un voisinage de x ; alors, en posant zα = xα+ iyα, les xα, yα
forment un système de coordonnées locales réelles (pour la structure C∞ sous-
jacente à la structure donnée) dans le même voisinage de x sur V ; par suite, les 2n
formes t 7→ dxα(x; t), t 7→ dyα(x, t) sur l’espace T sont linéairement indépendantes ;
autrement dit, l’application

t 7→ (dz1(x; t), . . . , dzn(x; t))

de T dans Cn est un isomorphisme de T sur l’espace vectoriel sur R sous-jacente à
Cn. On peut donc utiliser l’application réciproque de celle-là pour transporter à T la
structure d’espace vectoriel sur C qui est canoniquement définie sur Cn ; la structure
ainsi définie sur T satisfera donc à la condition dzα(x;λt) = λdzα(x; t) quels que
soient t ∈ T, λ ∈ C, et α = 1, 2, . . . , n ; et cette condition la définit. Mais soit alors
z une fonction holomorphe quelconque dans un voisinage de x sur V ; en vertu
de l’axiome des structures complexes, on pourra, dans un voisinage suffisamment
petit de x sur V , écrire z = f(z1, . . . , zn), où f est une fonction holomorphe des n
variables complexes zα dans un voisinage du point (z1(x), . . . , zn(x)) dans Cn. Il
s’ensuit qu’on a, au voisinage de x :

dz = f ′1dz1 + · · ·+ f ′ndzn,

les f ′α étant les dérivées partielles de f par rapport aux zα. On a donc dz(x;λt) =
λdz(x; t) quels que soient t ∈ T, λ ∈ C, et z holomorphe sur V au voisinage de x ; et,32
d’après ce qui précède, cette condition définit complètement la structure d’espace
vectoriel complexe sur T ; on voit ainsi que celle-ci est indépendante du choix des
coordonnées locales zα.

On va maintenant définir une espèce de structure plus générale que les structures
analytiques complexes, à savoir les structures quasi-complexes. La donnée d’une
telle structure comporte d’abord la donnée d’une structure de variété différentiable
de dimension paire 2n sur un espace V , et de plus, sur l’espace Tx des vecteurs
tangents à V en tout point x ∈ V , d’une structure d’espace vectoriel sur C, de
manière à satisfaire l’axiome suivant :

Pour chaque u ∈ V , il existe un voisinage ouvert U de u et n formes différen-
tielles à valeurs complexes ω1, . . . , ωn définies (et différentiables C∞) dans U , tels
que, pour tout x ∈ U , l’application

t 7→ (ω1(x; t), . . . , ωn(x; t))

soit un isomorphisme sur Cn de Tx muni de sa structure d’espace vectoriel sur C.

On dira alors que les ωα forment un système de formes de structure au voisinage
de u ; il est clair que, si (ω′

α) est un autre système analogue, on aura, dans un
voisinage de u, ω′

α =
∑

β fαβωβ , où ∥fαβ∥ est une matrice inversible de fonctions
C∞ à valeurs complexes.

Les définitions et résultats du §1.1 s’appliquent d’une manière évidente aux
formes différentielles complexes sur toute variété quasi-complexe. En particulier,
une forme différentielle sera dite bihomogène de bidegré (a, b), si, au voisinage de
tout point u de V , elle peut s’écrire au moyen d’un système de formes de structure
ωα comme combinaison linéaire (à coefficients C∞ à valeurs complexes) des formes

(ωα1
∧ · · · ∧ ωαa

) ∧ (ω̄β1
∧ · · · ∧ ω̄βb

)

(1 ≤ α1 < · · · < αa ≤ n; 1 ≤ β1 < · · · < βb ≤ n).
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Toute forme différentielle η s’écrit comme somme de ses composantes bihomogènes
Pa,bη. L’opérateur C est toujours défini par la formule (1.4) du §1.1. Une forme η
est réelle si et seulement si η = η̄.

On convient d’orienter (une fois pour toutes) toute variété quasi-complexe en
lui donnant l’orientation qui rend positive la forme 33( i

2

)n
(ω1 ∧ ω̄1) ∧ · · · ∧ (ωn ∧ ω̄n)

chaque fois que les ωα forment un système de formes de structure dans un voisinage
d’un point de la variété. Il s’ensuit que toute variété quasi-complexe est orientable.
Il n’est d’ailleurs pas vrai que toute variété C∞ orientable de dimension paire puisse
être munie d’une structure quasi-complexe ; elle doit pour cela satisfaire à d’autres
conditions, elles aussi de nature topologique, qui ont fait l’objet de divers travaux
récents.

2.2. Sur une variété analytique complexe, toute forme bihomogène de bidegré (a, b) no 2
peut s’exprimer localement, au moyen de coordonnées locales zα, comme somme de
termes de la forme

f · (dzα1 ∧ · · · ∧ dzαa) ∧ (dz̄β1 ∧ · · · ∧ dz̄βb
).

Comme df est combinaison linéaire des dzα, dz̄β , la différentielle d’un tel terme est
somme de termes bihomogènes de bidegrés respectifs (a+ 1, b) et (a, b+ 1). Donc,
quelle que soit la forme η bihomogène de bidegré (a, b), dη est somme de deux
formes bihomogènes de bidegrés respectifs (a+ 1, b) et (a, b+ 1).

Il n’en est pas nécessairement de même sur une variété quasi-complexe. Sur une
telle variété, soit (ωα) un système de formes de structure au voisinage d’un point ;
posons

ηα = P2,0(dωα), η′α = P1,1(dωα), η′′α = P0,2(dωα).

la différentielle de la forme

f · (ωα1 ∧ · · · ∧ ωαa) ∧ (ω̄β1 ∧ · · · ∧ ω̄βb
)

sera somme des termes obtenus, d’une part en remplaçant le facteur f par df ,
d’autre part en remplaçant, soit un facteur ωαi

par ±(ηαi
+η′αi

+η′′αi
), soit un facteur

ω̄βj
par ±(η̄βj

+ η̄′βj
+ η̄′′βj

), les signes étant convenablement choisis. Il s’ensuit qu’en
tout cas cette différentielle est somme de formes bihomogènes de bidegrés respectifs
(a − 1, b + 2), (a, b + 1), (a + 1, b) et (a + 2, b − 1) ; elle se réduit à une somme de
formes bihomogènes de degrés (a, b+ 1) et (a+ 1, b) si l’on a η′′α = 0 quel que soit
α. On peut énoncer ce résultat comme suit : 34

Proposition 2.1. Soit V une variété quasi-complexe. Pour que, quels que soient Prop. 1
a, b, la différentielle de toute forme bihomogène de bidegré (a, b) soit somme de
formes bihomogènes de bidegré respectifs (a + 1, b) et (a, b + 1), il faut et il suffit
qu’il en soit ainsi pour les formes de bidegré (1, 0), ou autrement dit qu’on ait
P0,2(dω) = 0 quelle que soit ω de bidegré (1, 0).

Lorsqu’il en est ainsi, on dira que la structure quasi-complexe donnée sur V est
intégrable. Toute structure analytique complexe est donc quasi-complexe intégrable.

Soit V quasi-complexe intégrable ; si η est une forme bihomogène de bidegré
(a, b) sur V , on posera :

d′η = Pa+1,b(dη), d′′η = Pa,b+1(dη)
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Il est immédiat qu’on a, pour une telle forme :

(2.1) dη = d′η + d′′η, d(Cη) =
1

i
(Cd′η − Cd′′η).

Convenons de définir un opérateur dC au moyen de la formule :

dC = C−1dC.

Les formules (2.1) montrent qu’on a, pour toute forme bihomogène :

2d′ = d+ idC , 2d′′ = d− idC .

Si on convient de définir en général d′, d′′ par ces formules, ces opérateurs coïnci-
deront, pour toute forme bihomogène, avec ceux qui ont été définis ci-dessus ; ils
sont donc bihomogènes, de bidegrés respectifs (1, 0) et (0, 1). On notera que dC
est, comme d, un opérateur réel, c’est-à-dire qu’il est son propre transformé par
l’opérateur η 7→ η̄, ou encore qu’il est permutable avec celui-ci. Quant aux opéra-
teurs d′, d′′, ils sont imaginaires conjugués l’un de l’autre, c’est-à-dire qu’ils sont
transformés l’un de l’autre par l’opérateur η 7→ η̄, ce qui s’exprime par la formule

(d′η) = d′′(η).

Il est clair, par linéarité, que les formules (2.1) restent valables quelle que soit la
forme η.

On a d(α∧ β) = (dα)∧ β + (wα)∧ dβ ; comme C est un automorphisme de l’al-
gèbre extérieure des formes différentielles, on tire immédiatement de là une identité
analogue pour dC , et par suite aussi pour d′, d′′.

D’autre part, on a, quelle que soit la forme η :35

0 = d(dη) = d′2η + d′d′′η + d′′d′η + d′′2η.

Appliquant cela à une forme de bidegré (a, b), on voit qu’alors d′2η, (d′d′′ + d′′d′)η
et d′′2η sont bihomogènes de bidegrés respectifs (a+ 2, b), (a+ 1, b+ 1), (a, b+ 2) ;
ils doivent donc s’annuler séparément. On a donc:

(2.2) d′2 = 0, d′′2 = 0, d′d′′ + d′′d′ = 0.

Tenant compte de la définition de dC , on tire de là :

(2.3) 2id′d′′ = −2id′′d′ = ddC = −dCd

2.3. Une fonction holomorphe de n variables (z1, . . . , zn), définie dans un ouvertno 3
de Cn, peut se définir comme une fonction f à valeurs complexes, indéfiniment
différentiables (au sens de la structure C∞ sous-jacente à la structure complexe
de Cn) et dont la différentielle df est une combinaison linéaire des dzα. Avec les
notations introduites ci-dessus, cette dernière condition s’écrit simplement d′′f = 0 ;
autrement dit, la relation d′′f = 0 est équivalente aux conditions dites de Cauchy-
Riemann. On sait d’ailleurs que la condition d’indéfinie différentiabilité (au sens
réel) peut être remplacée par une condition beaucoup plus large ; mais peu nous
importe ici.

Sous la forme d′′f = 0, la condition ci-dessus se transporte immédiatement à
toute variété à structure analytique complexe ; sur une telle variété, par consé-
quent, les fonctions holomorphes sont celles qui satisfont à d′′f = 0, l’opérateur d′′
étant défini au moyen de la structure quasi-complexe sous-jacente à la structure
analytique complexe donnée. Une structure quasi-complexe ne peut donc être sous-
jacente qu’à une seule structure analytique complexe. Pour qu’elle soit sous-jacente
à une telle structure, il est nécessaire, comme on l’a vu, qu’elle soit intégrable ;
d’après un résultat récent de Newlander et Nirenberg [9], cette condition est
suffisante, ce qui entraîne, d’après ce qui précède, qu’il n’y a pas de distinction
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à faire, sur une variété C∞, entre structures analytiques complexes et structures
quasi-complexes intégrables (compatibles avec la structure C∞ donnée). Nous main-
tiendrons néanmoins cette distinction dans ce qui suit ; cela peut permettre, dans
certaines circonstances, d’éviter d’avoir à faire usage du théorème en question ; et 36
nous nous contenterons de faire voir qu’il n’y a pas de distinction à faire, sur une
variété analytique réelle, entre structures analytiques complexes et structures quasi-
complexes intégrables (compatibles avec la structure analytique réelle donnée). Il
suffit pour cela de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit V une variété analytique réelle de dimension 2n ; supposons Prop. 2
donnée sur V une structure quasi-complexe intégrable telle qu’au voisinage de tout
point de V il existe un système de formes de structure analytiques. Alors il existe sur
V une structure analytique complexe déterminant à la fois la structure analytique
réelle et la structure quasi-complexe données.

Le théorème étant purement local, on peut se borner au cas où V est un voisinage
de 0 dans R2n ; soit (ωα) un système de formes de structure analytiques dans ce
voisinage. On peut écrire

ωα =

2n∑
j=1

fαj(x1, . . . , x2n)dxj ,

où les fαj sont des fonctions à valeurs complexes qui peuvent se développer au
voisinage de 0 en séries de Taylor convergentes en x1, . . . , x2n. Si on considère
R2n comme plongée dans C2n, il y aura un voisinage U de 0 dans C2n où les
développements de Taylor des fαj convergent et définissent donc des fonctions
holomorphes qu’on notera encore fαj ; les formules ωα =

∑
j fαjdxj définissent alors

n formes différentielles dans U , qui induisent sur R2n ∩ U les formes de structure
données. Soit de plus gαj la série de Taylor qui se déduit du développement de
Taylor de fαj en remplaçant chaque coefficient par son imaginaire conjugué ; les
gαj seront, elles aussi, convergentes dans U . Posons, dans U , ηα =

∑
j gαjdxj ; sur

R2n ∩ U , ces formes induisent les ω̄α.

Comme les ωα sont les formes de structure d’une structure quasi-complexe, les
2n formes

ωα(0; t) =

2n∑
j=1

fαj(0)tj , ω̄α(0; t) =

2n∑
j=1

gαj(0)tj

constituent une base pour l’ensemble des applications R-linéaires dans C de l’espace
T des vecteurs tangents à V en 0 ; elles sont donc linéairement indépendantes sur
C, d’où il s’ensuit que les 2n formes ωα, ηα sont linéairement indépendantes en 0 et
par suite dans un voisinage suffisamment petit U ′ de 0 dans U ; on peut donc, dans
U ′, exprimer les dxj comme combinaisons linéaires à coefficients holomorphes des 37
ωα, ηα, et par suite exprimer les dωα comme combinaisons linéaires à coefficients
holomorphes des ωα ∧ ωβ , ωα ∧ ηβ , ηα ∧ ηβ :

dωα =
∑
β<γ

φαβγ(x)ωβ ∧ ωγ +
∑
β,γ

χαβγ(x)ωβ ∧ ηγ +
∑
β<γ

ψαβγηβ ∧ ηγ

La structure quasi-complexe donnée étant supposée intégrable, les ψαβγ(x) in-
duisent 0 sur R2n∩U ′ ; ces fonctions étant holomorphes, elles s’annulent donc dans
U ′, ce qui montre que, dans U ′, les dωα peuvent s’écrire sous la forme

∑
β ωβ ∧ θαβ

où les θαβ sont des combinaisons linéaires des dxj à coefficients holomorphes. Or
ce sont précisément là les conditions d’intégrabilité complète du système de Pfaff
ωα = 0 ; et le théorème de Frobenius sur les systèmes de Pfaff complètement
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intégrables dans le domaine analytique complexe montre qu’il existe alors un voisi-
nage U ′′ de 0 dans U ′, et n fonctions Fα(x1, . . . , x2n) holomorphes dans U ′′, telles
que dans U ′′ les dFα puissent s’exprimer comme combinaisons linéaires des ωα, et
les ωα comme combinaissons linéaires des dFα, avec des coefficients holomorphes.
Il s’ensuit que, si on note zα la restriction de Fα(x1, . . . , x2n) à R2n ∩U ′′, les diffé-
rentielles dzα forment un système de formes de structure dans U ′′ pour la structure
quasi-complexe donnée sur V . De plus, les 2n formes dzα(0; t), dz̄α(0; t) forment une
base pour l’ensemble des applications R-linéaires de T dans C ; par suite, si on pose
zα = uα + ivα, les uα et vα étant à valeurs réelles, les formes duα(0; t), dvα(0; t)
constituent une base de l’espace des formes R-linéaires sur T , c’est-à-dire qu’elles
sont linéairement indépendantes. D’après le théorème des fonctions implicites, il y
a donc un voisinage U0 de 0 dans R2n ∩ U ′′ sur lequel l’application x 7→ (zα(x))
induit un homéomorphisme de U0 sur un ouvert de Cn. On définira une structure
complexe dans U0 en y prenant les zα comme coordonnées complexes locales ; il est
clair alors que cette structure a les propriétés annoncées dans notre proposition.

Sur une variété quasi-complexe intégrable, on dira qu’une forme différentielle η de
degré p est holomorphe si elle est bihomogène de bidegré (p, 0) et satisfait à d′′η = 0 ;
en particulier, une fonction f sera dite holomorphe si d′′f = 0. Sur une variété
analytique complexe, cette dernière notion coïncide avec la notion usuelle ; et, pour
qu’une forme de degré p soit holomorphe, il faut et il suffit qu’elle s’exprime au
voisinage de tout point de la variété au moyen de coordonnées complexes locales zα38
comme combinaison linéaire des dzα1

∧· · ·∧dzαp
avec des coefficients holomorphes ;

la vérification de ce résultat est immédiate. Il est clair que toute forme fermée de
bidegré (p, 0) est holomorphe.

Proposition 2.3. Soit V une variété à structure quasi-complexe intégrable ; alorsProp. 3
toute fonction F à valeurs complexes sur V , de la forme F = f + ḡ avec f et
g holomorphes, satisfait à d′d′′F = 0. Réciproquement, si le premier groupe d’ho-
mologie de V est nul, toute fonction F sur V satisfaisant à d′d′′F = 0 est de la
forme F = f + ḡ avec f et g holomorphes ; et, F étant donnée, f et g sont bien
déterminées par ces conditions à des constantes près.

La première partie résulte immédiatement des relation (2.3). Quant à la réci-
proque, supposons que d′d′′F = 0 ; d’après (2.2) et (2.3), cela équivaut à d(d′F ) = 0.
Si le premier groupe d’homologie de V est nul, d(d′F ) = 0 entraîne qu’il y a une
fonction f sur V telle que df = d′F ; cela équivaut à d′f = d′F et d′′f = 0, ce qui
s’écrit aussi, en posant g = F̄ − f̄ , d′(ḡ) = 0 et d′′f = 0. Mais d′(ḡ) = 0 équivaut
à d′′g = 0. Donc f et g sont holomorphes, et on a F = f + ḡ. Si F = 0, on a
d′f = 0, d′′(ḡ) = 0, donc f et g sont constantes.

Corollaire 2.4. Sur une variété quasi-complexe intégrable V , toute fonction F quiCor. 1
est, soit la partie réelle d’une fonction holomorphe, soit de la forme F = log |f |2
avec f holomorphe et partout non nulle, satisfait à d′d′′F = 0. Réciproquement, si
le premier groupe d’homologie de V est nul, toute fonction F à valeurs réelles, satis-
faisant à d′d′′F = 0, est la partie réelle d’une fonction holomorphe, bien déterminée
à une constante purement imaginaire près.

En ce qui concerne la dernière assertion, il suffit d’observer que, si F = f + ḡ est
à valeur réelles, on a f − g = f̄ − ḡ, donc h = f − g est à valeur réelles ; si f et g
sont holomorphes, on a d′′h = 0, donc aussi, si h est à valeur réelles, d′h = 0, d’où
dh = 0 ; h est donc constante, et F est la partie réelle de la fonction holomorphe
2f − h.

Corollaire 2.5. Soit V une variété à structure complexe de dimension complexeCor. 2
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n. Soit Θ une forme différentielle de degré 2n, réelle et partout > 0, sur V . Alors
il y a sur V une forme Ω et une seule, réelle et bihomogène de bidegré (1, 1), telle
que, si z1, . . . , zn sont des coordonnées complexes locales dans un voisinage U d’un
point de V et si F est la fonction définie dans U par

Θ = inF

n∏
α=1

(dzα ∧ dz̄α).

Ω s’exprime dans U par Ω = id′d′′(logF ). 39

La variété V étant orientée comme il a été dit à la fin du §2.1, l’hypothèse Θ > 0
implique, avec les notations de l’énoncé, qu’on a F > 0 dans U . Si, au voisinage
d’un point de U , (z′a, . . . , z′n) est un autre système de coordonnées locales, on aura,
au voisinage de ce point :

dz′1 ∧ · · · ∧ dz′n = Jdz1 ∧ · · · ∧ dzn
où J est le jacobien de (z′a, . . . , z′n) par rapport à (z1, . . . , zn) et est donc une fonction
holomorphe non nulle. Le coefficient F ′ de l’expression de Θ au moyen des z′ est
donc F ′ = F (JJ̄)−1, ce qui donne

d′d′′(logF ′) = d′d′′(logF )− d′d′′(log |J |2).
Le second terme du second membre est nul d’après le corollaire 2.4. Cela montre
bien que la forme Ω est indépendante du choix des coordonnées locales.

2.4. La relation d2 = 0 sur une variété différentiable signifie que, si ω = dη, on no 4
a dω = 0 ; réciproquement, si ω est de degré p > 0 et si dω = 0, on sait (de
Rham [10, §19]) que tout point a un voisinage dans lequel on peut mettre ω sous la
forme dη. En raison de la relation d′2 = 0, une question analogue de pose au sujet
de l’opérateur d′ ; il y sera répondu au §4.4. Pour l’instant, nous démontrerons
seulement un résultat partiel :

Proposition 2.6. Soit V une variété à structure complexe. Soit ω une forme sur V , Prop. 4
analytique au sens réel, telle que d′ω = 0. Alors tout point de V a un voisinage dans
lequel on peut mettre ω sous la forme ω = d′η+ ζ̄, où ζ est une forme holomorphe.

La question étant purement locale, on peut supposer qu’on est dans un voisinage
de 0 dans Cn. Pour toute suite croissante A = (α1, . . . , αa) d’éléments distincts de
l’ensemble {1, 2, . . . , n}, posons

ωA = dzα1 ∧ · · · ∧ dzαa ,

ηA =

a∑
j=1

(−1)j+1zαjdzα1 ∧ · · · ∧ dzαj−1 ∧ dzαj+1 ∧ · · · ∧ dzαa ,

en convenant de prendre ωA = 1, ηA = 0 pour a = 0. Dire qu’une forme donnée
dans un ouvert de Cn est analytique au sens réel signifie qu’elle s’écrit comme
combinaison linéaire des formes ωA∧ ω̄B avec des coefficients qui sont des fonctions 40
analytiques des parties réelles et imaginaires des zα, donc peuvent se développer au
voisinage de tout point en séries de Taylor convergentes. Au voisinage de l’origine,
il revient au même de dire que ces coefficients peuvent de développer en séries de
puissances des zα, z̄α. Convenons de ranger en une suite (Mν(z)) l’ensemble de tous
les monomes en z1, . . . , zn ; toute série de puissances dans les zα, z̄α pourra s’écrire∑

ν Mν(z)Pν(z̄), où les Pν(z̄) sont des séries de puissances dans les z̄α ; et toute
fonction analytique au sens réel au voisinage de 0 pourra s’écrire dans un voisinage
de 0 comme une telle série, les Pν(z̄) et la série

∑
ν Mν(z)Pν(z̄) étant absolument

convergentes dans ce voisinage. Par suite, toute forme différentielle, analytique au
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sens réel au voisinage de 0, pourra s’écrire dans un voisinage de 0 comme somme
des termes de la forme (∑

ν

Mν(z)Pν(z̄)
)
ωA ∧ ω̄B ,

cette expression étant d’ailleurs unique. Pour chaque ν, soit dν le degré du monome
Mν(z) ; a désignant toujours le degré de la forme ωA, convenons de définir un
opérateur I ′ en posant

I ′
((∑

ν

Mν(z)Pν(z̄)
)
ωA ∧ ω̄B

)
=
(∑

ν

1

a+ dν
Mν(z)pν(z̄)

)
ηA ∧ ω̄B ,

étant entendu que pour a = 0 le second membre est 0 ; il est clair que la série du
second membre est absolument convergente dans tout voisinage de 0 où la série du
premier membre est convergente. La définition de cet opérateur s’étend alors par
linéarité à toutes les formes différentielles analytiques au sens réel dans un voisinage
de 0 ; si ω est une telle forme, il en est de même de I ′ω, bien que I ′ω ne soit pas
nécessairement définie dans le même voisinage de 0 que ω. Supposons d’autre part
les monomes Mν(z) ordonnés de telle sorte que M0(z) = 1, donc d0 = 0 ; définissons
un opérateur J ′ en posant

J ′
((∑

ν

Mν(z)Pν(z̄)
)
ω̄B

)
= P0(z̄)ω̄B ,

et J ′ω = 0 pour toute forme ω bihomogène de bidegré (a, b) avec a > 0, et étendant
cette définition par linéarité à toutes les formes analytiques réelles au voisinage de
0. Un calcul facile montre alors que l’on a, chaque fois que ω est une telle forme :

ω = d′I ′ω + I ′d′ω + J ′ω,

cette relation étant satisfaite dans tout voisinage de 0 où toutes les séries de puis-
sances qui interviennent dans l’expression de ω sont convergentes. La proposition
2.6 suit aussitôt de là si on remarque de plus que J ′ω est holomorphe par définition,41
quelle que soit ω.

2.5. Soit V une variété quasi-complexe. Supposons donnée sur V une forme dif-no 5
férentielle Ω réelle bihomogène de bidegré (1, 1). Localement, Ω pourra s’exprimer
au moyen de formes de structures ωα :

Ω =
i

2

∑
α,β

hαβωβ ∧ ω̄α,

où les hαβ sont des fonctions différentiables à valeurs complexes ; pour que Ω soit
réelle, il faut et il suffit que hβα = h̄αβ .

Au bicovecteur déterminé en chaque point de V par Ω, on a vu au §1.2, qu’on peut
associer d’une manière invariante une forme hermitienne sur l’espace des vecteurs
tangents à V en ce point ; si celle-ci est partout positive non-dégénérée, on dira que
la forme Ω est positive non-dégénérée. En ce cas la forme hermitienne associé à Ω
détermine sur V un ds2 qui, au moyen des formes de structure ωα et des coefficients
hαβ de l’expression de Ω, s’écrit comme suit :

ds2 =
∑
α,β

hαβω̄αωβ ,

la multiplication devant ici s’entendre au sens des formes quadratiques de différen-
tielles.

La structure définie sur une variété V par la donnée sur V d’une structure
quasi-complexe et d’une forme Ω réelle positive non-dégénérée de bidegrée (1, 1)
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est dite structure hermitienne ; Ω s’appelle forme fondamentale de la structure.
Le ds2 associé comme ci-dessus à Ω détermine alors sur V une structure d’espace
de Riemann, dite sous-jacente à la structure hermitienne donnée ; celle-ci permet
(de Rham [10, §§24 et 25]) de définir des opérateurs ∗, δ et ∆ opérant sur les
formes différentielles réelles, et qu’on convient d’étendre par linéarité aux formes
différentielles complexes. L’opérateur ∗ opère « ponctuellement », c’est-à-dire sur
les multicovecteurs en chaque point, et a été longuement étudié au §1 ; si on tient
compte du fait que la dimension (réelle) de V est paire, on voit que la définition
des deux autres s’écrit

δ = − ∗ d∗, ∆ = dδ + δd;

rappelons encore que ∆ est permutable avec ∗, d et δ. Comme d, les opérateurs δ,∆
sont locaux, c’est-à-dire que, si une forme α s’annule dans un ouvert U sur V , il en
est de même de δα,∆α.

D’autre part la définition des opérateurs L,Λ, donnée au §1.4 pour les multico- 42
vecteurs, s’étend immédiatement aux formes différentielles sur V :

Lα = Ω ∧ α, Λ = ∗−1L∗ = w ∗ L ∗ .

Théorème 2.7. Soit V une variété hermitienne dont la forme fondamentale Ω est Th. 1
fermée, c’est-à-dire satisfait à dΩ = 0. Alors on a

(2.4) [L, d] = 0, [Λ, δ] = 0, [L, δ] = dC = C−1dC, [Λ, d] = −δC = −C−1δC.

La première relation s’écrit aussi Ld = dL, et exprime que L est permutable avec
d ; c’est une conséquence immédiate de l’hypothèse dΩ = 0. La seconde exprime de
même que Λ est permutable avec δ ; compte tenu des définitions de Λ et δ, c’est
une conséquence immédiate de la précédente.

Les deux autres relations s’écrivent aussi

Lδ − δL = C−1dC, Λd− dΛ = −C−1δC

Compte tenu des définitions de Λ et δ, chacune d’elle est une conséquence immédiate
de l’autre ; démontrons par exemple la dernière. Soit η une forme différentielle de
degré p ; appliquant le théorème 1.4, nous poserons

ηr = Φp,r(L,Λ)η,

où les Φp,r sont tels qu’ils ont été définis dans ce théorème. On a alors Ληr = 0,
et η =

∑
Lrηr. Il s’ensuit qu’il suffit, pour démontrer la formule en question, de

vérifier qu’on a
Λd(Lrη)− dΛ(Lrη) = −C−1δC(Lrη)

pour toute forme η qui satisfait à Λη = 0. Soit p le degré de η ; d’après le théorème
1.1, on peut supposer que p ≤ n et r ≤ n − p, car dans le cas contraire on aurait
Lrη = 0 ; et on a Ln−p+1η = 0, doù aussi Ln−p+1dη = 0 puisque d est permutable
avec L. Mais dη est de degré p + 1 ; appliquant à dη le théorème 1.4, et tenant
compte du corollaire 1.6 de ce théorème, on voit qu’on aura dη = η0 + Lη1, avec
Λη0 = 0,Λη1 = 0. On a donc, en tenant compte de la permutabilité de d et L et en
utilisant la formule (1.15) :

ΛdLrη = ΛLrη0 + ΛLr+1η1 = r(n− p− r)Lr−1η0 + (r + 1)(n− p− r + 1)Lrη1,

d(ΛLrη) = r(n− p− r + 1)dLr−1η = r(n− p− r + 1)(Lr−1η0 + Lrη1).

D’autre part, on a 43
−C−1δC(Lrη) = C−1 ∗ dC(∗Lrη).
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En vertu du théorème 1.3, on a ∗Lrη = γLn−p−rCη, où γ est le coefficient numé-
rique figurant au second membre de la formule (1.16) dans ce théorème. Comme d
et C sont permutables avec L, on a donc :

−C−1δCLrη = (−1)pγC−1 ∗ (Ln−p−rη0 + Ln−p−rη1).

Il suffit alors d’appliquer encore une fois aux deux termes du second membre de
cette dernière relation le théorème 1.3, et de tenir compte encore de la permutabilité
de C et L, pour achever la vérification de la formule annoncée.

Corollaire 2.8. Les hypothèses étant celles du théorème 2.7, on a :Cor. 1

(2.5) [L, dC ] = 0, [Λ, δC ] = 0, [L, δC ] = −d, [Λ, dC ] = δC .

Ces relations s’obtiennent en effet à partir des relations (2.4) en multipliant celles-
ci à gauche par C−1 et à droite par C, compte tenu de ce que C est permutable
avec L et Λ et de ce qu’on a C2 = w et parsuite (dC)C = −d et (δC)C = −δ.

Corollaire 2.9. Les hypothèses étant celles du théorème 2.7, on a δη = 0 pourCor. 2
toute forme bihomogène η satisfaisant à dη = 0,Λη = 0, et en particulier pour
toute forme fermée de bidegré (a, 0) ou (0, a).

En vertu de la dernière des relatione (2.4), dη = Λη = 0 entraîne C−1δCη = 0,
donc δCη = 0 et par suite δη = 0 si η est bihomogène. Comme Λ est bihomogène
de bidegré (−1,−1), on a Λη = 0 pour tout η de bidegré (a, 0) ou (0, a), d’où la
dernière assertion.

Corollaire 2.10. Les hypothèses étant celles du théorème 2.7, on a ∆F = 0 pourCor. 3
toute fonction F satisfaisant à d′d′′F = 0.

Il suffit, pour le voir, d’appliquer la seconde partie du corollaire 2.9 aux formes
d′F et d′′F .

2.6. Soit V une variété hermitienne dont la structure quasi-complexe soit inté-no 6
grable. Comme C est permutable avec ∗, on a δC = − ∗ dC∗ ; on peut donc poser:

(2.6) δ′ = − ∗ d′′∗ =
1

2
(δ − iδC), δ′′ = − ∗ d′∗ =

1

2
(δ + iδC).

La première expression pour δ′ montre que δ′ est bihomogène de bidegré (−1, 0),44
et de même δ′′ est bihomogène de bidegré (0,−1). Des relations (2.2), on déduit
immédiatement les suivantes :

(2.7) δ′2 = δ′′2 = δ′δ′′ + δ′′δ′ = 0;

bien entendu, on a aussi pour δ′, δ′′ des relations analogues à (2.3).

On dira désormais qu’on a défini sur une variété V une structure kählérienne
si on s’est donné sur V une structure hermitienne satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

(a) la structure quasi-complexe sous-jacente est intégrable ;

(b) la forme fondamentale Ω est fermée, c’est-à-dire que dΩ = 0.

Le théorème 2.7 s’applique alors, ainsi que ses corollaires. Il s’ensuit immédiate-
ment qu’on a, sur toute variété kählérienne :

[L, d′] = [L, d′′] = 0 , [Λ, δ′] = [Λ, δ′′] = 0

[L, δ′] = id′′, [L, δ′′] = −id′, [Λ, d′] = iδ′′, [Λ, d′′] = −iδ′.
(2.8)
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Notons aussi les relations
δdC = −dCδ = δLδ = −dCΛdC ,
dδC = −δCd = δCLδC = −dΛd,
d′δ′′ = −δ′′d′ = −iδ′′Lδ′′ = −id′Λd′,
d′′δ′ = −δ′d′′ = iδ′Lδ′ = id′′Λd′′.

(2.9)

Le première par exemple s’obtient en remplaçant, dans δdC ou bien dans dCδ, soit
dC par son expression tirée de la troisième relation (2.4), soit δ par son expression
tirée de la quatrième relation (2.5) ; et les autres s’obtiennent de même.

Théorème 2.11. Sur une variété kählérienne, ∆ est un opérateur bihomogène de Th. 2
bidegré (0, 0) permutable avec ∗, d et L ; et on a

(2.10)
1

2
∆ = d′δ′ + δ′d′ = d′′δ′′ + δ′′d′′.

On sait déjà que ∆ est permutable avec ∗ et d. On a, puisque d et L sont
permutables

∆L− L∆ = dδL− Ldδ + δdL− Lδd = −d(Lδ − δL)− (Lδ − δL)d.

Appliquant le théorème 2.7, on voit que le dernier membre s’écrit −ddC − dCd ; il 45
s’annule donc d’après (2.3), ce qui montre que ∆ et L sont permutables.

D’autre part, remplaçons, dans le définition de ∆,δ par son expression de la
dernière relation (2.5) ; il vient :

∆ = dΛdC − ddCΛ + ΛdCd− dCΛd.

Multiplions à gauche par C−1 et à droite par C ; on obtient :

∆C = −dCΛd+ dCdΛ− ΛddC + dΛdC .

Compte tenu de (2.3), on voit que ces expressions de ∆ et ∆C sont identiques ; on
a donc ∆ = ∆C . Considérons alors l’expression

4(d′δ′ + δ′d′) = (d+ idC)(δ − iδC) + (δ − iδC)(d+ idC)

= (dδ + δd) + (dCδC + δCdC) + i(dCδ + δdC)− i(dδC + δCd).

Au dernier membre, les deux derniers termes sont nuls en vertu de (2.9) ; les deux
premiers sont égaux, l’un à ∆, l’autre à ∆C qui n’est autre que ∆. Cela démontre
la première des relations (2.10). En changeant i en −i dans ce calcul, on obtient de
même la seconde. L’une ou l’autre de ces relations montre que ∆ est bihomogène
de bidegré (0, 0).

Corollaire 2.12. Sur une variété kählérienne, ∆ appartient au centre de l’algèbre Cor. 1
d’opérateurs engendrée par ∗, d, L et les Pa,b. En particulier, ∆ est permutable avec
C,Λ, d′, d′′, δ, δ′, δ′′.

Pour énoncer le résultat suivant, rappelons qu’on appelle harmonique toute forme
η qui satisfait à ∆η = 0.

Corollaire 2.13. Soit η une forme harmonique de degré p sur une variété kählé- Cor. 2
rienne. Alors, dans la décomposition canonique de η fournie par le théorème 1.4

(2.11) η =
∑

r≥(p−n)+

Lrηr; ηr = Φp,r(L,Λ)η, Ληr = 0,

les formes ηr et Lrηr sont harmoniques.

C’est une conséquence immédiate du fait que ∆ est permutable avec L et Λ, et
de l’expression des ηr au moyen de η donnée par la deuxième des relations (2.11).
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3. Structures induites ; structures quotients ; construction de
métriques kählériennes

46

3.1. Soient V,W deux variétés analytiques complexes, de dimensions complexes nno 1
et p respectivement. Soit φ une application continue de W dans V . On dira que φ
est holomorphe ou analytique complexe en x ∈ W si, quelle que soit la fonction f
défini dans un voisinage de φ(x) sur V et holomorphe en ce point, la fonction f ◦φ
est holomorphe en x sur W . Soient z1, . . . , zn un système de coordonnées locales
au voisinage de φ(x) sur V , et w1, . . . , wp un tel système au voisinage de x sur W ;
supposons φ holomorphe en x ; alors les fonctions zα ◦ φ sont holomorphe sur W
en x, de sorte qu’en vertu de l’axiome des structures complexes il y a n fonctions
φα(w1, . . . , wp), holomorphes dans un voisinage du point (w1(x), . . . , wp(x)) dans
Cp, telles que l’on ait, pour u suffisamment voisin de x :

zα(φ(u)) = φα(w1(u), . . . , wp(u)) (1 ≤ α ≤ n).

Réciproquement, s’il en est ainsi, il résulte immédiatement de l’axiome des struc-
tures complexes que φ est holomorphe en x. Si φ est holomorphe en tout point de
W , on dira que φ est une application holomorphe ou analytique complexe de W
dans V .

Proposition 3.1. Soient V,W deux variétés analytiques complexes, de dimensionsProp. 1
n et p respectivement. Soit φ une application de W dans V , holomorphe en x ∈W .
Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) toute fonction g définie dans un voisinage de x sur W et holomorphe en x
coïncide dans un voisinage de x avec une fonction de la forme f ◦ φ, où f
est définie dans un voisinage du point φ(x) sur V et est holomorphe en φ(x)
sur V ;

(b) φ détermine une application injective de l’espace des vecteurs tangents à W47
en x dans l’espace des vecteurs tangents à V en φ(x) ;

(c) il y un voisinage ouvert U de x dans W , un voisinage ouvert U ′ de φ(x)
dans V , et un système z1, . . . , zn de coordonnées locales complexes pour V
dans U ′, tels que φ induise sur U un isomorphisme de U sur l’ensemble des
points de U ′ pour lesquels on a zp+1 = · · · = zn = 0, celui-ci étant muni de
la structire complexe déterminée par les coordonnées locales z1, . . . , zp.

Les propriétés (a), (b), (c) étant purement locale, on peut, pour démontrer la
proposition, remplacer V et W pas des voisinages de φ(x) sur V et de x sur W
qu’on peut supposer respectivement isomorphes à des voisinages de 0 dans Cn et
dans Cp ; autrement dit, on peut supposer que V et W sont de tels voisinages,
et aussi qu’on a x = 0, φ(x) = 0. Soient z1, . . . , zn les coordonnées dans Cn et
wa, . . . , wp les coordonnées dans Cp ; φ est alors donnée par

(w1, . . . , wp) 7→ (φ1(w), . . . , φn(w)),

où par hypothèse les φα sont n fonctions holomorphes dans W . Si on a g = f ◦ φ,
on aura

g(w) = f(φ1(w), . . . , φn(w))

et par suite dg =
∑

α f
′
αdφα, où les f ′α sont définies par df =

∑
α f

′
αdzα.

Supposons (a) satisfaite ; on peut alors prendre pour g toute fonction holo-
morphe en 0 sur W , par exemple wν ; on aura donc p relations de la forme dwν =∑

α f
′
ανdφα(1 ≤ ν ≤ p). Il s’ensuit que, parmi les n covecteurs déterminés en

0 par les formes dφα, il y en a p linéairement indépendants sur C. Si on pose
dφα =

∑
ν φ

′
ανdwν , cela revient à dire que la matrice ∥φ′

αν(0)∥ est de rang p, ce
qui équivaut à la condition (b).
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Supposons (b) satisfaite ; parmi les covecteurs déterminés par les dφα en 0, il y
en a donc p linéairement indépendants ; après avoir fait au besoin une permutation
sur les zα, on peut supposer que ce sont dφ1, . . . , dφp. En vertu du théorème des
fonctions implicites, on peut prendre φ1, . . . , φp comme coordonnées locales sur W
dans un voisinage suffisamment petit de 0 ; remplaçant W par ce voisinage, on
peut donc supposer qu’on a φν(w) = wν pour 1 ≤ ν ≤ p. Cela posé, il résulte du
théorème des fonctions implicites qu’on peut prendre

(z1, . . . , zp, zp+1 − φp+1(z1, . . . , zp), . . . , zn − φn(z1, . . . , zp))

pour coordonnées locales sur V dans un voisinage suffisamment petit de 0 ; rem-
plaçant V par un tel voisinage, et y prenant ces coordonnées locales, on voit que φ 48
n’est alors pas autre chose que l’application

(w1, . . . , wp) 7→ (w1, . . . , wp, 0, . . . , 0),

ce qui montre que la condition (c) est satisfaite.

Enfin, supposons (c) satisfaite ; soit U1 l’image de U par φ. On peut remplacer V
par U ′, W par U , puis U par U1 en identifiant U à U1 au moyen de φ. Pour vérifier
(a), il suffit alors de remarquer que toute fonction G(z1, . . . , zp) holomorphe sur U1

en 0 peut être trivialement mise sous la forme F (z1, . . . , zp, 0, . . . , 0), avec F holo-
morphe sur U ′ en 0 ; on définira par exemple F par F (z1, . . . , zn) = G(z1, . . . , zp).

Considérons maintenant une application continue φ d’un espace topologique sé-
paré W à base dénombrable dans une variété analytique complexe V de dimension
complexe n. Disons qu’une fonction g définie dans un voisinage de x ∈ W sur W
est holomorphe en x si elle coïncide dans un voisinage de x avec une fonction de la
forme f ◦φ, où f est définie dans un voisinage du point φ(x) sur V et holomorphe en
ce point. Nous allons montrer que la condition suivante est nécessaire et suffisante
pour que cette définition des fonctions holomorphes sur W satisfasse à l’axiome des
structures complexes de dimension p :

(C) Quel que soit x ∈W , il y a un voisinage ouvert U de x dans W , un voisinage
ouvert U ′ de φ(x) dans V , et un système de coordonnées locales z1, . . . , zn pour V
dans U ′ tels que φ soit un homéomorphisme de U sur l’ensemble des points de U ′

pour lesquels on a zp+1 = · · · = zn = 0.

En effet, si l’axiome en question est vérifié, φ satisfera, pour la structure com-
plexe de dimension p définie sur W , à la condition (a) de la prop. 3.1 ; la condition
(c) sera donc satisfaite, et par suite à plus forte raison la condition (C). Récipro-
quement, si (C) est satisfaite, il est immédiat que l’axiome des structures complexes
de dimension p est satisfait en prenant, avec les notations de (C), z1 ◦φ, . . . , zp ◦φ
pour coordonnées locales sur W dans U .

Quand (C) est satisfaite, on a donc déterminé, au moyen de la définition ci-
dessus, une structure complexe de dimension p sur W ; on dira que celle-ci est
l’image réciproque par φ de la structure complexe donné sur V ; lorsque W ⊂ V et
que φ est l’injection canonique de W dans V , on dit aussi que cette structure est
induite sur W par celle de V .

Quand l’injection canonique dans V d’une partie W de V satisfait à (C), on
dit que W , muni de la structure complexe induite par celle de V , est une variété 49
plongée dans V ; si de plus W est une partie fermée de V , on dit que c’est une
sous-variété de V .

Quand V et W sont deux variétés à structure complexe, dire qu’une application
continue φ de W dans V satisfait partout aux conditions équivalentes (a), (b), (c)
de la prop. 3.1 revient à dire que la structure complexe de W n’est autre que l’image
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réciproque par φ de celle de V ; on dira en ce cas que φ est une application partout
localement birégulière de W sur son image dans V , ou encore (pas abus de langage)
de W dans V .

3.2. Soit φ une application holomorphe d’une variété complexeW dans une variéténo 2
complexe V . A toute forme différentielle ω sur V correspond alors sur W son image
transposée φ∗ω (de Rham [10, §4]), qui est une forme de même degré. Au moyen
de coordonnées locales, on voit immédiatement que l’image transposée d’une forme
bihomogène de bidegré (a, b) est encore bihomogène de même bidegré. Il s’ensuit
que l’opérateur φ∗ est permutable avec Pa,b quels que soient a et b ; il est donc aussi
permutable avec l’opérateur C. Comme on sait (loc.cit.) qu’il est permutable avec
d, il s’ensuit qu’il l’est aussi avec d′ et d′′. Si ω est une forme holomorphe, il en est
de même de φ∗ω.

Soit en particulier Ω une forme différentielle réelle de bidegré (1, 1) sur V . Soit
x ∈ W ; soit z1, . . . , zn un système de coordonnées locales sur V au voisinage de
φ(x). Au moyen des zα, Ω s’écrira

Ω =
i

2

∑
α,β

hαβdzβ ∧ dz̄α.

La forme hermitienne dans l’espace des vecteurs tangents à V en φ(x) qui est
associée au bicovecteur déterminé par Ω en φ(x) est alors :

H(t, t′) =
∑
α,β

hαβ(φ(x))dz̄α(φ(x); t)dzβ(φ(x); t
′),

où t, t′ sont deux vecteurs tangents à V au point φ(x).

On a, dans ces conditions :

φ∗Ω =
i

2

∑
α,β

(φ∗hαβ)(φ
∗dzβ) ∧ (φ∗dz̄α).

Mais, par définition, φ∗hαβ n’est autre chose que hαβ ◦φ et a pour valeur hαβ(φ(x))
au point x ; par définition aussi, si on désigne par φ′ l’application linéaire de l’espace50
des vecteurs tangents à W en x dans l’espace des vecteurs tangents à V en φ(x)
qui est induite par φ, on a :

φ∗dzα(x;u) = dzα(φ(x);φ
′u)

pour tout vecteur u tangent à W en x. Il s’ensuit que la forme hermitienne associé
au bicovecteur par φ∗Ω en x n’est autre que H(φ′u, φ′u′). On en conclut immédia-
tement que φ∗Ω est positive si Ω est positive, et que φ∗Ω est positive non-dégénérée
si Ω est positive non-dégénérée et si de plus φ′ est une injection, c’est-à-dire si φ
satisfait à la condition (b) de la prop. 3.1. Par conséquent :

Proposition 3.2. Soit V une variété analytique kählérienne ; soit Ω sa formeProp. 2
fondamentale. Soit W une variété analytique complexe ; soit φ une application ho-
lomorphe et partout localement birégulière de W dans V . Alors la forme φ∗Ω image
transposée de Ω par φ dans W , détermine sur W une structure kählérienne.

On dira que cette dernière structure est l’image réciproque par φ de celle qui est
donnée sur V ; on dira qu’elle est induite par celle-ci si W ⊂ V et si φ est l’injection
canonique de W dans V .
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3.3. Soient V et W deux espaces topologiques connexes et φ une application conti-no 3
nue de W sur V . On dit, comme on sait, que W , muni de l’application φ sur V , est
un revêtement de V si φ satisfait à la condition suivante :

(R) Tout point de V a un voisinage ouvert U tel que φ−1(U) soit réunion d’en-
sembles ouverts disjoints Uλ sur chacun desquels φ induit un homéomorphisme φλ

de Uλ sur U .

Alors φ est une application ouverte (c’est-à-dire que l’image de tout ouvert par
φ est ouvert) ; et V est homéomorphe à l’espace quotient de W par la relation
d’équivalence φ(x) = φ(x′) et peut être identifié avec ce quotient.

Supposons qu’il en soit ainsi, et que de plus V soit muni d’une structure analy-
tique complexe de dimension n, ce qui implique que V est séparé et à base dénom-
brable ; il est immédiat que W est alors aussi séparé, et il résulte des théorèmes
généraux sur les revêtements que W est à base dénombrable. Il est clair que φ
satisfait à la condition (C) du §3.1, avec p = n, de sorte que W peut être munie de
la structure complexe image réciproque par φ de celle qui est donnée sur V ; si de
plus on se donne sur V une structure kählérienne de forme fondamentale Ω, φ∗Ω
détermine sur W une structure kählérienne. Enfin, avec les notations de la condition 51
(R), l’application φ−1

λ ◦ φµ de Uµ sur Uλ sera un isomorphisme pour les structures
complexes (resp. kählériennes) induites sur Uλ et Uµ par celle qu’on vient de définir
sur W .

Réciproquement, supposons donnée sur W une structure complexe (resp. kählé-
rienne), ce qui implique que W est séparée et à base dénombrable ; il est immédiat
que V est alors à base dénombrable. Supposons V séparée ; et supposons vérifiée la
condition suivante :

(R’) Tout point de V a un voisinage ouvert U tel que φ−1(U) soit réunion d’en-
sembles ouverts disjoints Uλ sur chacun desquels φ induit un homéomorphisme φλ

de Uλ sur U , les φλ étant tels que, quels que soient λ et µ, φ−1
λ ◦φµ soit un isomor-

phisme de Uµ sur Uλ pour les structures complexes (resp. kählériennes) induites
sur Uλ, Uµ par celle de W .

Alors, avec les notations de (R’), on peut transporter à U au moyen de φλ la
structure complexe (resp. kählérienne), dite quotient de celle donnée sur W par la
relation d’équivalence φ(x) = φ(x′). Il est clair que la structure qu’on s’était donnée
sur W est alors l’image réciproque par φ de cette structure quotient.

Un cas particulier important est celui où W est un espace séparé connexe et où
V est le quotient W/G de W par la relation d’équivalence déterminée par un groupe
d’homéomorphismes de W sur W (c’est-à-dire par la relation pour laquelle la classe
d’équivalence de x ∈ W est l’ensemble des transformés s(x) par les éléments s de
G). Pour qu’alors W , muni de son application canonique φ sur V = W/G, soit un
revêtement de V , il suffit que G satisfasse à la condition suivante :

(D) Tout point de W a un voisinage U0 tel que U0∩ sU0 = ∅ quel que soit s ∈ G
autre que l’élément neutre.

En effet, s’il en est ainsi, on satisfera à (R), pour z ∈ V , en prenant x ∈ W
tel que z = φ(x), puis U = φ(U0) où U0 est un voisinage de x sur W satisfaisant
à (D), et enfin en choisissant pour ensembles Uλ les transformés sU0 de U0 par
les s ∈ G. On peut d’ailleurs vérifier sans difficulté que (D) est nécessaire pour
que W soit un revêtement de W/G. On exprime parfois (D) en disant que G est
« proprement discontinu sans point fixe » sur W . Lorsqu’il en est ainsi, et que de 52
plus V est séparé, il suffit évidemment, pour que (R’) soit satisfaite, que G soit
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un groupe d’isomorphismes pour la structure compplexe (resp. kählérienne) de W ;
cette condition est d’ailleurs nécessaire. Chaque fois qu’il en sera ainsi, on pourra
donc définir sur V =W/G une structure complexe (resp. kählérienne), dite quotient
par G de celle qu’on s’est donnée sur W .

3.4. Les considérations qui précèdent s’appliquent immédiatement au cas où onno 4
prend pour W un espace vectoriel E de dimension n sur C et pour G un groupe
discret de translations de E ; il est évident et bien connu (cf. Bourbaki [3, Chap.
VII] que la condition (D) est satisfaite et que E/G est séparé ; en tant que groupe
topologique, E/G est isomorphe au produit d’un tore et d’un espace vectoriel sur
R. La structure complexe de E étant invariante par translation, on peut définir sur
E/G la structure complexe quotient par G de celle de E ; cette structure quotient
est évidemment invariante par toute translation de E/G muni de sa structure de
groupe.

En particulier, si G est de rang 2n, on sait que E/G est compact et est isomorphe,
en tant que groupe topologique, au tore de dimension réelle 2n. Si on muni E/G
de sa structure de groupe topologique et en même temps de la structure complexe
quotient de celle de E par G, on dira que c’est un tore complexe de dimension
complexe n. Contrairement à ce qui se passe dans le domaine réel, deux tores
complexes de même dimension ne sont pas nécessairement isomorphes (v. §6).

Soit maintenant E un espace hermitien. Comme on l’a vu au §1.2 la forme
hermitienne qui en définit la structure détermine en 0 un bicovecteur positif non
dégénéré ; si on transporte celui-ci à tout point de E par translation, on définit sur
E une forme différentielle Ω de bidegré (1, 1) qui, dans un système de coordonnées
pour lequel la forme hermitienne fondamentale est

∑
hαβ z̄αzβ , s’écrira :

Ω =
i

2

∑
α,β

hαβdzβ ∧ dz̄α.

Cette forme est à coefficients constants ; donc elle est fermée et détermine sur E
une structure kählérienne invariante par translation, canoniquement associée à la
structure d’espace hermitien de E.

Si donc G est un groupe discret de translations sur E, on pourra munir E/G de
la structure kählérienne quotient par G de celle de E. Si G est de rang 2n, on dira
que la variété kählérienne E/G ainsi obtenue, munie en même temps de sa structure
de groupe topologique, est un tore kählérien.53

3.5. Pour définir d’autres structures kählériennes, on s’appuyera sur le résultatno 5
suivant :

Proposition 3.3. Soient f1, . . . , fN des des fonctiones holomorphes sur une variétéProp. 3
complexe V de dimension n. Alors la forme

Ω = id′d′′ log
(∑

ν

fν f̄ν

)
,

définie sur l’ensemble des points où les fν ne sont pas toutes nulles, y est partout
positive. Pour qu’elle soit positive non-dégénérée en un point x de V où fν0

(x) ̸= 0,
il faut et il suffit que, parmi les covecteurs déterminés en x par les formes d(fν/fν0

),
il y en ait n linéairement indépendants.
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Puisque les fν sont holomorphes, on a dfν = d′fν , d
′′fν = 0, et par suite df̄ν =

d′′f̄ν , d
′f̄ν = 0, d’où

Ω = i
(∑

ν

fν f̄ν
)−2
((∑

ν

fν f̄ν
)(∑

ν

dfν ∧ df̄ν
)
−
(∑

ν

f̄νdfν
)
∧
(∑

ν

fνdf̄ν
))

=

=
i

2

(∑
ν

fν f̄ν
)−2∑

µ,ν

(fµdfν − fνdfµ) ∧
(
f̄µdf̄ν − f̄νdf̄µ

)
Si t est un vecteur tangent à V en un point x où les fν ne sont pas toutes nulles,
et si on pose

wµν(t) = fµ(x)dfν(x; t)− fν(x)dfµ(x; t),

la forme quadratique associée au bicovecteur déterminé par Ω en x sera, d’après les
définitions du §1.2 :

F (t) =
(∑

ν

fν f̄ν

)−2∑
µ,ν

wµν(t)wµν(t).

Elle est évidemment positive et ne s’annule que si les wµν(t) sont tous nuls, ce qui,
puisque les fν(x) ne sont pas tous nuls, équivaut à dire qu’il y a ξ ∈ C tel que
dfν(x; t) = ξfµ(x) quel que soit µ. Si fν0

(x) ̸= 0, cela revient à dire qu’on a

fν0dfν(x; t)− fν(x)dfν0(x; t) = 0

quel que soit ν, ou encore, en posant gν = fν/fν0
, dgν(x; t) = 0. Pour qu’il y

ait en x un vecteur tangent t satisfaisant à ces conditions, il faut et il suffit que,
parmi les covecteurs déterminés en x par les dgν , il n’y en ait pas n linéairement
indépendants.

La prop. 3.3 va nous servir en premier lieu à définir une structure kählérienne sur 54
l’espace projectif complexe Pn de dimension n. Rappelons que Pn peut être défini
comme suit. Dans Cn+1, appelons « droite pointée » tout ensemble D− {0}, où D
est une droite passant par 0 ; alors Pn est le quotient de Cn+1−{0} par la relation
d’équivalence pour laquelle les classes d’équivalence sont les droites pointées ; si
(x0, x1, . . . , xn) est un point de la droite pointée correspondant à x ∈ Pn, on dit
que (x0, . . . , xn) est un système de coordonnées homogènes pour x. Muni de la
topologie quotient de celle de Cn+1 − {0} par la relation d’équivalence ci-dessus,
Pn est un espace compact. Pour 0 ≤ ν ≤ n, soit Uν l’ensemble des points de Pn

pour lequels xν ̸= 0 ; les Uν forment un recouvrement ouvert de Pn, et, pour chaque
ν, l’application

(x0, . . . , xn) 7→ (x−1
ν x0, . . . , x

−1
ν xν−1, x

−1
ν xν+1, . . . , x

−1
ν xn)

détermine un homéomorphisme de Uν sur Cn. Si on prend

(x−1
ν x0, . . . , x

−1
ν xν−1, x

−1
ν xν+1, . . . , x

−1
ν xn)

comme coordonnées complexes locales dans Uν , on définit une structure complexe
de dimension n dans Pn ; en effet, les coordonnées locales relatives à Uν s’expriment
comme fonctions rationnelles des coordonnées relatives à Uµ, quels que soit µ et ν ;
comme les unes et les autres restent partout finies dans Uν∩Uµ, elles sont donc bien,
dans Uν ∩Uµ, fonctions holomorphes les unes des autres. Il est clair que la structure
complexe ainsi définie sur Pn est invariante par toute application projective de Pn

sur Pn (c’est-à-dire toute application déduite d’une application linéaire de Cn+1

sur Cn+1 par passage au quotient).
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Pour la structure complexe ainsi définie dans Pn, x−1
ν xµ est une fonction holo-

morphe dans Uν . Dans Uν , considérons la forme

Ων = id′d′′ log
( n∑
µ=0

|x−1
ν xµ|2

)
Parmi les fonctions holomorphes x−1

ν xµ sur Uν se trouve la fonction constante
x−1
ν xν = 1 ; les autres forment un système de coordonnées locales dans Uν , de sorte

que leurs différentielles sont linéairement indépendantes en tout point de Uν . Donc,
d’après la prop. 3.3, Ων est positive non-dégénérée en tout point de Uν . De plus,
on a dans Uν ∩ Uµ :

Ωµ − Ων = id′d′′ log |x−1
µ xν |2.

Mais le second membre s’annule d’après le corollaire 2.4. Il y a donc une forme55
Ω sur Pn qui coïncide avec Ων dans Uν quel que soit ν ; les Ων étant positives
non-dégénérées en tout point de Uν , il en est ainsi de Ω en tout point de Pn. Donc
Ω définit sur Pn une structure kählérienne analytique. On notera que celle-ci n’est
pas invariante par toutes les applications projectives de Pn sur Pn.

Au moyen des résultats de §§3.1 et 3.2 ci-dessus, on voit alors qu’on peut définir
une structure kählérienne sur toute variété W admettant une application holo-
morphe et partout localement birégulière dans un espace projectif complexe. En
particulier, la structure qu’on vient de définir sur Pn induira une structure käh-
lérienne sur toute variété complexe plongée dans Pn, et par exemple sur toute
sous-variété de Pn, donc sur toute variété algébrique sans point multiple dans Pn.
Il résulte d’ailleurs d’un théorème de Chow qu’il n’existe pas d’autre sous-variété
de Pn (au sens où ce mot a été défini au §3.1) que les variétés algébriques sans
point multiple. Pour une démonstration simple de ce résultat, v. Am. J. Math. 78
(1956), p. 898.

Pour la commodité du lecteur, cette correspondence est inséré ici.

A correspondent, who wishes to remain anonymous, writes as follows:

SIR,

In a paper which has been published by your Journal, W. L. Chow [5, Th. V] proved
the following theorem:

Every closed analytic subvariety V of the projectif space Pr(C) is algebraic.

I should like to point out that there is a very simple proof for this if V is assumed to
be free from singularities.

It is no restriction to assume that V is connected ; let n its complex dimension. In the
polynomial ring C[X0, . . . , Xr], the homogeneous polynomials which vanish on V generate
a homogeneous ideal p. Since V is connected, p is a prime ideal and defines therefore
an irreducible algebraic variety W , which is the smallest one containing V ; call m its
dimension ; we have m ≤ n. Every rational function f on W can be written as f = P/Q,
where P,Q are homogeneous polynomials of the same degree and Q is not in p ; therefore
f induces a meromorphic function on V . This shows that the field L of rational functions
on W is isomorphic to a subfield of the field K of meromorphic functions of V . It is well-
known (cf. e.g., C. L. Siegel’s proof, Göttingen Nachrichten 1955) that K has at most the
degree of transcendency n ; so we get m ≤ n, and hence m = n ; therefore W has the
same dimension as V . It is also well-known that W is analytically irreducible (this follows
from the fact that the set of all simple points on W is connected, which is easily proved
by induction on the dimension, using hyperplane sections). Therefore W = V .

Yours, etc.

X.X.X.
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3.6. On va maintenant étendre la prop. 3.3 au cas d’une infinité de fonctions fν .no 6
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4. Soient V et W deux variétés à structures complexes. Soient (fν) et Lemme
(gν) deux suites de fonctions holomorphes, sur V et sur W respectivement ; suppo-
sons qu’il existe des constantes A et B telles que l’on ait∑

ν

|fν(x)|2 ≤ A,
∑
ν

|gν(y)|2 ≤ B

quels que soient x ∈ V, y ∈ W . Alors la série
∑

ν fν(x)gν(y) est absolument et
uniformément convergente sur toute partie compacte de V ×W , est partout indéfi-
niment différentiable terme à terme, et a pour somme une fonction analytique au
sens réel sur V ×W .

Dans cet énoncé, la différentiabilité de la série terme à terme signifie que tout
point de V ×W a un voisinage compact dans lequel chacune des séries obtenues à
partir de

∑
ν fν(x)gν(y) par différentiation (d’ordre quelconque) par rapport à des

coordonnées locales valables dans ce voisinage est uniformément convergente.

Soit V la variété à structure complexe conjuguée de V ; on entend par là la
variété qui a même espace topologique sous-jacent que V , mais pour laquelle, par 56
définition, une fonction h est holomorphe en un point x si h̄ est holomorphe en x
pour la structure complexe de V . Considérons sur V × V les fonctions

Fn(x, x
′) =

n∑
ν=1

fν(x)fν(x′).

Elles y sont holomorphes et partout ≤ A en vertu des hypothèses et de l’inégalité
de Schwarz. D’après un théorème bien connu, chaque point de V × V a donc un
voisinage compact tel qu’il y ait une suite partielle extraite de la suite (Fn) qui y
converge uniformément ; en particulier, tout point de V aura un voisinage compact
U tel qu’il y ait une suite partielle (Fni) extraite de la suite (Fn) qui converge
uniformément dans U × U . Cela entraîne que la suite

Fni
(x, x) =

ni∑
ν=1

fν(x)fν(x) =

ni∑
ν=1

|fν(x)|2

converge uniformément dans U , et par suite que la série
∑

ν |fν(x)|2 elle-même
converge uniformément dans U .

De même, tout point de W aura un voisinage compact U ′ où la série
∑

ν |gν(y)|2
converge uniformément. D’après l’inégalité de Schwarz, on en conclut que la série∑

ν

fν(x)gν(y)

converge uniformément dans U × U ′. Mais, si W est la variété conjuguée de W ,
c’est là une série de fonctions holomorphes dans V ×W ; puisqu’elle est uniformé-
ment convergente au voisinage de tout point, il s’ensuit, comme on sait, qu’elle est
indéfiniment différentiable terme à terme au sens expliqué plus haut, et qu’elle a
pour somme une fonction holomorphe sur V ×W , ce qui achève la démonstration.

Proposition 3.5. Soit V une variété complexe de dimension complexe n. Soit (fν) Prop. 4
une suite de fonctions holomorphes sur V ; supposons qu’il existe une constante A
telle que l’on ait

∑
ν |fν |2 ≤ A en tout point de V . Alors la forme

Ω = id′d′′ log
(∑

ν

fν f̄ν

)
,
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définie sur l’ensemble des points de V où les fν ne sont pas toutes nulles, y est 57
partout positive. Pour qu’elle soit positive non-dégénérée en un point x de V où
fν0(x) ̸= 0, il faut et il suffit que, parmi les covecteurs déterminés en x par les
formes d(fν/fν0), il y en ait n linéairement indépendants.

D’après le lemme 3.4, Ω est définie, et analytique au sens réel, au voisinage de
tout point où les fν ne sont pas toutes nulles ; et le bicovecteur déterminé par Ω en
un point x où fν0(x) ̸= 0 est limite des bicovecteurs déterminés en x par les formes

Ωm = id′d′′ log
( m∑
ν=1

fν f̄ν

)
pour m ≥ ν0. Utilisons pour celles-ci l’expression données au cours de la démons-
tration de la prop. 3.3 ; les wµν(t) étant définis comme dans cette démonstration, on
voit que la forme quadratique associée au bicovecteur déterminé par Ω en x s’écrit

F (t) = lim
n→∞

( n∑
ν=1

|fν(x)|2
)−2

n∑
µ,ν=1

wµν(t)wµν(t) =

∑
µ,ν wµν(t)wµν(t)(∑

ν |fν(x)|2
)2

La démonstration s’achève alors exactement comme celle de la prop. 3.3.

3.7. On va maintenant définir, sur une variété V à structure complexe, des notionsno 7
qui ont été introduites et étudiées par S. Bergmann dans le cas particulièrement
intéressant des domaines bornés de Cn.

Soit V une variété analytique complexe de dimension complexe n. Soit α une
forme bihomogène de bidegré (n, 0) sur V ; au moyen des formules du §1.3 on vérifie
immédiatement qu’on a, pour toute structure hermitienne de V compatible avec sa
structure complexe, ∗α = i−n2

α ; pour ces formes, l’opérateur ∗ ne dépend donc
que de la structure complexe de V . Il s’ensuit qu’on a in

2

α ∧ ᾱ > 0 en tout point
où α n’est pas nul, ce qui est d’ailleurs évident aussi en exprimant α au moyen de
coordonnées locales. On posera, conformément à de Rham [10, §24] :

(α, β) = in
2

∫
V

α ∧ β̄

chaque fois que α, β seront des formes de bidegré (n, 0) telles que l’intégrale soit
convergente ; on conviendra de définir (α, α) par cette même formule, que l’intégrale
soit convergente ou non, de sorte qu’on aura 0 ≤ (α, α) ≤ +∞ pour toute forme α58
de bidegré (n, 0). En vertu de nos conventions générales, suivant lesquelles toutes les
formes sont supposées indéfiniment différentiables et à plus forte raison à coefficients
continus, on a (α, α) > 0 pour α ̸= 0. Il résulte de l’inégalité de Schwarz que (α, β)
est défini chaque fois que (α, α) < ∞ et (β, β) < ∞, et aussi que (α, α) satisfait à
l’inégalité dite du triangle :

(α+ β, α+ β)1/2 ≤ (α, α)1/2 + (β, β)1/2.

Pour abréger, on posera aussi N(α) = (α, α)1/2 ; et on posera, pour tout compact
K dans V :

NK(α) = in
2

∫
K

α ∧ ᾱ.

On dira qu’une famille (αι) de formes de bidegré (n, 0) sur V est orthonormale si
l’on a (αι, αι) = 1 quel que soit ι et (αι, αι′) = 0 chaque fois que ι ̸= ι′.

Proposition 3.6. Soient z1, . . . , zn des coordonnées complexes locales dans un voi-Prop. 5
sinage ouvert U de x ∈ V . Alors il y a un voisinage compact U1 de x dans U et
une constante A tels que, pour toute forme α holomorphe de degré n sur V , on ait,
si α = fdz1 ∧ · · · ∧ dzn dans U , |f |2 ≤ A(α, α) en tout point de U1.
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On peut supposer que les zµ s’annulent en x ; la carte de U qu’ils déterminent
applique alors U sur un voisinage ouvert de 0 dans Cn ; soit ε > 0 tel que ce
dernier voisinage contienne le « polycylindre » maxµ |zµ| ≤ ε. Pour 0 < δ ≤ ε, soit
U(δ) l’ensemble des points de U satisfaisant à maxµ |zµ| ≤ δ. Avec les notations de
l’énoncé, f est holomorphe dans U et peut donc se développer en série de Taylor

f =
∑

ν1,...,νn

aν1...νn
zν1
1 · · · zνn

n ,

cette série étant absolument et uniformément convergente dans U(ε). On a :

(α, α) ≥ NU(ε)(α) = in
2

∫
U(ε)

|f |2dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dz̄n =

= (2πε2)n
∑

ν1,...,νn

|aν1...νn
|2 ε2(ν1+···+νn)

(ν1 + 1) . . . (νn + 1)
.

Il suit de là, en vertu de l’inégalité de Schwarz, qu’on a dans U(ρε), pour 0 < ρ < 1 59

|f |2 ≤
( ∑
ν1,...,νn

|aν1...νn |2(ρε)ν1+···+νn

)2
≤ (2πε2)−n(α, α)

∑
ν1,...,νn

(ν1 + 1) . . . (νn + 1)ρ2(ν1+···+νn).

La série qui forme le dernier facteur du dernier membre étant convergente (et égale à
(1−ρ2)−2n) pour ρ < 1, la proposition s’ensuit en prenant par exemple U1 = U(ε/2).

Corollaire 3.7. Les notations étant celles de la prop. 3.6, soit (α1, . . . , αN ) une Cor.
famille orthonormale finie de formes αν holomorphes de degré n sur V . Alors, si
αν = fνdz1 ∧ · · · ∧ dzn dans U , on a

∑
ν |fν |2 ≤ A en tout point de U1.

En effet, il résulte de la prop. 3.6 qu’on a alors, quelles que soient les constantes
aν :

|
∑
ν

aνfν |2 ≤ A
∑
ν

|aν |2

en tout point de U1, d’où l’assertion du corollaire en prnenant x1 ∈ U1 et aν =
fν(x1).

3.8. Nous considérerons maintenant, avec S. Bergmann, l’espace B(V ) des formes no 8
α holomorphes de degré n sur V telles que (α, α) < +∞. Muni du « produit sca-
laire »(α, β), B(V ) a une structure d’espace « préhilbertien ». La proposition sui-
vante montre que c’est un espace de Hilbert (complexe).

Proposition 3.8. L’espace B(V ) est complet. Prop. 6

Rappelons (de Rham [10, §9]) qu’on dit qu’une suite de formes différentielles
converge sur V « au sens de l’espace E p(V ) » si, lorsqu’on exprime ces formes au
moyen de coordonnées locales dans un voisinage de x ∈ V , il y a un voisinage
compact de x dans lequel les coefficients de ces formes et leurs dérivées partielles
successives jusqu’à l’ordre p convergent uniformément, et cela quel que soit x ∈ V ;
s’il en est ainsi quel que soit p, on dit que la suite converge « au sens de E (V ) ».
Soit alors (αν) une suite de Cauchy dans B(V ), c’est-à-dire une suite telle que
N(αµ − αν) tende vers 0 pour µ, ν augmentant indéfiniment. Il en résulte alors de
la prop. 3.6 que la suite (αν) converge « au sens de E 0(V ) » ; il résulte même de cette
proposition, et de théorèmes bien connus sur les suites de fonctions holomorphes, 60
que la suite (αν) converge « au sens de E (V ) » vers une forme holomorphe α ; pour
démontrer la proposition, il nous suffira alors de faire voir que α ∈ B(V ) et que la
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suite (αν) converge vers α au sens de B(V ). Pour cela, soit ε > 0 ; soit µ tel que
N(αν − αµ) ≤ ε pour ν ≥ µ ; soit K un compact tel que l’on ait

NK(αµ) ≥ N(αµ)− ε.

Soit K ′ un compact ne rencontrant pas K ; par définition de K, on aura NK′(αµ) ≤
ε ; par définition de µ, on aura NK′(αν−αµ) ≤ ε pour ν ≥ µ. Appliquant l’inégalité
du triangle à NK′ , on voit donc qu’on a pour ν ≥ µ, et quel que soit le compact
K ′ ⊂ V −K, NK′ ≤ 4ε. Comme la suite (αν) converge vers α « au sens de E 0(V ) »,
donc uniformément sur tout compact, on en conclut que NK′(α) ≤ 4ε. Comme il
en est ainsi quel que soit le compact K ′ ⊂ V −K, on a donc N(α) ≤ NK(α) + 4ε,
ce qui montre que α ∈ B(V ). De plus, l’inégalité du triangle donne alors aussi
NK′(αν − α) ≤ 16ε pour ν ≥ µ, quel que soit le compact K ′ ⊂ V −K, et par suite

N(αν − α) ≤ NK(αν − α) + 16ε.

Comme la suite (αν) converge vers α uniformément sur K, il s’ensuit que N(αν −
α) ≤ 17ε dès que ν est asseu grand, ce qui montre bien que la suite (αν) converge
vers α au sens de B(V ).

Corollaire 3.9. L’espace B(V ), muni du produit scalaire (α, β), est un espace deCor.
Hilbert à base dénombrable.

Il ne nous reste à démontrer que la dénombrabilité. Si B(V ) n’avait pas cette
propriété, il y aurait dans B(V ) une famille orthonormale (αι) non dénombrable.
Mais, si x ∈ V , le corollaire 3.7 montre que l’ensemble I(x) des ι tels que αι ̸= 0 en
x est dénombrable. Soit alors (xν) une famille dénombrable partout dense de points
de V ; un αι ne peut s’annuler en tous les xν , donc tout ι appartient à la réunion
des I(xν) ; celle-ci étant dénombrable, le corollaire s’ensuit.

Toujours suivant S. Bergmann, nous sommes maintenant en mesure de démon-
trer le résultat principal que nous avions en vue.

Théorème 3.10. Soit V une variété analytique complexe de dimension complexeTh. 1
n. Soit B(V ) l’espace de Hilbert des formes holomorphes α de degré n sur V
telles que (α, α) < +∞. Soit (αν) une famille orthonormale maximale d’éléments
de B(V ). Soient p1, p2 les projections de V × V sur le premier et le second facteur61
de ce produit, respectivement. Alors la série

Θ =
∑
ν

p∗1αν ∧ p∗2ᾱν

est commutativement convergente dans E (V × V ) et a pour somme une forme Θ,
analytique au sens réel, de bidegré (n, n), qui est indépendante du choix de la famille
orthonormale maximale (αν).

D’après le corollaire 3.9, on sait déjà que la famille (αν) est dénombrable. Soit
(x, y) ∈ V × V ; soient (z1, . . . , zn) et (w1, . . . , wn) des systèmes de coordonnées
locales sur V dans des voisinages de x et y, respectivement. Soient fνdz1∧ · · ·∧dzn
et gνdw1 ∧ · · · ∧ dwn les expressions de αν dans ces voisinages au moyen de ces
coordonnées locales. On a alors, dans un voisinage de (x, y) sur V × V :

p∗1αν ∧ p∗2ᾱν = fν(z)gν(w)dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dw̄1 ∧ · · · ∧ dw̄n.

Le corollaire 3.7, joint au lemme 3.4, donne alors tous les résultats annoncés, sauf
celui qui dit que Θ est indépendante du choix des αν . Pour démontrer ce point,
prenons de nouveau des coordonnées locales z1, . . . , zn dans un voisinage U de
x ∈ V ; fν étant comme ci-dessus, Θ s’écrira dans U × V sous la forme

Θ = dz1 ∧ · · · ∧ dzn ∧
∑
ν

fν(z)p
∗
2ᾱν .
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Pour démontrer que Θ est déterminé d’une manière unique, il suffira évidemment
de démontrer que la forme ηx =

∑
ν fν(x)ᾱν est déterminée d’une manière unique

par la donnée de x et des coordonnées locales zµ. D’après ce qui précède, la série qui
définit ηx est convergente au sens de E (V ) et définit une forme de type (0, n) sur
V . Mais de plus le corollaire 3.7 montre que la série

∑
ν fν(x)αν converge au sens

de B(V ) et a même somme η̄x au sens de B(V ) qu’au sens de E (V ). Soit alors α
quelconque dans B(V ) ; au moyen de la famille orthonormale (αν), on peut l’écrire
sous la forme α =

∑
ν aναν , avec

∑
ν |aν |2 < +∞. Alors, si α = fdz1 ∧ · · · ∧ dzn

dans U , on aura
(α, η̄x) =

∑
ν

aνfν(x) = f(x).

Si η′x est la forme analogue à ηx définie au moyen d’une autre famille orthonormale
(α′

ν), on aura de même (α, η̄′x) = f(x) quel que soit α ∈ B(V ). Donc η̄x − η̄′x 62
sera dans B(V ) et orthonormal à tout élément de B(V ), ce qui implique bien que
ηx = η′x.

Corollaire 3.11. Les notations étant celles du théorème 3.10, la série Cor. 1

θ = in
2 ∑

ν

αν ∧ ᾱν

est commutativement convergente dans E (V ) et a pour somme une forme θ de degré
2n, analytique au sens réel, partout ≥ 0, qui est indépendante du choix des αν et
est invariante par tous les automorphismes analytiques complexes de V .

Au facteur in
2

près, θ n’est autre que la forme induite par Θ sur la diagonale du
produit V ×V . L’invariance de θ par les automorphismes de V est une conséquence
immédiate du fait que θ est canoniquement associée à la structure de V .

Corollaire 3.12. Les notations étant comme ci-dessus, soit V ′ l’ensemble des Cor. 2
points de V où θ n’est pas nul. Alors il y a sur V ′ une forme Ω et une seule
telle que, si les αν sont comme dans le théorème 3.10 et s’expriment au voisinage
d’un point x ∈ V comme αν = fνdz1 ∧ · · · ∧ dzn au moyen de coordonnées locales
zµ, on ait, au voisinage de x

Ω = id′d′′ log
(∑

ν

fν f̄ν

)
.

cette forme est analytique réelle de bidegré (1, 1), partout positive sur V ′ et est
invariante, ainsi que V ′, par tous les automorphismes analytiques complexes de V .

Ce sont là des conséquences immédiates du théorème 3.10 et de son corollaire
3.11, du corollaire 2.5 et de la prop. 3.5.

Corollaire 3.13. Les notations étant comme ci-dessus, soit x ∈ V . Pour que Cor. 3
x ∈ V ′, il faut et il suffit qu’il y ait une forme α0 ∈ B(V ) ne s’annulant pas en
x. Pour que de plus Ω soit positive non-dégénérée en x, il faut et il suffit, α0 étant
une telle forme, qu’il y ait n formes αν ∈ B(V ) (1 ≤ ν ≤ n) telles que, si on écrit
αν = φνα0 au voisinage de x, les φν forment un système de coordonnées locales
sur V au voisinage de x.

La première assertion est évidente. Soit donc α0 ∈ B(V ) ne s’annulant pas en x ;
les zµ étant des coordonnées locales dans un voisinage U de x, on pourra écrire α0 =
f0dz1 ∧ · · · ∧ dzn dans U , avec f0(x) ̸= 0 ; il y aura alors un voisinage U ′ de x dans 63
U où f0 ̸= 0, et toute forme holomorphe de degré n pourra s’écrire dans U ′ comme
φα0, φ étant holomorphe dans U ′. La prop. 3.5, jointe à la définition de Ω et au
théorème des fonctions implicites, montre alors aussitôt que la condition de l’énoncé
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est nécessaire pour que Ω soit non-dégénérée en x. Réciproquement, supposons
que les αν et φν soient comme il est dit dans l’énoncé. Si l’on avait une relation∑n

ν=0 aναν = 0 à coefficients constants aν , on en déduirait a0 +
∑n

ν=1 aνφν = 0,
puis

∑n
ν=1 aνdφν = 0 ; comme les φν sont un système de coordonnées locales en x,

leurs différentielles y sont linéairement indépendantes, donc les aν sont tous nuls.
Par suite, les formes α0, α1, . . . , αn sont linéairement indépendante et engendrent
un sous-espace de B(V ) de dimension n + 1 ; on peut alors choisir pour ce sous-
espace une base orthonormale α′

0, α
′
1, . . . , α

′
n telle que α′

0 = aα0 avec a ̸= 0. Si, au
moyen des zµ, les α′

ν s’écrivent α′
ν = f ′νdz1 ∧ · · · ∧ dzn, on aura f ′0(x) = af0(x) ̸= 0.

Comme les αν sont des combinaisons linéaires des α′
ν , les φν sont des combinaisons

linéaires des différentielles d(f ′ν/f ′0) ; celles-ci sont donc linéairement indépendantes
en x. La conclusion s’ensuit en appliquant la prop. 3.5 à une famille maximale
orthonormale dans B(V ) qui comprenne α′

0, α
′
1, . . . , α

′
n.

Si Z est un n-multivecteur de bidegré (n, 0) en un point de V , une partie des
résultats ci-dessus peut s’exprimer en disant que la fonction φZ sur B(V ) définie
par φZ(α) = α(Z) est une forme linéaire continue sur B(V ), autrement dit un
élément du dual B′(V ) de B(V ). Nous avons ainsi défini une application canonique
Z 7→ φZ de l’ensemble W des n-multivecteurs de bidegré (n, 0) sur V dans l’espace
B′(V ). Mais W est une « variété fibrée » de base V , de fibre vectorielle de dimension
1 sur C, attachée canoniquement à V , et qu’on peut munir, canoniquement aussi,
d’une structure complexe de dimension n + 1 ; B′(V ), en tant que dual de B(V ),
peut être considéré comme espace de Hilbert ; l’application Z 7→ φZ est alors
holomorphe en ce sens que, si F est une forme linéaire quelconque sur B′(V ),
F (φZ) est une fonction holomorphe sur W . La forme différentielle Θ du théorème
3.10 peut alors être définie comme celle qui, à tout couple (Z,Z ′) d’éléments de W
considéré multivecteur en un point de V × V , fait correspondre le produit scalaire
(φZ , φZ′) de leurs images canoniques dans B′(V ).

3.9. Étant donnée une variété V , il peut arriver que l’espace B(V ) qui lui estno 9
attaché se réduise à 0 ; on vérifie facilement qu’il en est ainsi, par exemple, pour
V = Cn, et par suite aussi pour V = Pn. Lorsqu’il en est ainsi, le théorème 3.10 et
ses corollaires sont bien entendu sans intérêt.

Du point de vue où nous nous plaçons dans ce fascicule, le principal intérêt des64
résultats qui précèdent est de permettre, dans des cas assez étendus, de définir sur
une variété complexe V une structure kählérienne (dite alors structure de Berg-
mann) qui lui est canoniquement associée ; il en sera ainsi quand les conditions du
corollaire 3.13 seront satisfaites en tout point de V .

C’est ce qui a lieu chaque fois que V est un « domaine borné » de Cn, c’est-à-
dire une partie ouverte relativement compacte de Cn ; en effet, on satisfera alors en
tout point de V aux conditions du corollaire 3.13 en prenant α0 = dz1 ∧ · · · ∧ dzn,
αν = zνα0, les zν étant les coordonnées dans Cn. Plus généralement, soit V une
variété complexe de dimension complexe p admettant une application φ partout
localement birégulière dans une partie relativement compacte de Cn ; alors tout
point de V vérifie la première condition du corollaire 3.13, c’est-à-dire tel qu’il y
ait une forme α0 ∈ B(V ) ne s’y annulant pas, satisfait aussi à la seconde ; car, en
posant φν = zν ◦φ, on pourra, en vertu de l’hypothèse faite sur φ, choisir p formes
αν satisfaisant à cette condition parmi les n formes φ1α0, . . . , φnα0. De plus, V et
φ étant telles qu’il vient d’être dit, il suffira, pour que tout point de V satisfasse à
la première condition du corollaire 3.13, qu’on ait

φ∗(dzµ1
∧ . . . ,∧dzµp

) ∈ B(V )
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quel que soient µ1, . . . , µp ; en effet, l’hypothèse faite sur φ signifie précisément qu’en
tout point de V l’une au moins de ces formes ne s’annule pas. Si en particulier φ est
l’injection canonique dans Cn d’une variété V plongée dans Cn, on dit, quand cette
dernière condition est satisfaite, que V est d’aire finie. Il y a donc une structure
de Bergmann sur toute variété d’aire finie plongée dans une partie relativement
compacte de Cn ; il en est ainsi, par exemple, de toute partie ouverte relativement
compacte V d’une variété W plongée dans Cn.

Soit enfin V une variété analytique complexe possédant une structure de Berg-
mann. Celle-ci est invariante par tous les automorphismes analytiques complexes
de V ; il en est donc de même du ds2 qui lui est associé, et par suite aussi de la
distance géodésique défini par celui-ci (de Rham, [10, §27]). Considérons alors un
groupe G d’automorphismes analytiques complexes de V satisfaisant à la condition
suivante

(D0) Tout point x ∈ V a un voisinage U tel que s(x) /∈ U pour tout s ∈ G autre
que l’élément neutre. On vérifie facilement, au moyen de l’invariance de la distance 65
géodésique, que G satisfait alors aussi à la condition (D) du §3.3 (c’est-à-dire est
« proprement discontinu sans point fixe »), et que de plus l’espace quotient V/G
est séparé. Il s’ensuit, en vertu des résultats du §3.3, qu’on peut définir sur V/G
une structure analytique complexe et une structure kählérienne quotient par G de
celle de Bergmann sur V . Ces notions jouent un rôle important dans la théorie
des fonctions automorphes.

4. Variétés compactes de type kählérien 66

4.1. On sait (de Rham [10, § 31, th. 23]) que, sur un espace de Riemann compact, no 1
on peut définir des operateurs H,G satisfaisant aux relations

dH = Hd = 0, δH = Hδ = 0

GH = HG = 0, 1 = H +∆G = H +G∆
(4.1)

où 1 désigne l’opérateur identique. Ce sont des opérateurs homogènes de degré 0,
c’est-à-dire que, si α est une forme différentielle de degré p, il en est de même de
Hα et de Gα ; ce ne sont pas des opérateurs locaux, c’est-à-dire que, si α s’annule
dans un ouvert, il n’en est pas nécessairement de même de Hα et Gα.

La plupart des propriétés des opérateurs H et G se déduisent d’une manière
purement formelle des relations (4.1).

Lemme 4.1. On a H∆ = ∆H = 0 ; les quatre relations (i) ∆α = 0, (ii) α = Hα, Lemme 1
(iii) dα = δα = 0 et (iv) Gα = 0 sont équivalentes ; et on a H2 = H.

La première assertions est une conséquence immédiate de (4.1). On voit immé-
diatement aussi, au moyen de (4.1), que (i) entraîne (ii) et que (ii) entraîne (iii) ; et
(iii) entraîne évidemment (i). De même, il est clair (iv) entraîne (ii) ; (ii) entraîne
∆Gα = 0 d’après (4.1) ; comme on a, d’après (4.1), Gα = H(Gα)+G∆(Gα), et que
HG = 0, (ii) entraîne donc bien (iv). Enfin, comme ∆(Hα) = 0, on a Hα = H(Hα)
puisque (i) et (ii) sont équivalentes ; donc H2 = H. 67

Lemme 4.2. Pour qu’on ait α = β +∆γ avec ∆β = 0, il faut et il suffit qu’on ait Lemme 2

β = Hα, ∆(γ −Gα) = 0

De plus, on a alors γ = Hγ +Gα.
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La condition est suffisante d’après (4.1). Si α = β + ∆γ, on a Hα = Hβ, donc
Hα = β si ∆β = 0 ; on a alors aussi α = β +∆Gα, donc ∆(γ −Gα) = 0. De plus,
on a Gα = G(β+∆γ), donc Gα = G∆γ d’après le lemme 4.1 ; la dernière assertion
résulte de là et de γ = Hγ +G∆γ.

Lemme 4.3. Sur un espace de Riemann compact V , soit F une application deLemme 3
l’ensemble des formes différentielles sur V dans lui-même qui soit additive et per-
mutable avec ∆ (c’est-à-dire qu’on a F (α + β) = F (α) + F (β), F∆α = ∆Fα
quelles que soient α, β). Alors F est permutable avec H et G. En particulier, G est
permutable avec d et δ.

On a en effet Fα = F (Hα+∆Gα), ce qui s’écrit, en appliquant les hypothèses
faites sur F , Fα = FHα+∆FGα. Mais, aussi en vertu de l’hyopothèse faite sur F ,
on a ∆(FHα) = F∆Hα = 0 Le lemme 4.2 appliqué à Fα montre qu’on a FHα =
H(Fα), c’est-à-dire que F et H sont permutables, et aussi que FGα = H(FGα) +
G(Fα). Mais, comme F et H sont permutables, on a H(FGα) = FHGα = 0, donc
FGα = GFα, ce qui achève la démonstration.

Lemme 4.4. Pour qu’on ait α = β+dη+δω, avec ∆β = 0, il faut et il suffit qu’onLemme 4
ait

β = Hα, d(η − δGα) = 0, δ(ω − dGα) = 0

Si de plus on a δη = 0, on a η = Hη + δGα ; de même, si dω = 0, on a ω =
Hω + dGα.

La condition est suffisante d’après (4.1). Réciproquement, si l’on a α = β+ dη+
δω, on a, en appliquant H aux deux membres, Hα = Hβ, donc Hα = β si ∆β = 0
d’après le lemme 4.1. Appliquant aux deux membres de la même relation l’opérateur
dδG, qui d’après le lemme 4.3 n’est autre que Gdδ, on obtient, si β = Hα :

dδGα = Gdδdη = G∆dη = (1−H)dη = dη;

et de même δdGα = δω en appliquant δdG = Gδd aux deux membres. Enfin on a,
si δη = 0 :

G∆η = Gδdη = Gδ(dδGα) = G∆δGα = (1−H)δGα = δGα,

d’où la dernière assertion sur η en vertu de (4.1) ; l’assertion analogue au sujet de68
ω se démontre de même.

4.2. Sur un tore muni d’un ds2 invariant par translation, on peut écrire les opéra-no 2
teurs H,G explicitement sans avoir recours à la théorie générale des formes harmo-
niques. En effet, un tel tore, s’il est de dimension (réelle)m, peut toujours s’identifier
au quotient E/D d’un espace euclidien E de dimension m par un sous-groupe dis-
cret D de E de rang m. Soit < x, y > le produit scalaire des vecteurs x, y dans
E ; supposons choisi un système de coordonnées tel qu’on ait < x, x >=

∑
i x

2
i .

Par abus de langage, on identifiera toute fonction et toute forme différentielle sur
E/D avec son image transposée sur E. Toute fonction sur E/D sera ainsi identifiée
avec une fonction sur E admettant pour périodes tous les vecteurs d ∈ D ; une telle
fonction se développe, comme il est bien connu, en série de Fourier 1

(4.2) f =
∑
s∈D′

a(s)e(< s, x >)

1. Ici, comme dans tout ce qui suit, on a posé e(t) = e2πit.
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où D′ est le groupe des s ∈ E tels que < s, d > soit entier quel que soit d ∈ D. Les
coeffients a(s) sont donnés par les formules de Fourier

a(s) = ME/D

(
f(x)e(− < s, x >)

)
=

∫
E/D

f(x)e(− < s, x >)dx

où M désigne la valeur moyenne sur le tore, prise au moyen de l’élément de volume
invariant dx1 . . . dxm. Les fonctions que nous considérons étant toujours implicite-
ment supposés de classe C∞, leurs séries de Fourier sont absolument et uniformé-
ment convergentes ainsi que toutes celles qu’on en déduit par différentiation terme
à terme.

Raisonnant comme au §§3.3 et 3.4, on voit que les dxi sont images transposées
de formes différentielles de degré 1 sur E/D, invariantes par translation, formes
qu’on notera encore dxi d’après les conventions ci-dessus. Dans ces conditions, le
ds2 donné sur E/D s’écrira

∑
i dx

2
i . Toute forme différentielle sur E/D s’écrira

alors comme somme de termes fdxi1 ∧ · · · ∧ dxip , où f est développable en série de
Fourier.

Les opérateurs d, δ,∆, étant de nature locale, s’exprimeront dans E/D exacte-
ment comme dans E ; en particulier, on aura (de Rham [10, §26]):

∆(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxip) = −

 m∑
j=1

∂2f

∂x2j

 dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

Définissons alors des opérateurs H,G comme suit. Pour une fonction f donnée par 69
sa série Fourier (4.2), on posera

Hf = a(0) = ME/D(f), Gf = (2π)−2
∑
s∈D′

s̸=0

< s, s >−1 a(s)e(< s, x >)

où il est immédiat que la série qui définit Gf est uniformément convergente et
indéfiniment différentiable terme à terme s’il en est ainsi de la série (4.2), comme
nous le supposons. On posera aussi

H(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxip) = (Hf)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,
G(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxip) = (Gf)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,

et on étend la définition de H,G à toutes les formes à partir de là par linéarité.
La vérification des relation (4.1) est immédiate (en ce qui concerne les relations
δH = Hδ = 0, on peut, au lieu de les vérifier directement, les déduire des relations
dH = Hd = 0 et ∗H = H∗). On notera que H est indépendant du choix du ds2 sur
le tore, pourvu que celui-ci soit invariant par translation.

Par conséquent, les appplications que nous ferons de ce qui précède aux tores
complexes (en particulier dans la démonstration du théorème 4.10 ci-dessous, et
surtout au §6) sont essentiellement indépendantes de la théorie globale des formes
harmoniques ; elles reposent en définitive sur les résultats locaux établis dans les
chapitres précédents et sur la théorie élémentaire des séries de Fourier.

En vue de leur utilisation au §6, nous formulerons sous forme de lemme une
partie des résultats qu’on vient d’obtenir :

Lemme 4.5. Sur un tore muni d’un ds2 invariant par translation, les formes har- Lemme 5
moniques sont les formes invariantes par translation ; elles constituent un anneau
gradué qui est engendré par 1 et par ses éléments de degré 1.
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4.3. Bien entendu, les opérateurs H et G s’étendent par linéarité aux formes dif- no 3
férentielles à valeurs complexes.

Théorème 4.6. Sur une variété kählérienne compacte, les opérateurs H et G as-Th. 1
sociés à la structure riemannienne sous-jacente à la structure kählérienne de la
variété sont permutables avec tous les opérateurs de l’algèbre engendrée par ∗, d, L
et les Pa,b ; en particulier, ils sont bihomogènes de bidegré (0, 0) et sont permutables
avec C,Λ, d′, d′′, δ, δ′, δ′′.

C’est une conséquence immédiate du lemme 4.3 ci-dessus et du corollaire 2.12.70

Corollaire 4.7. Sur une variété kählérienne compacte, on a dCH = 0, δCH = 0,Cor. 1
d′H = d′′H = 0, δ′H = δ′′H = 0.

En effet, dH = 0 entraîne dCHC = 0 ;H étant permutable avec C, on aHC = H.
De même δCH = 0. Le reste suit de là immédiatement.

Corollaire 4.8. Sur une variété kählérienne compacte, les lemmes 4.1 et 4.4 restentCor. 2
valables si l’on y remplace d, δ soit par d′, 2δ′, soit par d′′, 2δ′′.

Rappelons qu’on a ∆ = 2d′δ′+2δ′d′ (formule (2.10) du th. 2.11). Tenant compte
alors du th. 4.6 ci-dessus et de son cor. 4.7, on voit que la démonstration des lemmes
4.1 et 4.4 s’applique telle quelle si on y remplace d, δ par d′, 2δ′ ou par d′′, 2δ′′.

Corollaire 4.9. Soit η une forme de bidegré (p, 0) sur une variété kählérienneCor. 3
compacte. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes : (i) η est fermée ;
(ii) η est holomorphe ; (iii) η est harmonique.

Ces propriétés s’écrivent respectivement dη = 0, d′′η = 0,∆η = 0. On a déjà
remarqué (au §2.3) que (i) entraîne (ii) sur toute variété quasi-complexe intégrable.
Sur toute variété kählérienne, compacte ou non, δ′′ est de bidegré (0,−1), de sorte
qu’on a, pour toute forme η de bidegré (p, 0), δ′′η = 0, d’où ∆η = 2δ′′d′′η d’après
le th. 2.11 ; par suite, dans ces conditions, (ii) entraîne (iii). Enfin, (iii) entraîne
(i) d’après le lemme 4.1 si la variété est compacte.

L’exemple de l’espace hermitien montre que la conclusion du corollaire 4.9 n’est
pas valable pour une variété kählérienne non compacte ; déjà pour p = 0 il existe sur
un tel espace des fonctions harmoniques qui ne sont ni constantes ni holomorphes.
D’autre part, il peut exister, sur une variété compacte à structure complexe, des
formes holomorphes non fermées. Par exemple, soit G le groupe « triangulaire res-
treint » sur C, formé des matrices Z = ∥zµν∥ (µ, ν = 1, . . . , n) sur C telles que
zµµ = 1 pour 1 ≤ µ ≤ n et zµν = 0 pour 1 ≤ ν < µ ≤ N ; soit g le groupe
formé des matrices de G dont tous les éléments sont des entiers du corps Q(

√
−1) ;

c’est un sous-groupe discret de G, de sorte que G est un revêtement de G/g, et on
voit facilement que G/g est compact ; d’après le §3.3, on peut définir sur G/g une
structure complexe, quotient par g de celle de G. Les coefficients ζµν de la matrice
Z−1dZ sont les formes différentielles invariantes à gauche sur G ; ce sont des formes70
holomorphes de bidegré (1, 0) ; raisonnant comme au §3, on voit immédiatement
qu’on peut les considérer comme images transposées, par l’application canonique
de G sur G/g, de formes holomorphes ζ ′µν sur G/g. De plus, dès que n ≥ 3, G n’est
pas commutatif ; d’après la théorie des groupes de Lie, il s’ensuit que les formes ζµν
ne sont pas toutes fermées ; donc il y a au moins une forme non fermée parmi les
ζ ′µν . D’après le cor. 4.9 G/g est donc un exemple d’une variété compacte à structure
complexe qui ne peut être muni d’une structure kählérienne.
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4.4. Avant d’aller plus loin dans l’étude des variétés kählériennes compactes, nousno 4
nous servirons des résultats que précèdent pour montrer que, dans la prop. 2.6,
l’hypothèse d’analyticité de la forme ω est superflue.

Théorème 4.10. Soit V une variété à structure complexe. Soit ω une forme dif- Th. 2
férentielle définie dans un voisinage U d’un point x de V et telle que d′ω = 0
dans U . Alors il y a un voisinage U ′ de x dans U où ω peut s’écrire sous la forme
ω = d′η + ζ̄, ζ étant une forme holomorphe dans U ′.

Le théorème étant de nature purement locale, il suffit de le démontrer sur une
variété complexe arbitrairement choisie, par exemple sur un tore kählérien. Suppo-
sons donc que V soit un tel tore, et que U soit un voisinage ouvert de x ∈ V ; soit φ
une fonction (indéfiniment différentiable) sur V , à support contenu dans U , et égale
à 1 dans un voisinage U0 de x (de Rham [10, §2, lemme]) ; soit ω1 la forme égale à
φω dans U et à 0 dans V −U . On aura ω1 = ω2+d

′α, avec ω2 = Hω1+2δ′d′Gω1 et
α = 2δ′Gω1. On a alors d′ω2 = d′ω1 et δ′ω2 = 0, et par suite ∆ω2 = 2δ′d′ω1, donc
en particulier ∆ω2 = 0 dans U0 puisque ω1 coïncide avec ω dans U0 et y satisfait
donc à d′ω1 = 0. D’après de Rham [10, §34], ou simplement d’après la théorie
classique des fonctions harmoniques dans l’espace euclidien, on en conclut que ω2

est analytique au sens réel dans U0 ; comme dans U0 on a d′ω2 = 0, on peut donc
appliquer à ω2 la prop. 2.6, d’où la conclusion.

Corollaire 4.11. Les hypothèses étant celles du théorème 4.10, supposons de plus Cor. 1
que ω soit bihomogène de bidegré (a, b) avec a ≥ 1 ; alors il y a un voisinage de x
où ω peut s’écrire ω = d′η, η étant bihomogène de bidegré (a− 1, b).

Ecrivons en effet ω = d′η + ζ̄, ζ étant holomorphe ; on conclut immédiatement
de là que ω = d′(Pa−1,bη). 72

Corollaire 4.12. Sur une variété complexe V , soit Ω une forme différentielle réelle Cor. 2
fermée, bihomogène de bidegré (1, 1). Alors tout point x de V a un voisinage dans
lequel on peut écrire Ω = id′d′′Φ, Φ étant une fonction à valeurs réelles.

En effet, puisque dΩ = 0, il y un voisinage de x où on peut écrire Ω = dω, ω
étant une forme réelle de degré 1. Posons α = P1,0ω, d’où ᾱ = P0,1ω, ω = α + ᾱ,
et par suite

Ω = d(α+ ᾱ) = d′α+ (d′′α+ d′ᾱ) + d′′ᾱ.

Les trois termes du dernier membre sont respectivement de bidegrés (2, 0), (1, 1) et
(0, 2) ; comme Ω est de bidegré (1, 1), ils sont donc respectivement égaux à 0,Ω, 0.
Comme d′α = 0, le corollaire 4.11 montre qu’il y a un voisinage de x où on peut
écrire α = d′φ ; on a donc, en vertu de la relation d′′d′ = −d′d′′ :

Ω = d′′α+ d′ᾱ = d′d′′(φ̄− φ).

Donc Ω est bien de la forme annoncée, avec Φ = i(φ− φ̄).

4.5. Nous allons maintenant appliquer nos résultats généraux à l’étude des pro- no 5
priétés homologiques des variétés kählériennes compactes.

On étendra d’une manière évidente les définitions posées dans de Rham [10, §18],
aux formes différentielles à valeurs complexes. On écrira α ∼ α′ quand les formes
α, α′ sont homologues, c’est-à-dire quand il existe β tel que α−α′ = dβ. On notera
Cl(α) la classe de cohomologie d’une forme fermée α, c’est-à-dire l’ensemble des
formes qui lui sont homologues. L’espace vectoriel sur C des classes de cohomologie
sur la variété V sera noté H (V ) ; il est somme directe des espaces H p(V ) formés
respectivement par les classes homog ènes de degré p ; la dimension de H p(V ) sera
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noté hp(V ) ; au lieu de H p(V ), hp(V ), on écrira souvent H p, hp. Si a = Cl(α),
on notera ā la classe Cl(ᾱ). Si a = ā, on a a = Cl((α + ᾱ)/2) ; donc a = ā est
nécessaire et suffisant pour que a contienne une forme réelle ; on dit en ce cas que
la classe a est réelle. Si a = Cl(α),b = Cl(β), on posera a ∧ b = Cl(α ∧ β) ;
cette loi de composition est le cas particulier, relatif aux coefficients complexes, du
« cup-product » des topologues professionnels.

Lemme 4.13. Soit α une forme fermée sur un espace de Riemann compact V .Lemme 6
Alors Hα ∼ α ; et Hα est l’unique forme harmonique homologue à α. Si α′ est
aussi une forme fermée sur V , les relations α ∼ α′, Hα = Hα′ sont équivalentes.

On a α = Hα+dδGα+δdGα ; comme G et d sont permutables, le dernier terme73
est nul si dα = 0 ; on a donc bien alors α ∼ Hα. Si α = β + dγ avec β hamronique,
alors, d’après le lemme 4.1 on a β = Hα. On conclut de ce qui précède que, si α′ est
aussi fermée, α ∼ α′ est équivalent à Hα ∼ Hα′, puis que cette dernière relation
entraîne Hα = Hα′.

Soit a une classe de cohomologie sur une variété riemannienne compacte ; d’après
le lemme 4.13, quel que soit α ∈ a, Hα sera l’unique forme harmonique de classe a ;
cette forme sera désignée par Ha. L’application a 7→ Ha est un isomorphisme de
l’espace vectoriel H (V ) sur l’espace des formes harmoniques sur V . En général le
produit de deux formes harmoniques n’est pas harmonique ; mais, si V est telle que
ce soit toujours le cas (par exemple si V est un tore à ds2 invariant par translation),
alors a 7→ Ha est aussi un isomorphisme pour la loi de composition ∧.

Soit V une variété à structure quasi-complexe intégrable ; on dira qu’une classe
de cohomologie réelle de degré 2 sur V est de type kählérien si elle contient une
forme fermée, bihomogène de bidegré (1, 1), positive non-dégénérée en tout point de
V . On dira que V est de type kählérien s’il existe sur V une classe de cohomologie
de type kählérien, ou, ce qui revient au même, si on peut munir V d’une structure
kählérienne compatible avec sa structure quasi-complexe ; comme le montrent les
exemples du §4.3, il existe des variétés compactes à structure complexe qui ne sont
pas de type kählérien.

Sur une variété compacte V de type kählérien, on conviendra de dire qu’une
classe de cohomologie est bihomogène de bidegré (a, b) si elle contient une forme
bihomogène de ce bidegré ; on désignera par H a,b(V ), ou simplement par H a,b,
l’espace vectoriel sur C des classes bihomogènes de bidegré (a, b), et par ha,b(V ) ou
simplement ha,b la dimension de cet espace. Les formes holomorphes sur une telle
variété V seront dites formes de première espèce ; d’après le corollaire 4.9, une telle
forme est nécessairement fermée ; et, d’après ce même corollaire et le lemme 4.13,
toute classe bihomogène de bidegré (p, 0) contient une forme de première espèce et
une seule ; on peut donc identifier canoniquement H p,0(V ) avec l’espace vectoriel
des formes de première espèce de degré p sur V , et hp,0(V ) ets la dimension de
ce dernier espace. Il est clair que les formes de première espèce sur V constituent
un anneau ; il s’ensuit que la somme directe des H p,0(V ) est une sous-algèbre de
H (V ), considéré comme algèbre sur C pour le produit a ∧ b.

Théorème 4.14. L’espace de cohomologie H (V ) d’une variété compacte V de typeTh. 3
kählérien est somme directe des espaces H a,b(V ). Dans toute classe de cohomologie
a sur V , il y a au moins une forme α telle que dCα = 0, forme qu’on peut choisir74
réelle si a est réelle ; si α est une telle forme, les formes Pa,bα sont fermées, et
les classes Cl(Pa,bα) sont les composantes de a dans la décomposition de H (V )
suivant les H a,b(V ).
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Munissons V d’une structure kählérienne compatible avec sa structure quasi-
complexe. Soit a ∈ H (V ) ; alors la forme Ha appartiendra à a et satisfera à
dC(Ha) = 0 (cor. 4.7) ; si a est réelle, Ha sera réelle. Soit α une forme de classe
a telle que dCα = 0 ; comme on a aussi dα = 0, on aura d′α = 0, d′′α = 0 ; si les
αa,b = Pa,bα sont les composantes bihomogènes de α, les formes d′αa,b et d′′αa,b

seront respectivement celles de d′α et de d′′α et seront donc toutes nulles, ce qui
donne dαa,b = 0 quels que soient a, b ; donc a est somme des classes bihomogènes
Cl(αa,b). De plus, H étant permutable avec Pa,b, les composantes bihomogènes de
Hα sont les formes H(αa,b) ; si donc a = 0, d’où Hα = 0 (lemme 4.13), on aura
H(αa,b) = 0 quels que soient a, b, donc (lemme 4.13) Cl(αa,b) = 0. Ceci montre que
la décomposition de H (V ) en somme des H a,b(V ) est directe.

Si a est une classe de cohomologie, on notera Pa,ba ses composants suivant H a,b ;
si donc α est une forme de classe a telle que dCα = 0, on aura Pa,ba = Cl(Pa,bα) ;
on posera de même, dans ce cas, Ca = Cl(Cα) ; il reviendrait au même de définir
l’opérateur C sur H (V ) au moyen de la formule (1.4). Ici encore, C est un opéra-
teur réel, et on a C2 = w, w étant l’opérateur tel que wa = (−1)pa chaque fois que
a est une classe de degré p. On observera qu’un espace vectoriel sur R, de dimen-
sion finie, ne peut admettre d’endomorphisme de carré −1 que si sa dimension est
paire ; en effet, au moyen d’un tel endomorphisme φ, on définira sur cet espace une
structure d’espace vectoriel sur C en posant (ξ + iη)x = ξx+ ηφx quels que soient
ξ ∈ R, η ∈ R. Cette remarque, appliquée aux espaces des classes de cohomologie
réelles de degré p impair sur V , montre que ceux-ci sont de dimension paire sur
R ; comme cette dimension n’est autre que la dimension hp(V ) de H p(V ) comme
espace vectoriel sur C, on voit donc que hp(V ) est pair chaque fois que p est impair.
C’est là aussi une conséquence directe du théorème 4.14, qui montre que l’on a, quel
que soit p

(4.3) hp(V ) =
∑

a+b=p

ha,b(V )

pourvu qu’on remarque qu’on a évidemment hb,a = ha,b quels que soient a, b.

Théorème 4.15. Sur une variété compacte V de type kählérien, l’opérateur C est Th. 4
un automorphisme de l’espace H (V ) considéré comme algèbre par rapport à la loi
de composition ∧.

Soient en effet, a,b deux classes de cohomologie ; soient α ∈ a, β ∈ b tels que 75
dCα = 0, dCβ = 0. On aura alors Ca = Cl(Cα), Cb = Cl(Cβ), et par suite

(Ca) ∧ (Cb) = Cl(Cα ∧ Cβ) = Cl(C(α ∧ β)) = C(a ∧ b)

puisque dC(α ∧ β) = 0.

4.6. Soit u une classe de cohomologie de type kählérien sur une variété compacte no 6
V à structure quasi-complexe intégrable. On conviendra de définir un opérateur L
sur H (V ) en posant La = u∧ a. On dira qu’une classe de cohomologie a de degré
p est primitive relativement à u si on a p ≤ n et Ln−p+1a = 0.

Théorème 4.16. Soient V une variété compacte de type kählérien de dimension Th. 5
complexe n, et u une classe de cohomologie de type kählérien sur V . Alors toute
classe de cohomologie a de degré p sur V peut se mettre, d’une manière et d’une
seule, sous la forme

(4.4) a =
∑

r≥(p−n)+

Lrar,

où les ar sont des classes primitives relativement à u, de degrés respectifs p− 2r.
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Munissons V d’une structure kählérienne dont la forme fondamentale soit de
classe u. La possibilité de mettre a sous la forme (4.4) découle immédiatement du
résultat analogue pour les formes harmoniques, c’est-à-dire du corollaire 2.13, ainsi
que la caractérisation des multicovecteurs primitifs donnée par le corollaire 1.6.
Pour démontrer l’unicité, supposons (4.4) vérifiée avec a = 0. Posons αr = Har ;
on a alors

∑
Lrαr ∼ 0, et aussi, puisque les classes ar sont primitives de degrés

respectifs p− 2r, Ln−p+2r+1αr ∼ 0. Puisque ∆ et L sont permutables, les premiers
membres de ces relations sont des formes harmoniques ; étant homologues à 0, ils
doivent donc s’annuler. Mais alors les résultats des §§1 et 2 qu’on vient de citer
montrent d’abord que les αr sont primitives, puis qu’elles sont nulles.

Corollaire 4.17. Les hypothèses étant celles du th. 4.16, l’opérateur Ln−p déter-Cor.
mine, pour p < n, un isomorphisme de H p(V ) sur H 2n−p(V ).

Il suffit, pour le voir, d’écrire (4.4) en y substituant 2n− p à p.

D’après la définition des classes primitives, les composantes bihomogènes d’une
classe primitive sont encore primitives. Les hypothèses étant celles du théorème
4.16, convenons de désigner par Pa,b(V,u), ou simplement par Pa,b, l’espace des76
classes de cohomologie primitives bihomogènes de bidegré (a, b) et par pa,b(V,u) ou
pa,b sa dimension sur C. Le théorème 4.16 exprime que H (V ) est somme directe
des espace Lr(Pa,b) pour a + b + r ≤ n, et que H a,b(V ) est somme directe des
espaces Ls(Pa−s,b−s) pour s ≥ (a + b − n)+, s ≤ a, s ≤ b ; en même temps,
il montre que l’application Lr de Pa,b sur Lr(Pa,b), pour a + b + r ≤ n, est
bijective. On conclut aussitôt de là que le noyau de l’application L de H a,b sur
L(H a,b) est La+b−n(Pn−b,n−a), et se réduit donc à 0 si a + b < n ; on voit en
même temps que H a+1,b+1 est somme directe de L(H a,b) et de Pa+1,b+1. En
particulier, l’application L de H a,b dans H a+1,b+1 est injective pour a+ b < n, de
sorte qu’on a ha,b ≤ ha+,b+1 chaque fois que a+ b < n, et par suite aussi hp ≤ hp+2

chaque fois que p < n ; plus précisément, on a ha+,b+1 = ha,b + pa+1,b+1 pour
a+ b < n.

L’espace H (V ) étant somme directe des espaces Lr(Pa,b) pour a+b+r ≤ n, on
définira des opérateurs ∗ et Λ sur H (V ) en posant, chaque fois que a ∈ Pa,b(V,u)
et que a+ b = p, p+ r ≤ n :

∗(Lra) = (−1)
p(p+1)

2 ia−b r!

(n− p− r)!
Ln−p−ra,

Λ(Lra) = r(n− p− r + 1)Lr−1a.

Bien entendu, ces opérateur, de même que L, dépendent du choix de la classe u,
tandis que Pa,b et C dépendent seulement de la structure quasi-complexe de V .

Théorème 4.18. Soient V une variété de type kählérien, u une classe de typeTh. 6
kählérien sur V , et Ω une forme de classe u définissant sur V une structure kählé-
rienne. Les opérateurs L,Λ, ∗ étant définis au moyen de u sur H (V ) et au moyen
de Ω sur l’ensemble des formes différentielles sur V , l’application a 7→ Ha de H (V )
sur l’ensemble des formes harmoniques sur V est un isomorphisme lorsque ces deux
ensembles sont considérés comme espaces vectoriels à opérateurs par rapport aux
opérateurs Pa,b, C, L,Λ, ∗, w ; cet isomorphisme applique les classes primitives rela-
tivement à u sur les formes harmoniques primitives.

C’est une conséquence immédiate des résultats précédents et de ceux du §1. On
en conclut que toutes les relations entre ces opérateurs qui ont été obtenues au §1 et
§2 restent valables pour les opérateurs analogues qu’on vient de définir sur H (V ).77
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Corollaire 4.19. L’opérateur ∗ induit sur H a,b(V ) un isomorphisme de H a,b(V )Cor.
sur H n−b,n−a(V ) ; et on a

ha,b = hb,a = hn−b,n−a = hn−a,n−b.

4.7. Si V est une variété compacte orientée de dimension réelle m, toute forme no 7
α de degré m est fermée sur V , et le théorème de Stokes (de Rham, [10, §5])
montre que α ∼ 0 entraîne

∫
α = 0, l’intégrale étant prise sur V ; la réciproque est

d’ailleurs vraie si V est connexe. Si a est une classe de cohomologie de dimension
m, on notera I(a) la valeur commune des intégrales

∫
α pour α ∈ a. Si a est une

classe de cohomologie de degré ̸= m, on posera I(a) = 0 par définition ; et on étend
I à partir de là, par linéarité, à tout l’espace H (V ). On écrit souvent I(a,b) au lieu
de I(a ∧ b). Si V est à structure quasi-complexe, il est immédiat que

∫
Cα =

∫
α

quelle que soit la forme α de degré m, d’où on conclut que I(Ca) = I(a) sur une
variété de type kählérien.

Théorème 4.20. Les hypothèse étant celles du théorème 4.18, on a Th. 7

I(a, ∗b) = I(b, ∗a); I(a, ∗ā) > 0 pour a ̸= 0.

D’après la définition de I, on a I(a, ∗b) = 0 chaque fois que a et b sont homogènes
et ne sont pas de même degré, de sorte qu’il suffit de faire la démonstration pour
des classes a,b homogènes de même degré. Posons α = Ha, β = Hb ; d’après le
théorème 4.18, on aura ∗α = H(∗α), ∗β = H(∗β). Le théorème résulte alors de ce
qu’on a

α ∧ ∗β = β ∧ ∗α; α ∧ ∗ᾱ ≥ 0

quelles que soient les formes α, β de même degré, et que α ∧ ∗ᾱ ne peut s’annuler
partout que si α = 0 (de Rham, [10, §24]).

Corollaire 4.21. Avec les mêmes hypothèses, soient a,b deux classes de cohomo- Cor.
logie de même degré p, données par leurs expressions canoniques

a =
∑

r≥(p−n)+

Lrar, b =
∑

r≥(p−n)+

Lrbr,

où, pour chaque r, ar et br sont des classes primitives de degré p− 2r ; posons

A(a,b) =
∑

r≥(p−n)+

(−1)
p(p+1)

2 +rµrI(u
n−p+2r ∧ ar ∧ br),

les µr étant des constantes > 0. Alors A(a,b) est une forme bilinéaire sur H p(V ), 78
et l’on a

A(b,a) = (−1)pA(a,b), A(Ca, Cb) = A(a,b),

A(a, Cb) = A(b, Ca), A(a, Cā) > 0 pour a ̸= 0

La première relation est évidente ; la seconde résulte du théorème 4.15. D’autre
part, il résulte immédiatement de la définition de ∗ qu’on a :

A(a, Cb) =
∑
r

(n− p+ r)!

r!
µrI(L

rar, ∗Lrbr),

d’où les deux dernières relations en vertu du théorème 4.20.

Enfin chaque fois qu’on a une variété compacte V de dimension réelle paire 2n,
on peut considérer la forme bilinéaire I(a,b) sur H p(V ), qui est symétrique ou
alternée suivant que n est pair ou impair. Cette forme étant réelle quand a,b sont
réelles, on peut, comme il est bien connu, choisir pour H n(V ), quand n est pair,
une base (aµ) de formes réelles telles que I(aµ,aν) = 0 pour µ ̸= ν ; si on désigne
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alors par m′ (resp. m′′) le nombre de valeurs de µ pour lesquelles I(aµ,aµ) est
> 0 (resp. < 0), m′ et m′′ sont indépendants de ce choix d’une base d’après la loi
d’inertie ; on dit que la forme bilinéaire symétrique I(a,b) est de type (m′,m′′) et
a l’indice d’inertie m′ −m′′.

Théorème 4.22 (« Théorème de Hodge »). Soit V une variété de type kählérien,
de dimension complexe paire n. Alors la forme bilinéaire symétrique I(a,b) surTh. 8
H n(V ) est non-dégénérée et a pour indice d’inertie :

i(V ) =
∑
a,b

(−1)aha,b(V ) =
∑

a≡b(2)

(−1)aha,b(V )

En effet, H n(V ) est somme directe des espaces Lr(Pa,b), avec a+ b+ 2r = n ;
et, pour a ∈ Lr(Pa,b), a + b + 2r = n, on a, d’après la définition de ∗, ∗a = iνa,
avec

ν = (a+ b)(a+ b+ 1) + a− b = n2 + 2a− 4r(n− r),

et cela quelle que soit la parité de n ; pour n pair, on a donc alors ∗a = (−1)aa.
Supposant dorénavant n pair, désignons par H ′ (resp. H ′′) la somme des espaces
Lr(Pa,b) pour a + b + 2r = n, a ≡ 0 (mod 2) (resp. pour a + b + 2r = n, a ≡ 1
(mod 2)). Si a′ ∈ H ′,a′′ ∈ H ′′, on a ∗a′ = a′, ∗a′′ = −a′′ ; le théorème 4.20, joint79
au fait que I(a,b) est symétrique sur H n(V ), montre qu’on a alors I(a′,a′′) = 0 ; il
montre aussi que, si de plus a′ et a′′ sont réelles et ̸= 0, I(a′,a′) > 0 et I(a′′,a′′) < 0.
L’espace H n(V ) étant somme directe de H ′ et H ′′, et ceux-ci étant leurs propre
imaginaires conjugués, on peut prendre pour H n(V ) une base réelle formée d’une
base de H ′ et d’une base de H ′′ ; si donc m′,m′′ sont les dimensions de H ′,H ′′,
I(a,b) est de type (m′,m′′). Comme m′+m′′ est la dimension de H n(V ), la forme
I(a,b) est non-dégénérée (ce qui est d’ailleurs aussi une conséquence bien connue
de la « dualité de Poincaré »). De plus, m′ est donné par la formule

m′ =
∑

a≡b≡0(2)
a+b≤n

pa,b =
∑

a≡b≡0(2)
a+b≤n

(ha,b − ha−1,b−1) =

=
∑

a≡b≡0(2)
a+b≤n

ha,b −
∑

a≡b≡1(2)
a+b≤n−2

ha,b.

On a une formule analogue pour m′′, avec a ≡ b ≡ 1(2) remplaçant a ≡ b ≡ 0(2),
et vice versa, dans les sommations. Compte tenu du théorème 4.18, la formule pour
m′′ peut aussi s’écrire

m′′ =
∑

a≡b≡1(2)
a+b≥n

ha,b −
∑

a≡b≡0(2)
a+b≥n+2

ha,b,

d’où la formule du théorème 4.22.

On observera que les résultats des §§4.5, 4.6, 4.7 ci-dessus fournissent un certain
nombre de conditions nécessaires pour qu’une variété compacte à structure com-
plexe soit de type kählérien. Par exemple, d’après le corollaire 4.17, il faut pour cela
qu’il y ait une classe u de degré 2 telle que l’application a 7→ un−p ∧ a détermine
un isomorphisme de H p sur H 2n−p chaque fois que p < n, n étant la dimension
complexe de la variété ; c’est même là une condition purement topologique, qui ne
fait pas intervenir la structure complexe. On a aussi signalé au passage le fait que,
sur une telle variété, hp est pair pour tout p impair. D’autres conditions, faisant
intervenir la structure complexe, résultent par exemple des th. 4.14 et 4.15, et du
corollaire 4.19.
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4.8. Jusqu’ici, nous avons fait usage exclusivement de la cohomologie à coefficientsno 8
réels ou complexes ; mais, surtout dans les applications à la géométrie algébrique
de la théorie exposée ici, la cohomologie entière et la cohomologie rationelle jouent 80
un rôle important. Rappelons brièvement comment on peut introduire ces notions
classiques sans quitter le point de vue où nous nous sommes placés jusqu’ici (pour un
exposé rapide, conçu dans un esprit un peu différent, le lecteur pourra se reporter à
mon article Sur les théorèmes de de Rham [13, II, 1952a, p. 17]). Soit V une variété
de dimension (réelle) m. La notion de classe de cohomologie s’étend d’elle-même
au courants sur V (de Rham, [10, §§18 et 23]) ; cette extension ne modifie pas
les espaces de cohomologie, puisque tout courant fermé est homologue à une forme
différentielle et que toute forme homologue à 0 en tant que courant l’est aussi en
tant que forme ([10, §18]). Les chaînes peuvent être considérées comme des courants
d’une espèce particulière ([10, §6]) ; et un raisonnement analogue à celui qu’on vient
de rappeler montre que la cohomologie définie au moyen des chaînes ne diffère pas
de celle qui est définie au moyen des courants ou au moyen des formes ([10, §23]).
Tout cela s’étend trivialement aux formes et courants à valeurs complexes et aux
chaînes à coefficients complexes. On dira qu’une classe de cohomologie est entière
(resp. rationnelle) si elle contient un courant qui soit une chaîne à coefficients entiers
(resp. rationnels). On démontre que le produit a ∧ b de deux classes entières est
une classe entière ; autrement dit, les classes entières forment un sous-anneau de
l’anneau de cohomologie H (V ) ; il en est donc de même des classes rationnelles. On
dira qu’un opérateur sur H (V ) est rationnel s’il transforme toute classe rationnelle
en une classe rationnelle. Par exemple, si u est une classe rationnelle, l’opérateur
a 7→ u ∧ a est rationnel.

A partir de maintenant, bornons-nous au cas où V est compacte. Il est immédiat
alors que toute chaîne peut s’écrire comme somme finie

∑
ν ξνCν , où les Cν sont des

chaînes à coefficients entiers et où les coefficients ξν sont linéairement indépendants
sur le corps Q des rationnels ; pour qu’une telle chaîne soit fermée, il faut et il suffit
que chacune des chaînes Cν le soit. Donc l’espace H (V ) est engendré pas les classes
rationnelles. On voit de même que, si des classes rationnelles sont linéairement
indépendantes sur Q, elles le sont aussi sur R et sur C. Il s’ensuit que les classes
rationnelles de degré p forment, quel que soit p, un espace vectoriel de dimension
hp(V ) sur Q, et qu’une base de cet espace est aussi une base de H p(V ) sur C. On
démontre de plus que les classes entières de degré p forment un sous-groupe discret
de H p(V ), groupe qui est donc libre de rang hp(V ).

Si α est une forme différentielle fermée de degré p, on appelle période de α
l’intégrale de α sur une chaîne fermée entière de dimension p ; en particulier, si α 81
est de degré m, et si V est orienté, l’intégrale de α sur V est une période de V . On
démontre que, pour qu’une forme fermée soit de classe entière, il faut et il suffit
que toutes ses périodes soient entières ; par exemple, si V est orienté et si a est une
classe entière de degré m, I(a) est entier. Il résulte, comme de ce qui précède que,
si φ est une application (indéfiniment différentiable, comme toujours) d’une variété
compacte W dans la variété compacte V , et si α est une forme fermée de de classe
entière sur V , son image transposée φ∗α est de classe entière sur W . Des résultats
analogues sont valables bien entendu pour les classes rationnelles.

On appellera variété de Hodge toute variété compacte à structure quasi-complexe
intégrable sur laquelle il existe une classe de cohomologie rationnelle de type kählé-
rien. Toute variété compacte V de type kählérien pour laquelle on a h2(V ) = 1 est
une variété de Hodge ; en effet, soit u une classe de type kählérien sur V ; comme
h2(V ) = 1, toute classe rélle de degré 2 s’écrira tu avec t ∈ R, et est donc de type
kählérien pour t > 0 ; si donc u′ est une classe rationnelle non nulle de degré 2, u′ ou
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−u′ sera rationnelle de type kählérien. En particulier, l’espace projectif complexe
Pn est une variété de Hodge ; il est bien connu en effet qu’on a h2(Pn) = 1 ; cela
résulte par exemple de la décomposition « cellulaire » de Pn au moyen d’une suite
décroissante de sous-variétés linéaires de dimensions respectives n− 1, n− 2, . . . , 0.
D’après ce qu’on a vu au §3, il s’ensuit que toute variété compacte à structure com-
plexe qui admet une application holomorphe et partout localement biregulière dans
Pn est une variété de Hodge ; il en est ainsi par exemple de toute sous-variété algé-
brique de Pn sans point multiple. Réciproquement, d’après un important théorème
de Kodaira [8], toute variété de Hodge à structure complexe est isomorphe à une
sous-variété d’un espace projectif. Si on tient compte des résultats précédemment
cités ([9] et la fin du §3.5), il s’ensuit que toute variété de Hodge est isomorphe à
une sous-variété algébrique sans point multiple d’un espace projectif complexe.

Au sujet des variétés de Hodge, nous avons le théorème suivant, conséquence
immédiate des résultats de ce chapitre.

Théorème 4.23. Soient V une variété de Hodge et u une classe de cohomologieTh. 9
rationnelle de type kählérien sur V ; on suppose définis au moyen de u les opérateurs
L et Λ sur H (V ), ainsi que les espaces Pp de classes primitives de degré p pour82
0 ≤ p ≤ n. Alors les opérateurs L,Λ et les projecteurs associés à la décomposition de
H (V ) en somme directe des espaces Lr(Pp) pour 0 ≤ p+r ≤ n sont rationnels ; et
la forme bilinéaire A(a,b) définie dans le corollaire 4.21 est à valeurs rationnelles
pour a,b rationnelles pourvu que les µr aient été pris rationnels.

Il est clair que Lr est un opérateur rationnel quel que soit r. Comme Pp est le
noyau de l’application Ln−p+1 de H p dans H 2n−p+2, c’est un sous-espace rationnel
de H p (c’est-à-dire qu’il est engendré par des classes rationnelles) ; il en est donc de
même des espaces Lr(Pp). Comme H (V ) est somme directe de ceux-ci d’après le
th. 4.16, on peut donc choisir une base de H (V ) formée de classes rationnelles dont
chacune est dans l’un de ces espaces ; il s’ensuit que les composantes, suivant ceux-ci,
de toute classe rationnelle sont rationnelles. Comme Lr est un opérateur rationnel
et induit sur l’espace rationnel Pp un isomorphisme de celui-ci sur Lr(Pp) pour
p + r ≤ n, l’isomorphisme de Lr(Pp) sur Pp réciproque de ce dernier est aussi
rationnel ; il résulte alors immédiatement de la définition de Λ que Λ est rationnel
sur chacun des espaces Lr(Pp) ; il l’est donc aussi sur H (V ). Enfin l’assertion
relative à A(a,b) est une conséquence immédiate de ce qui précède et du fait que
I(a) est rationnel si la classe a est rationnelle.

En particulier, considérons l’espace E = H 2p+1(V,R) des classes de cohomologie
réelles de degré impair 2p + 1, avec 0 ≤ p < n ; soit G le sous-groupe de E formé
des classes entières, qui est de rang égal à la dimension h2p+1(V ) de E sur R.
Puisque l’opérateur induit par C sur E satisfait à la relation C2 = −1, où 1 est
l’automorphisme identique, on peut définir sur E une structure d’espace vectoriel
sur C en posant ia = Ca quel que soit a ∈ E. Alors E/G est un tore complexe ; et,
dans le langage qui sera défini au §6, on peut exprimer les résultats du th. 4.23 et
du corollaire 4.21 relatifs à E en disant que A(a,b) est la partie réelle d’une forme
de Riemann non-dégénérée pour E/G, de sorte que E/G est une variété abélienne.
Pour p = 0, la variété abélienne ainsi définie s’appelle la variété de Picard de V ;
pour p = n− 1, c’est la variété d’Albanese de V .

5. Fonctions de transitions et diviseurs83

5.1. Si (Xι)ι∈I est un recouvrement d’un ensemble E, on conviendra d’écrire XJ =no 1 ⋂
ι∈J Xι pour toute partie J de I ; si J = {ι1, . . . , ιm}, on écrira aussi Xι1...ιm au
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lieu de XJ . L’ensemble N des parties finies J de I telles que XJ ne soit pas vide
s’appelle le nerf du recouvrement (Xι). Si G est un groupe, on appelle système
de fonctions de transition, relatif au recouvrement (Xι) de E et au groupe G, un
ensemble (fικ){ικ}∈N d’applications qui, à tout couple (ι,κ) tel que {ι,κ} ∈ N ,
fait correspondre une application fικ de Xικ dans G de telle sorte que fιλ coïncide
avec fικfκλ dans Xικλ chaque fois que {ι,κ, λ} ∈ N . Cette définition, si on prend
ι = κ = λ, implique qu’on a fιι = e quel que soit ι, e étant l’élément neutre de G
(plus précisément, fιι est l’application constante qui applique Xι sur e) ; en prenant
ι = λ, on voit alors qu’on a fκι = f−1

ικ chaque fois que {ι,κ} ∈ N . On obtient un
système de fonctions de transition en posant fικ = e chaque fois que {ι,κ} ∈ N .
Si, pour chaque ι, gι est une application de Xι dans G, et que (fικ) soit un système
de fonctions de transition, le système (f ′ικ) défini par f ′ικ = gιfικg

−1
ι en est un

autre. Si G est un groupe commutatif, on peut considérer les systèmes de fonctions
de transition du recouvrement (Xι), à valeurs dans G, comme formant un groupe
commutatif en prenant (fικf

′
ικ) comme produit des systèmes (fικ), (f

′
ικ).

Soit (Yλ)λ∈L) un recouvrement de E plus fin que (Xι) ; cela veut dire qu’il existe
une application φ de L dans I telle que Yλ ⊂ Xφ(λ) quel que soit λ. Tout système
de fonctions de transition (fικ) relatif au recouvrement (Xι) détermine alors un
système analogue (fφ(λ)φ(µ)) relatif au recouvrement (Yλ) ; celui-ci est dit dérivé
du premier au moyen de φ.

Le plus souvent, on prendra pour (Xι) un recouvrement ouvert d’une variété V ,
pour G un groupe de Lie, et on imposera aux fonctions de transition fικ d’être 84
différentiables, et éventuellement holomorphes si V et G sont munis d’une structure
complexe.

On peut encore présenter la définition des systèmes de fonctions de transition
comme suit. Soit de nouveau (Xι) un recouvrement d’un ensemble E ; à chaque
couple (ι,κ) tel que {ι,κ} appartienne au nerf du recouvrement, faisons corres-
pondre une application fικ de Xικ dans le groupe G. Soit Z la partie du produit
I×E×G formée des éléments (ι, x, s) de ce produit tels que x ∈ Xι ; et considérons
dans Z la relation R suivante entre éléments ξ = (ι, x, s) et η = (κ, y, t) de Z :

(R) x = y, t = fκι(x)s

Pour que ce soit là une relation d’équivalence dans Z, il faut et il suffit que (fικ)
soit un système de fonctions de transition. Lorsqu’il en est ainsi, le quotient Z/R
de Z par cette relation d’équivalence R s’appelle le système fibré principal de base
E défini par le système (fικ). Par passage au quotient, la projection de Z sur E
détermine une application π de Z/R sur E qui s’appelle la projection canonique de
Z/R sur E.

Supposons en particulier que E soit un espace topologique, G un groupe topolo-
gique, (Xι) un recouvrement ouvert, et que les fικ soient continues ; I étant muni
de la topologie discrète, Z est alors une partie ouverte de I×E×G, et, pour chaque
ι, l’ensemble Zι des points de Z ayant la projection ι sur I est une partie ouverte de
Z, homéomorphe à Xι×G. De plus, la relation R est ouverte (Bourbaki, [3, Chap.
I, §9, no 6]), ce qui signifie que le saturé Ω′ par R de tout ouvert Ω dans Z est ou-
vert ; Ω étant réunion des ouverts Ωι = Ω∩Zι, il suffit de montrer que le saturé Ω′

ι

est ouvert, et, pour cela, de faire voir que chacun des ensembles Ω′
ικ = Ω′

ι ∩Zκ est
ouvert. Or Ω′

ικ n’est autre que l’image de

Ωι ∩ ({ι} ×Xικ ×G)

par l’application (ι, x, s) 7→ (κ, x, fκι(x)s) de {ι}×Xικ ×G sur {κ}×Xικ ×G ; ces
derniers ensembles étant ouvert, dans Zι et dans Zκ respectivement, et l’application
en question étant évidemment un homéomorphisme, le résultat s’ensuit.
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Dans les conditions ci-dessus, le système fibré principal Z/R, muni de la topo-
logie quotient de celle de Z par R, s’appellera l’espace fibré principal définie sur
l’espace de base E par le système (fικ). Comme la relation R est ouverte, l’appli-
cation canonique de Z sur Z/R induit sur chaque Zι (d’après [3, I, §9, prop.6] un
homéomorphisme de Zι sur son image dans Z/R, et celle-ci est une partie ouverte85
de Z/R ; cela entraîne que Z/R est séparé si E et G sont séparés.

Lemme 5.1. Soit (Xι) un recouvrement d’un espace séparé E, connexe et sim-Lemme 1
plement connexe, par des ouverts connexes (Xι) ; soit G un groupe ; soit fικ un
système de fonctions de transition constantes à valeurs dans G, relatif au recouvre-
ment (Xι). Alors il y a des éléments gι de G, tels que l’on ait fικ = gιg

−1
κ dans

Xικ chaque fois que Xικ ̸= ∅.

G étant muni de la topologie discrète, considérons l’espace fibré principal Z/R,
et sa projection canonique π sur E ; π−1(Xι) n’est pas autre chose que l’image de Zι

dans Z/R et est donc réunion des images Yι,s dans Z/R des ensembles {ι}×Xι×{s}
pour s ∈ G, ensembles qui sont ouverts dans Z puisque G est discret. De plus,
d’après de ce qu’on a vu, l’application canonique de {ι} × Xι × {s} sur Yι,s est
un homéomorphisme. Convenons de dire qu’une partie Y de Z/R est (Xι)-connexe
si elle contient tout ensemble Yι,s qui a avec elle une intersection non vide ; il
est clair que toute intersection de parties (Xι)-connexes de Z/R est (Xι)-connexe.
Si une partie Y de Z/R est (Xι)-connexe, π−1(Xι) ∩ Y est réunion de ceux des
Yι,s qui sont contenus dans Y ; il s’ensuit que Y , muni de l’application de Y dans
E induite sur Y par π, est un revêtement de E. Supposons que Y soit réunion de
deux ouverts disjoints Y ′, Y ′′ ; si un ensamble Yι,s est contenu dans Y , il est réunion
des ouverts disjoints Yι,s ∩ Y ′, Yι,s ∩ Y ′′ ; comme il est homéomorphe à Xι, donc
connexe par hypothèse, l’un de ces derniers ensembles est donc vide ; autrement
dit, Yι,s est contenu dans l’un des ensembles Y ′, Y ′′ et disjoint de l’autre ; il s’ensuit
que Y ′ et Y ′′ sont (Xι)-connexes. Il résulte immédiatement de là que, si y0 ∈ Z/R,
l’intersection Y0 de toutes les parties (Xι)-connexes de Z/R qui contiennent y0 est
un revêtement connexe de E. Mais on a supposé E simplement connexe ; cela veut
dire, par définition, que la projection sur E de tout revêtement connexe de E est
un homéomorphisme ; donc π induit sur Y0 un homéomorphisme de Y0 sur E. Par
suite, l’ensemble π−1(Xι) ∩ Y0, qui est, comme on a vu, réunion de ceux des Yι,s
qui sont contenus dans Y0, se réduit à un seul de ces ensembles ; désignons celui-ci
par Yι,gι . Alors, si x ∈ Xικ , Y0 contient les images dans Z/R des points (ι, x, gι) et
(κ, x, gκ) de Z ; comme Y0 n’a qu’un point se projetant en x, ces images doivent
coïncider, c’est-à-dire qu’on a gκ = fκι(x)gι, c’est-à-dire fκι(x) = gκg

−1
ι .

5.2. Etant donnés une variété V de dimension réelle m, et un recouvrement (Xι)no 2
de V , on sait qu’il existe toujours un recouvrement ouvert (Uλ) de V , plus fin86
que (Xι), localement fini et (différentiablement) simple, ce qui signifie que toute
intersection non vide Uλ1...λm

est (différentiablement) homéomorphe à un ouvert
convexe de Rm (pour une démonstration cf. [13, II, 1952a, §1]). Si (Uλ) est un tel
recouvrement, on peut établir un isomorphisme entre les « cocycles » de son nerf
N et les classes de cohomologie sur V ; dans le cas des classes de degré 2, qui nous
importe surtout ici, cet isomorphisme se définit comme suit. Soit (pλ) une partition
de l’unité subordonnée au recouvrement (Uλ) ([10, p. 4 et p. 6]). Soit α une forme
fermée de degré 2 sur V . En vertu de l’hypothèse faite sur le recouvrement (Uλ), on
peut, dans chaque Uλ, écrire α = dβλ, où βλ désigne une forme de degré 1 dans Uλ

(cf. p. ex. [10, p. 98]) ; chaque fois que {λ, µ} ∈ N , on a alors dβλ = dβµ dans Uλµ,
c’est-à-dire que βµ−βλ est une forme fermée dans Uλµ ; on peut donc, en vertu des
hypothèses, l’écrire βµ − βλ = dfλµ, où fλµ est une fonction dans Uλµ. Mais alors,
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chaque fois que {λ, µ, ν} ∈ N , on a d(fµν − fλν + fλµ) = 0 dans Uλµν ; ce dernier
ensemble étant connexe, on peut donc poser :

(5.1) aλµν = fµν − fλν + fλµ,

où aλµν désigne une constante, cette relation étant vérifié en tout point de Uλµν .
On peut évidemment supposer que les fλµ ont été choisis de telle sorte qu’on ait
fµλ = −fλµ chaque fois que {λ, µ} ∈ N , donc en particulier fλλ = 0 quel que soit
λ ; alors (aλµν) est alterné dans les indices λ, µ, ν. Il est immédiat que (aλµν) est
un cocycle du nerf N , ce qui veut dire qu’on a, chaque fois que {λ, µ, ν, ρ} ∈ N :

aµνρ − aλνρ + aλµρ − aλµν = 0

Réciproquement, supposons donné un tel cocycle (aλµν). Pour tout couple (λ, µ) tel
que {λ, µ} ∈ N , posons fλµ =

∑
ρ aλµρpρ, la sommation étant étendue à tous les ρ

tels que {ρ, λ, µ} ∈ N ; puis, pour tout λ, posons βλ = −
∑

ρ pρdfλρ, la sommation
étant étendue à tous les ρ tel que {ρ, λ} ∈ N ; on vérifie immédiatement qu’on a, en
tout point de Uλµν (si cet ensemble n’est pas vide) la relation (5.1), puis, en tout
point de Uλµ (si cet ensemble n’est pas vide) la relation dfλµ = βµ − βλ. Il s’ensuit
que dβλ et dβµ coïncident dans Uλµ quels que soient λ, µ, donc qu’il y a une forme
fermée α de degré 2 sur V qui coïncide avec dβλ dans Uλ quel que soit λ.

Si α ∼ 0, il y a β de degré 1 sur V tel que α = dβ, donc, avec les notations
ci-dessus, d(βλ−β) = 0 dans Uλ quel que soit λ, ce qui permet d’écrire βλ = β+dgλ
dans Uλ ; on en conclut que, pour {λ, µ} ∈ N , fλµ − gµ + gλ est une constante bλµ
dans Uλµ ; si on a pris les fλµ alternées en λ, µ, comme nous le supposons, il en est 87
de même des bλµ. La relation (5.1) donne alors, pour {λ, µ, ν} ∈ N :

aλµν = bµν − bλν + bλµ,

ce qu’on exprime en disant que le cocycle (aλµν) est le cobord de la « cochaîne »
(bλµ) ; un cocycle est dit homologue à 0 si c’est le cobord d’une cochaîne. Récipro-
quement, supposons qu’il en soit ainsi ; posons f ′λµ = fλµ−bλµ dans Uλµ et f ′λµ = 0

en dehors de Uλµ, puis g′λ = −
∑

ρ pρf
′
λρ, la sommation étant de nouveau étendue

aux ρ tels que {ρ, λ} ∈ N ; on vérifie que g′λ est différentiable dans Uλ, puis, comme
précédemment, que l’on a f ′λµ = g′µ − g′λ dans Uλµ, ce qui entraîne que βλ − dg′λ
et βµ − dg′µ coïncident dans Uλµ, donc qu’il y a une forme β′ qui coïncide avec
βλ − dg′λ dans Uλ quel que soit λ. Mais alors on a α = dβ′ dans chaque Uλ, donc
sur V , et α est homologue à 0. Donc, pour que α soit homologue à 0, il faut et il
suffit que le cocycle (aλµν) le soit. On a ainsi établi un isomorphisme (canonique,
si le recouvrement (Uλ) est donné) entre le groupe de cohomologie de degré 2 sur
V et le groupe des classes de cocycles (aλµν) du nerf N à coefficients complexes.
Il est clair d’ailleurs qu’aux formes réelles correspondent des classes de cocycles
contenant des cocycles réels. On démontre de plus (v. p. ex. [13, II, 1952a]), que,
pour qu’une classe de cohomologie sur V soit entière (resp. rationnelle), il faut et
il suffit qu’il lui corresponde une classe de cocycles de N contenant des cocycles à
valeurs entières (resp. rationnelles).

Nous aurons à nous servir aussi des résultats analogues pour le degré 1, qui
sont plus simples. Soit α uns forme de degré 1 sur V ; dans chaque Uλ, on pourra
écrire α = dfλ, fλ étant une fonction dans Uλ ; on a alors fµ − fλ = aλµ dans Uλµ

pour {λ, µ} ∈ N , les aλµ étant des constantes qui satisfont à aλν = aλµ + aµν ,
ou encore à aλµ − aλν + aµν = 0 chaque fois que {λ, µ, ν} ∈ N . On exprime ces
relations en disant que (aλµ) est un cocycle de N ; il revient au même de dire que
c’est un système de fonctions de transition constantes pour le recouvrement (Uλ),
à valeurs dans le groupe additif C. Réciproquement, un tel cocycle étant donné,
posons fλ = −

∑
ρ aλρpρ, la sommation étant étendue aux ρ tels que {ρ, λ} ∈ N ;
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dans Uλµ, on aura aλµ = fµ − fλ, d’où dfλ = dfµ, de sorte qu’il y aura une forme
fermée α de degré 1 sur V qui coïncide avec dfλ dans Uλ quel que soit λ. Si α = df ,
fλ − f sera égale à une constante bλ dans Uλ, et on aura aλµ = bµ − bλ, ce qu’on
exprime en disant que (aλµ) est le cobord de la cochaîne (bλ) et est homologue à 0.
Réciproquement, s’il en est ainsi, fλ − bλ et fµ − bµ coïncident dans Uλµ, et il y a
donc une fonction f coïncidant avec fλ − bλ dans Uλ quel que soit λ, ce qui donne
α = df . Il y a donc de nouveau un isomorphisme entre les classes de cohomologie de
degré 1 sur V et les classes de cocycles (aλµ) du nerf N . Le lemme 5.1 montre que,88
si V est simplement connexe, tout cocycle (aλµ) de N est homologue à 0 ; on a donc
(comme il est bien connu) H 1(V ) = 0 pour toute variété simplement connexe.

5.3. On aura à considérer aussi des systèmes de fonctions de transition à valeursno 3
dans le groupe multiplicatif C∗ des nombres complexes ̸= 0, les fonctions étant
différentiables, et éventuellement holomorphes si V est à structure complexe.

Soit F une fonction (différentiable, comme toujours) à valeurs dans C∗, sur un
ouvert simplement connexe U dans une variété V . Alors ω = dF/F est une forme
fermé de degré 1 sur U et peut donc s’écrire ω = df , f étant une fonction dans
U ; on aura d(e−fF ) = 0, de sorte qu’en adjoutant à f une constante convenable
on pourra faire en sorte que F = ef ; on écrira alors f = log(F ), cette fonction
n’étant définie bien entendu qu’à une constante additive près de la forme 2πin avec
n entier. Au lieu de dF/F , on peut donc écrire d log(F ).

Soit maintenant (Fλµ) un système de fonctions de transition à valeurs dans C∗,
pour un recouvrement simple (Uλ) d’une variété V ; soit N le nerf de (Uλ). Posons,
pour {λ, µ} ∈ N :

ωλµ =
1

2πi
d log(Fλµ)

De même qu’au §5.2, on pourra choisir, pour chaque λ, une forme ηλ de degré 1,
définie dans Uλ, de sorte qu’on ait ωλµ = ηµ−ηλ dans Uλµ ; il suffira pour cela, par
exemple, de prendre ηλ =

∑
ρ pρωλρ, la sommation étant étendue aux ρ tels que

{ρ, λ} ∈ N , et ωλρ étant pris par exemple égal à 0 en dehors de Uλµ. Tout système
de formes (ηλ), définies respectivement dans les Uλ, et satisfaisant aux relations
ηµ−ηλ = ωλµ dans Uλµ, s’appellera une connexion pour le système de fonctions de
transition (Fλµ) ; toute autre connexion, pour le même système, sera évidemment
de la forme (ηλ + β), où β est une forme quelconque de degré 1 sur V . Si (ηλ) est
une connexion pour (Fλµ), dηλ coïncidera avec dηµ dans Uλµ quesl que soient λ, µ,
et il y aura donc une forme α de degré 2 sur V qui coïncide avec dηλ dans Uλ

quel que soit λ ; cette forme s’appelle la forme de courbure de la connexion (ηλ) ;
il résulte de ce qui précède que la classe de cohomologie a = Cl(α) est déterminé
d’une manière unique par le système (Fλµ).

Avec les mêmes notations que ci-dessus, soit fλµ, pour chaque couple (λ, µ) tel
que {λ, µ} ∈ N , l’une des fonctions (2πi)−1 log(Fλµ) dans Uλµ ; il est clair qu’on89
peut faire ce choix de façon que fλµ soit alternée par rapport à λ, µ. Si on exprime
que (Fλµ) est un système de fonctions de transition, on obtient des relations

(5.2) fµν − fλν + fλµ = aλµν

où les seconds membres sont des constantes entières ; (aλµν) est donc un cocycle
à valeurs entières. Si (ηλ) est, comme plus haut, une connexion pour le système
(Fλµ), on aura dfλµ = ηµ − ηλ dans Uλµ pour {λ, µ} ∈ N ; si donc α est la forme
de courbure de la connexion (ηλ), il résulte du §5.2 que a = Cl(α) est la classe de
cohomologie correspondant à celle du cocycle (aλµν) et que c’est donc une classe
entière.
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Réciproquement, soit α une forme fermée de degré 2, de classe entière sur V ;
d’après le §5.2, il y aura un cocycle (aλµν) de N à valeurs entières, dont la classe
correspondra à celle de α. Comme au §5.2, on pourra donc construire des fonctions
fλµ, définies respectivement dans les Uλµ, satisfaisant à (5.2), puis des formes ηλ,
définies respectivement dans les Uλ, telles que dfλµ = ηµ − ηλ ; la forme α′ qui
coïncide avec dηλ dans Uλ quel que soit λ sera alors homologue à α et pourra
donc s’écrire α + dβ, de sorte qu’en ramplaçant ηλ par ηλ − β pour chaque λ, on
pourra faire en sorte que dηλ = α. Dans ces conditions, il est clair que les fonctions
Fλµ = e(fλµ) forment un système de fonctions de transition à valeurs dans C∗,
pour le recouvrement (Uλ), que ηλ est une connexion pour ce système, et que α est
la forme de courbure de celle-ci. On notera que, pour un cocycle donné (aλµν). on
peut prendre α, les fλµ et les ηλ à valeurs réelles, et que (Fλµ) est alors à valeurs
dans le groupe multiplicatif E = e(R) des nombres complexes de valeur absolu 1.

Enfin soit (Xι) un recouvrement ouvert de V , simple ou non ; soit (Fικ) un
système de fonctions de transition pour (Xι), à valeurs dans C∗. S’il existe un
système de formes (ηι), définies respectivement dans les Xι, telles que l’on ait

(5.3) ηκ − ηι =
1

2πi
F−1
ικ dFικ

dans Xικ chaque fois que Xικ n’est pas vide, on dira encore que c’est là une
connexion attachée à (Fικ) et que la forme α qui, dans ces conditions, coïncide
avec dηι dans Xι quel que soit ι est la forme de courbure de cette connexion. Il
y aura un recouvrement simple (Uλ) plus fin que (Xι), donc tel que Uλ ⊂ Xφ(λ)

quel que soit λ, pour φ choisi convenablement ; alors (Fφ(λ)φ(µ)) sera un système 90
de fonctions de transition pour (Uλ), (ηφ(λ)) sera une connexion pour ce système,
et α sera la forme de courbure de celle-ci ; il résulte donc de ce qui précède que α
sera encore de classe entière.

Nous avons ainsi, entre autres résultats, démontré le lemme suivant :

Lemme 5.2. Pour qu’une forme fermée de degré 2 sur une variété V soit de classe Lemme 2
entière, il faut et il suffit que ce soit la forme de courbure d’une connexion attaché
à un système de fonctions de transition à valeurs dans C∗.

On peut facilement tirer de là, pour les classes d’homologie de degré 2 et les appli-
cations différentiables, un résultat élémentaire bien connu en théorie de l’homologie,
d’après lequel l’image transposée, par une application continue, d’une classe entière
est une classe entière. Soit en effet φ une application (différentiable, comme tou-
jours) d’une variété V dans une variété W ; soit α une forme fermée de degré 2, de
classe entière sur W . Il y aura un recouvrement ouvert (Xι) de W , un système de
fonctions de transition (Fικ) à valeurs dans C∗, relatif à ce recouvrement, et une
connexion (ηι) pour ce système, tels que α soit la forme de courbure de la connexion
(ηι). Mais alors les φ−1(Xι) forment un recouvrement ouvert de V ; les (Fικ ◦ φ)
forment un système de fonctions de transition pour celui-ci ; et φ∗α est la forme de
courbure de la connexion (φ∗ηι) pour ce système.

5.4. Le cas qui nous intéresse est celui des variétés à structure complexe. Sur une no 4
telle variété V , considérons une forme réelle fermée α, de bidegré (1, 1) ; d’après
le cor. 4.12, tout point de V a un voisinage dans lequel on peut mettre α sous la
forme α = (2πi)−1d′d′′Φ, où Φ est une fonction à valeurs réelles ; autrement dit, il
y aura un recouvrement ouvert (Xι) de V tel que, dans chacun des Xι, α puisse
s’écrire sous cette forme. Soit (Uλ) un recouvrement simple de V , de nerf N , plus
fin que (Xι) ; il y aura des fonctions Φλ à valeurs réelles, définies respectivement
dans les Uλ, telles qu’on ait α = (2πi)−1d′d′′Φλ dans Uλ. On peut alors appliquer
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à la fonction Φµ − Φλ, dans Uλµ, le cor. 2.4, qui montre qu’elle est, dans Uλµ, la
partie réelle d’une fonction holomorphe bien déterminé à une constante additive
purement imaginaire près. Il revient au même de dire qu’on peut, dans chaque Uλµ

non vide, déterminer une fonction holomorphe fλµ de telle sorte que l’on ait :

(5.4) Φµ − Φλ = −2πi(fλµ − f̄λµ);

les fλµ sont bien déterminées à des constantes réelles près, ce qui implique que fµλ
ne peut différer de −fλµ que par une telle constante ; par un choix convenable des91
fλµ, on peut donc faire en sorte que l’on ait toujours fµλ = −fλµ.

Posons ηλ = −(2πi)−1d′Φλ ; ηλ sera une forme de bidegré (1, 0) dans Uλ ; on aura
α = dηλ dans Uλ, et ηµ − ηλ = dfλµ dans Uλµ puisqu’on a d′′fλµ = 0 et d′f̄λµ = 0.
Si on pose, pour {λ, µ, ν} ∈ N :

aλµν = fµν − fλν + fλµ,

aλµν sera une fonction holomorphe dans Uλµν , à valeurs réelles en vertu de (5.4),
donc constante (d’après le cor. 2.4), et (aλµν) sera un cocycle de N à valeurs réelles,
correspondant, d’après ce qu’on vient de voir, à la forme α. Tout autre cocycle réel
(a′λµν) de même classe ne différera de celui-là que par un cobord, c’est-à-dire par
un cocycle de la forme bµν−bλν+bλµ, les bλµ étant réels ; en remplaçant les fλµ par
les fonctions f ′λµ = fλµ + bλµ qui satisfont aussi aux conditions qu’on a imposées
aux fλµ, le cocycle (aλµν) sera remplacé par (a′λµν). Autrement dit, on peut, par un
choix convenable de fλµ, faire en sorte que (aλµν) soit l’un quelconque des cocycles
dont la classe correspond à celle de α.

Supposons en particulier que α soit de classe entière ; alors, par un choix conve-
nable des fλµ satisfaisant à (5.4), on peut faire en sorte que les aλµν soient entiers.
Mais alors les fonctions holomorphes Fλµ = e(fλµ) forment un système de fonc-
tions de transition à valeurs dans C∗. En tenant compte du lemme 5.2, on a donc
démontré ce qui suit :

Proposition 5.3. Pour qu’une forme fermée α de bidegré (1, 1), sur une variétéProp. 1
complexe V , soit de classe entière. il faut et il suffit que ce soit la forme de courbure
d’une connexion attachée à un système de fonctions de transition holomorphes à
valeurs dans C∗.

Sur une variété kählérienne compacte, on a un résultat plus précis :

Théorème 5.4. Soit a une classe de cohomologie de degré 2 sur une variété com-Th. 1
pacte de type kählérien. Pour que a soit une classe entière de bidegré (1, 1), il faut
et il suffit que ce soit la classe de courbure d’un système (Fικ) de fonctions de
transition holomorphes à valeurs dans C∗. De plus, s’il en est ainsi, toute forme
α de bidegré (1, 1) et de classe a est la forme de courbure d’une connexion (ηι) de
bidegré (1, 0) attachée au système (Fικ).

La nécessité de la condition résulte de la prop. 5.3. Réciproquement, soit (Fικ)
un système de fonctions de transition holomorphes, à valeurs dans C∗, attaché à92
un recouvrement ouvert (Xι) d’une variété kählérienne compacte V ; supposons que
ce système possède une connexion (ηι), c’est-à-dire que les ηι satuisfassent aux re-
lations (5.3) dans les Xικ . Les seconds membres de ces relations étant de bidegré
(1, 0), elles restent satisfaites si on remplace, pour chaque ι, ηι par P1,0(ηι) ; on
peut donc supposer que la connexion (ηι) est de bidegré (1, 0), c’est-à-dire formée
de formes de ce bidegré. Soit α sa forme de courbure ; on aura alors P0,2(α) = 0,
de sorte qu’on pourra écrire α = α′ + α′′, où α′, α′′ sont de bidegré (2, 0) et (1, 1)
respectivement. D’après le th. 4.6, les formes Hα′, Hα′′ ont ces mêmes bidegrés.
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Mais, comme la classe a de α est entière et a fortiori réelle en vertu du lemme 5.2,
la forme Hα = Hα′ +Hα′′, qui est la forme harmonique de classe a, est réelle ; ses
composantes bihomogènes de bidegrés (2, 0) et (0, 2) sont donc imaginaires conju-
guées l’une de l’autre ; comme l’une est Hα′ et l’autre 0, on a donc Hα′ = 0, de
sorte que Hα est de bidegré (1, 1). On a donc démontré que a est de bidegré (1, 1).
Soit maintenant α1 une forme de bidegré (1, 1) et de classe a ; on va montrer que
c’est la forme de courbure d’une connexion (ηι + β) attachée à (Fικ) avec β de
bidegré (1, 0), ou, ce qui revient au même, qu’on peut trouver une forme β de bi-
degré (1, 0) sur V , telle que dβ = α1 −α. Or, comme α1 −α est homologue à 0, on
peut l’écrire sous la d(β′ + β′′), où β′, β′′ sont de bidegré (1, 0) et (0, 1), respecti-
vement ; et, si on écrit que la composante de bidegré (0, 2) de cette forme est 0, on
obtient d′′β′′ = 0. Dans la relation dβ′′ = d∆Gβ′′, qui se déduit immédiatement de
β′′ = Hβ′′+ δFβ′′, remplaçons ∆ par 2d′′δ′′+2δ′′d′′ (th. 2.11) ; puis observons que
d′′Gβ′′ = 0 puisque d′′β′′ = 0 et que G est permutable avec d′′ (th. 4.6) ; et enfin
remplaçons dd′′ par −dd′. Il vient dβ′′ = dγ, avec γ = −2d′δ′′Gβ′′. Mais, en vertu
des propriétés d’homogénéité des opérateurs d′, δ′′, G, la forme γ est de bidegré
(1, 0). En prenant β = β′ + γ, on satisfera aux conditions qu’on s’est imposées.

Corollaire 5.5. Soit (Uλ) un recouvrement simple de nerf N d’une variété com- Cor.
pacte V de type kählérien ; soit (Fλµ) un système de fonctions de transition holo-
morphes, à valeurs dans C∗, attaché à ce recouvrement. On suppose que la classe
de courbure du système (Fλµ) est 0. Alors il y a un système (eλµ) de fonctions de
transition constantes à valeurs dans E ( groupe multiplicatif des nombres complexes
de valeurs absolue 1), et un système (φλ) de fonctions holomorphes partout ̸= 0,
définies respectivement dans les Uλ, tels que l’on ait Fλµ = eλµφλφ

−1
µ dans Uλµ

chaque fois que {λ, µ} ∈ N . De plus, les φλ sont déterminés par là d’une manière
unique à des facteurs constants près.

Appliquons le th. 5.4 ; il montre qu’il y a une connexion (ηλ) attachée à (Fλκ)
et telle que les ηλ soient fermées et de bidegré (1, 0) ; on pourra donc les écrire sous 93
la forme ηλ = dψλ, et les ψλ seront des fonctions holomorphes. Par définition d’une
connexion, cela veut dire que les fonctions

cλµ = Fλµe(ψλ − ψµ)

sont constantes ; il est clair de plus qu’elles forment un système de fonctions de
transition à valeurs dans C∗ ; ce système, et le système de fonctions (e(−ψλ)), sa-
tisfont déjà à toutes les conditions de l’énoncé, sauf à celle qui exige que le premier
soit à valeurs dans E ; on va les modifier de manière à satisfaire aussi à cette condi-
tion. Pour cela, observons que (log |cλµ|) est un système de fonctions de transition
à valeurs dans le groupe additif R ; autrement dit, c’est un cocycle réel de N ; soit
a sa classe ; d’après les résultats du §5.2, si α est une forme réelle de classe a, il y
aura des fonctions gλ à valeurs réelles, respectivement définies dans les Uλ, telles
que dgλ = α dans Uλ et gλ − gµ = log |cλµ| dans Uλµ. Supposons V munie d’une
structure kählérienne, et prenons pour α la forme harmonique de classe a ; on aura
alors d′α = 0, donc d′d′′gλ = 0 dans Uλ ; d’après le cor. 2.4, gλ sera donc, dans Uλ,
la partie réelle d’une fonction holomorphe θλ, et θµ − θλ sera une constante dans
Uλµ ; la partie réelle de celle-ci étant log |cλµ|, on pourra donc écrire, dans Uλµ :

θµ − θλ = log |cλµ|+ 2πiaλµ,

avec aλµ réels. Pour satisfaire aux conditions du corollaire, il suffira alors de poser:

eλµ = e(−aλµ)cλµ|cλµ|−1 , φλ = e(−ψλ − 1

2πi
θλ).

Quant à l’unicité des φλ, tout revient à montrer que, si Fλµ = 1 chaque fois que
{λ, µ} ∈ N , les φλ sont constants. Or, s’il en est ainsi, on a |φλ| = |φµ| dans Uλµ
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pour {λ, µ} ∈ N ; il y a donc une fonction Φ sur V qui coïncide avec log |φλ|2 dans
Uλ quel que soit λ ; d’après le cor. 2.4 et le cor. 2.10, on a donc ∆Φ = 0, et par suite
dΦ = 0. Sur Uλ, log |φλ|2 est donc constante ; d’après le cor. 2.4, cela implique que
les φλ elles-mêmes sont constantes.

5.5. Il est souvent commode, lorsqu’on applique le lemme 5.2, de se servir en mêmeno 5
temps du résultat suivant :94

Proposition 5.6. Soit (Fικ) un système de fonctions de transition holomorphes,Prop. 2
à valeurs dans C∗, attaché à un recouvrement ouvert (Xι) d’une variété à structure
complexe. Soit (Φι) un système de fonctions à valeurs réelles, définies respective-
ment dans les Xι, tel que l’on ait dans Xικ, chaque fois que Xικ n’est pas vide:

Φκ − Φι = log |Fικ |2.
Alors le système de formes (ηι), avec ηι = (2πi)−1d′Φι, est une connexion pour
(Fικ), et sa forme de courbure est donnée par α = −(2πi)−1d′d′′Φι dans Xι quel
que soit ι.

Il suffit, pour le voir, d’écrire la relation ci-dessus sous la forme

Φκ − Φι = logFικ + log F̄ικ

et d’appliquer d′ aux deux membres.

Corollaire 5.7. Si Ω est la forme de bidegré (1, 1) sur l’espace projectif Pn qui aCor. 1
été définie au §3.5, (2π)−1Ω est une forme de classe entière.

En effet, avec les notations du §3.5, les ouverts Uν forment un recouvrement de
Pn ; les fonctions Fµν = x−1

ν xµ forment un système de fonctions de transition pour
ce recouvrement ; alors, en prenant

Φν = log

(
n∑

µ=0

|x−1
ν xµ|2

)
,

la prop. 5.6 s’applique, et on en conclut que (2π)−1Ω est la forme de courbure d’une
connexion du système (Fµν).

Corollaire 5.8. Toute variété compacte à structure complexe admettant une ap-Cor. 2
plication holomorphe et partout localement birégulière dans un espace projectif com-
plexe est une variété de Hodge.

En effet, si V est une telle variété, et φ l’application en question, la forme
(2π)−1φ∗Ω, où Ω est définie comme au corollaire 5.7, est de classe entière sur V ;
comme on a montré au §3 que c’est la forme fondamentale d’une structure käh-
lérienne de V , le résultat s’ensuit. Rappelons qu’on l’avait déjà obtenu autrement
au §4.8 ; mais ici on obtient en même temps la construction explicite d’une forme
fondamentale de classe entière.

Corollaire 5.9. Soit V une variété à structure complexe. Il y a sur V une classe deCor. 3
cohomologie entière a de degré 2, telle que, si Ω est l’une quelconque des formes de95
bidegré (1, 1) qu’on peut définir sur V par application du cor. 2.5, la forme (2π)−1Ω
soit de classe a.

On notera qu’il existe toujours de telles formes, car V est orientable (2.1), de
sorte que, si n est sa dimension complexe, on peut toujours, par exemple au moyen
d’une partition de l’unité, y construire des formes de degré 2n, réelles et partout
> 0. Soit (Xι) un recouvrement de V par des ouverts Xι dont chacun admette une
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carte sur un ouvert de Cn au moyen de coordonnées complexes locales (zι1, . . . , zιn).
Dans Xικ , on pourra écrire

dzκ1 ∧ · · · ∧ dzκn = Jικdzι1 ∧ · · · ∧ dzιn,
où Jικ est une fonction holomorphe partout ̸= 0, à savoir le jacobien des zκi par
rapport aux zιi. Il est immédiat que (Jικ) est un système de fonctions de transition
à valeurs dans C∗. Dans ces conditions, le corollaire résulte immédiatement de
l’application de la prop. 5.6 à ce système.

La classe a définie sur une variété complexe V au moyen du corollaire ci-dessus
est connue sous le nom de classe de Chern de degré 2 de la variété V . Si V est
l’espace projectif Pn, et qu’on désigne cette fois par Ω0 la forme définie au §3.5, un
calcul facile montre que la classe de Chern est celle de la forme −(2π)−1(n+1)Ω0.

Corollaire 5.10. Soient V une variété analytique complexe possédant une structure Cor. 4
de Bergmann (§3.9), et G un groupe d’automorphismes analytiques complexes de
V satisfaisant à la condition (D0) du §3.9. Alors, si V/G est compacte, c’est une
variété de Hodge.

Il résulte en effet du cor. 3.12 et du cor. 5.9 ci-dessus que la classe de la forme
fondamentale définie sur V/G par passage au quotient à partir de la structure de
Bergmann sur V n’est autre que la classe de Chern de V/G, au facteur (2π)−1

près ; à ce facteur près, la forme fondamentale en question est donc bien de classe
entière.

5.6. SoitD un diviseur sur une variété complexe V . Par définition d’un diviseur (v. no 6
§A.5), et d’après les résultats rappelés plus haut au §5.2, il existe un recouvrement
simple (Uλ) de V tel que, dans chaque Uλ, on puisse écrire D = div(φλ), φλ étant
une fonction méromorphe dans Uλ. Alors φλ et φµ induisent sur Uλµ des fonctions
ayant même diviseur, quand Uλµ n’est pas vide, de sorte que Fλµ = φ−1

λ φµ est
holomorphe et partout ̸= 0 dans Uλµ ; il est immédiat dans ces conditions que
(Fλµ) est un système de fonctions de transition holomorphes à valeurs dans C∗.
Si on remplace les φλ par d’autres fonctions φ′

λ satisfaisant encore à D = div(φ′
λ) 96

dans Uλ, on aura φ′
λ = φλgλ, les gλ étant des fonctions holomorphes partout ̸= 0

dans les Uλ ; le système des Fλµ sera alors remplacé par le système des fonctions
F ′
λµ = g−1

λ Fλµgµ. Si (ηλ) est une connexion pour le système (Fλµ), on définira une
connexion (η′λ) pour (F ′

λµ) en posant

η′λ = ηλ + (2πi)−1d log(gλ).

Celle-ci a même forme de courbure que la précédente ; donc les systèmes (Fλµ), (F
′
λµ)

ont même classe de courbure. Celle-ci ne change pas non plus, comme on a vu au
§5.3, si on remplace (Uλ) par un recouvrement plus fin. Si on observe de plus qu’il
y a toujours un recouvrement simple plus fin que deux recouvrements donnés, on
en conclut que la classe de courbure du système (Fλµ) ne dépend, ni du choix des
φλ, ni du choix du recouvrement (Uλ), mais seulement du diviseur D ; on la notera
a(D) ; il résulte du lemme 5.2 que c’est une classe entière, et il résulte du th. 5.4
que, si V est compacte de type kählérien, c’est une classe de bidegré (1, 1).

Si par exemple on prend pour D l’hyperplan
∑n

ν=0 aνxν = 0 dans l’espace pro-
jectif Pn, on pourra l’écrire, dans chaque ensemble Uµ du recouvrement de Pn

défini au §3.5, sous la forme D = div(
∑

ν aνxν/xµ) ; il détermine donc le système
de fonctions de transition Fλµ = x−1

µ xλ, qui est celui même qu’on a considéré dans
la démonstration du cor. 5.7 ci-dessus ; la classe a(D) est donc la classe de la forme
(2π)−1Ω qui apparaît dans ce corollaire.
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5.7. Supposons désormais la variété V connexe, et désignons par Ṽ son revêtementno 7
universel, muni de la structire analytique complexe image réciproque de celle de V
par la projection canonique π de Ṽ sur V (§3.3). Soit G le groupe fondamental de V ,
considéré comme groupe d’automorphisme de Ṽ , de sorte que V = Ṽ /G ; on notera
σũ le transformé par σ ∈ G d’un point ũ de Ṽ . Si ũ est un point de Ṽ , et u = π(ũ)

sa projection sur V , π détermine un isomorphisme d’un voisinage Ũ de ũ sur son
image U dans V , au sens des structures complexes ; par suite (avec les notations
de l’Appendice A.2) π détermine des isomorphismes de l’anneau Aũ(Ṽ ), du corps
Kũ(Ṽ ), et du groupe des germes de diviseur en ũ sur Ṽ sur l’anneau Au(V ), le
corps Ku(V ), et le groupe des germes de diviseur en u sur V , respectivement ; le
dernier de ces isomorphismes sera encore appelé projection.

Une fonction méromorphe φ̃ non partout nulle sur Ṽ sera dite multiplicative 2 si,
quels que soient les points ũ, ũ′ sur Ṽ ayant même projection u sur V , les germes97
déterminés en ũ et en ũ′ par div(φ̃) ont même projection sur V ; cette projection
est donc un germe de diviseur Du en u sur V qui, pour une fonction multiplicative
donnée φ̃, ne dépend que de u ; il est immédiat, en vertu des isomorphismes locaux
déterminés par π sur les ouverts suffisamment petits dans Ṽ , que l’application u 7→
Du détermine un diviseur sur V ; celui-ci s’appellera le diviseur de φ̃ relativement
à V , ou parfois, par abus de langage et quand aucune confusion n’est possible, le
diviseur de φ̃, et se notera divV (φ̃) ou parfois div(φ̃).

Si f est une fonction méromorphe sur Ṽ , et si σ ∈ G, on écrirera fréquemment
fσ au lieu de f ◦ σ ; c’est la fonction méromorphe définie par fσ(ũ) = f(σũ) (cf.
Appendice A.7). Pour que la fonction méromorphe φ̃ non partout nulle sur Ṽ soit
multiplicative, il faut et il suffit que φ̃σ ait même diviseur que φ̃ quel que soit σ ∈ G,
ou autrement dit que le diviseur de φ̃ sur Ṽ soit invariant par G ; il résulte alors de ce
qui précède que ce diviseur n’est autre que π−1(divV (φ̃)). La même condition peut
encore s’exprimer en disant que la fonction fσ = φ̃σφ̃−1 est holomorphe et partout
̸= 0 sur Ṽ quel que soit σ ∈ G ; il est immédiat qu’on a alors fστ = (fσ)

τfτ quels
que soient σ, τ dans G. En particulier, si les fσ sont des constantes, l’application
σ 7→ fσ est une représentation de G dans C∗ ; on dit dans ce cas que φ̃ est à
multiplicateurs constants, les fσ étant ses « multiplicateurs ».

Si en particulier φ̃ est une fonction multiplicative holomorphe à multiplicateurs
constants, partout ̸= 0 sur Ṽ , (2πi)−1d log φ̃ est une forme holomorphe invariante
par G ; c’est donc l’image transposée π∗ζ par π d’une forme fermée ζ holomorphe
sur V . Réciproquement, si ζ est une forme fermée de degré 1, holomorphe sur V , π∗ζ
sera (puisque Ṽ est simplement connexe ; cf. §5.2 ci-dessus) la différentielle d’une
fonction holomorphe f̃ sur Ṽ , qui prend le nom d’intégrale de première espèce (rela-
tive à V , ou, par abus de langage, sur V ) lorsque V est compacte de type kählérien.
La fonction e(f) est alors multiplicative à multiplicateurs constants, holomorphe
et partout ̸= 0 sur Ṽ . Une fonction méromorphe multiplicative θ sur Ṽ , telle que
θσθ−1 soit, pour tout σ ∈ G, multiplicative à multiplicateurs constants, s’appelle
une fonction thêta sur Ṽ (relative à V , ou au groupe G) ; ce nom est parfois réservé
aux fonctions holomorphes ayant ces propriétés.

5.8.no 8

Proposition 5.11. Soient V une variété connexe à structure complexe, Ṽ sonProp. 3
revêtement universel, θ uns fonction thêta sur Ṽ , on suppose que l’espace vectoriel
sur C engendré par les formes d log(θσθ−1), quand σ parcourt le groupe fondamental
G de V , est de dimension finie sur C. Alors, si D = divV (θ), la classe a(D) est dans

2. On réserve parfois ce nom aux fonctions à multiplicateurs constants.
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le sous-anneau de H (V ) engendré par H 1(V ) ; si de plus θ est à multiplicateurs
constants, on a a(D) = 0.

Pour σ ∈ G, posons Fσ = θσθ−1 ; par l’hypothèse, on a : 98

(5.5)
1

2πi
d logFσ = π∗ζσ,

ζσ étant une forme fermée holomorphe sur V ; et les ζσ peuvent toutes s’écrire
comme combinaisons linéaires à coefficients constants d’un nombre fini d’entre elles
ζ1, . . . , ζd, qu’on peut choisir linéairement indépendantes. Soit (Uλ) un recouvre-
ment simple de V . Pour chaque λ, π−1(Uλ) est un revêtement de Uλ ; Uλ étant
simplement connexe, π induit donc sur chaque composante connexe de π−1(Uλ) un
isomorphisme de cette composante sur Uλ. Choisissons, our chaque λ, une compo-
sante Ũλ de π−1(Uλ) ; soit φλ la fonction méromorphe dans Uλ qui se déduit de la
fonction induite par θ sur Ũλ au moyen de l’isomorphisme Ũλ sur Uλ induit par π ;
autrement dit, on a, dans Ũλ, θ = φλ ◦π. On a alors D = div(φλ) dans Uλ, de sorte
que les fonctions Fλµ = φ−1

λ φµ forment, au sens du §5.6, un système de fonctions
de transition holomorphes, à valeurs dans C∗, attaché au diviseur D. Chaque fois
que Uλµ n’est pas vide, il y aura une composante connexe Ũ de π−1(Uλµ) qui sera
contenue dans Ũµ, et un élément σ de G tel que Ũ soit contenue dans σŨλ. Pour
ũ ∈ σ−1Ũ et u = π(ũ), on aura θ(ũ) = φλ(u), θ(σũ) = φµ(u) et θ(σũ) = Fσ(ũ)θ(ũ),
donc Fλµ(u) = Fσ(ũ), d’où, d’après (5.5) et d’après ce qu’on a vu au sujet des ζσ :

1

2πi
d logFλµ =

d∑
i=1

cλµiζi,

où les cλµi sont des constantes. Comme (Fλµ) est un système de fonctions de transi-
tion à valeurs dans C∗, on conclut aussitôt de là que, pour chaque i, (cλµi) est un tel
système, à valeurs dans le groupe additif C ; autrement dit, c’est un cocycle du nerf
de (Uλ). D’après ce qu’on a vu au §5.2, on peut donc, pour chaque i, déterminer un
système (fλi) de fonctions, respectivement définies dans les Uλ, telles que l’on ait
cλµi = fµi−fλi dans Uλµ ; et il y a sur V une forme fermée β, qui coïncide avec dfλi
dans Uλ quel que soit λ. Alors (

∑
fλiζi) est une connexion pour (Fλµ) ; sa forme

de courbure, qui est de classe a(D) par définition, est
∑
βi ∧ ζi. Cela démontre la

première partie de la proposition. Si θ est à multiplicateurs constants, on a ζσ = 0
pour tout σ ∈ G, donc (0) est une connexion pour (Fλµ), ce qui démontre bien
a(D) = 0.

On observera que, d’après la formule (5.5), l’hypothèse faite sur θ dans l’énoncé
de la prop. 5.11 est vérifié d’elle-mêmes si l’espace des formes fermées holomorphes
sur V est de dimension finie, donc en particulier si V est compacte de type kählérien, 99
puisqu’en ce cas cet espace est isomorphe à H 1,0(V ). Dans ce cas, on a des résultats
plus précis :

Théorème 5.12. Soient V une variété compacte connexe de type kählérien et D un Th. 2
diviseur sur V . Alors, pour que D soit le diviseur relativement à V d’une fonction
thêta sur le revêtement universel Ṽ de V , il faut et il suffit que a(D) soit dans le
sous-anneau de H (V ) engendré par H 1(V ).

La condition est nécessaire d’après la prop. 5.11 ; on va démontrer la réciproque.
Soit (ζ1, . . . , ζq) une base pour l’espace vectoriel des formes de première espèce de
degré 1 sur V ; H 1(V ) étant somme directe de H 1,0(V ) et H 0,1(V ) d’après le th.
4.14, les classes des formes ζi, ζ̄i constituent une base pour H 1(V ). L’hypothèse
sur a(D) équivaut donc à dire que a(D) contient une forme α qui est combinaison
linéaire à coefficients constants des formes ζi∧ζj , ζi∧ζ̄j , ζ̄i∧ζ̄j ; dans cette expression
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de α, soient α0, α1, α2 les sommes de ces trois sortes de termes, qui sont des formes
fermées de bidegrés respectif (2, 0), (1, 1), (0, 2). D’après la définition de a(D) au
§5.6 et le th. 5.4, a(D) est de bidegré (1, 1) ; d’après le th. 4.14, α0 et α2 sont
donc homologues à 0. Autrement dit, on peut choisir dans la classe a(D) une forme
α qui soit combinaisons linéaire des ζi ∧ ζ̄j et puisse donc s’écrire sous la forme∑q

i=1 ζi ∧ ζ̄ ′i, les ζ ′i étant des formes de première espèce. Sur Ṽ , on pourra écrire

π∗ζi = dfi, π
∗ζ ′i = df ′i

(fi et f ′i étant donc des « intégrales de première espèce »), d’où π∗α = d′d′′Φ avec

Φ =

q∑
i=1

fif̄ ′i .

Soit (Uλ) un recouvrement simple de V , assez fin pour que, dans chaque Uλ, on
puisse écrire D = div(φλ), φλ étant méromorphe dans Uλ ; soit Fλµ = φ−1

λ φµ dans
Uλµ lorsque Uλµ n’est pas vide. D’après le th. 5.4, il y a une connexion (ηλ) de
bidegré (1, 0) attachée au système (Fλµ) et ayant pour forme de courbure la forme
α définie ci-dessus.

Comme dans la démonstration de la prop. 5.11, choisissons pour chaque λ une
composante connexe Ũλ de π−1(Uλ) ; alors (σŨλ), où σ parcourt G et λ l’ensemble
d’indices du recouvrement (Uλ), est un recouvrement simple de Ṽ . Soit Φλ la fonc-
tion dans Uλ telle que l’on ait Φ = Φλ ◦ π dans Ũλ. Dans Uλ, on aura donc
dηλ = d′d′′Φλ, c’est-à-dire que ηλ + d′Φλ est une forme fermée dans Uλ ; il y a
donc, dans Uλ, une fonction gλ telle que dgλ = ηλ + d′Φλ ; comme dgλ est de bide-
gré (1, 0), gλ est holomorphe. Si alors on remplace les φλ, respectivement, par les100
fonctions φλe(−gλ), on voit immédiatement que les fonctions Fλµ sont remplacées
par d’autres admettant la connexion (−d′Φλ). On peut donc supposer qu’on a, par
un choix convenable des φλ, fait en sorte qu’il en soit ainsi ; alors

1

2πi
d logFλµ

coïncidera avec d′Φλ − d′Φµ dans Uλµ. Comme dans la démonstration de la prop.
5.11, soient Ũ la composante connexe de π−1(Uλµ) qui est contenue dans Ũµ, et
σ l’élément de G tel que σŨλ contienne Ũ ; pour ũ ∈ σ−1Ũ et u = π(ũ), on aura
Φ(ũ) = Φλ(u), Φ(σũ) = Φµ(u), et par suite :

π∗(d′Φλ − d′Φµ) = d′Φ− d′Φσ =
∑
i

(f̄ ′i − f̄ ′i
σ
)dfi.

Mais les coefficients des dfi dans le dernier membre sont des constantes. On aura
donc finalement :

1

2πi
d logFλµ =

q∑
i=1

cλµiζi,

les cλµi étant des constantes. Il revient au même de dire que si l’on pose, dans σŨλ,
φ̃σλ = φλ ◦ π, et dans σŨλ ∩ τŨµ, chaque fois que cette ensemble n’est pas vide :

γσλ,τµ = φ̃−1
σλ φ̃τµe(−

∑
i

cλµifi),

les γσλ,τµ sont des constantes. Posons alors :

Γσλ,τµ = (γσλ,τµ; cλµ1, . . . , cλµq);

c’est là un élément du groupe C∗ × Cq, produit de C∗ et du groupe additif Cq

des vecteurs dans l’espace numérique de dimension q sur C. Il est immédiat que
(Γσλ,τµ) forme un système de fonctions de transition constantes à valeurs dans ce
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groupe C∗ × Cq, relatif au recouvrement simple (σŨλ) de Ṽ ; on peut alors lui
appliquer le lemme 5.1, d’où il résulte qu’il y a des éléments

Γαλ = (γσλ; cσλ1, . . . , cσλq)

de C∗ ×Cq tels que l’on ait Γσλ,τµ = ΓσλΓ
−1
τµ chaque fois que σŨλ ∩ τŨµ n’est pas 101

vide. Mais cela revient à dire que, si on pose

θσλ = γσλφ̃σλe
(∑

i

cσλifi
)

dans σŨλ, les fonctions θσλ, θτµ coïncident dans σŨλ ∩ τŨµ chaque fois que cet
ensemble n’est pas vide. Il y a donc une fonction méromorphe θ sur Ṽ qui coïncide
avec θσλ dans σŨλ quels que soient σ, λ. Il est immédiat que cette fonction a les
propriétés énoncées dans le théorème.

Corollaire 5.13. Soient V une variété analytique compacte connexe de type käh- Cor.
lérien et D un diviseur sur V . Alors, pour que D soit le diviseur d’une fonction
multiplicative à multiplicateurs constants, il faut que a(D) = 0. Réciproquement, si
a(D) = 0, D est le diviseur d’une fonction multiplicative à multiplicateurs constants
de valeur absolue 1, qui est déterminée par là à un facteur constant près ; si en même
temps D est positif, on a D = 0.

La première assertion est contenue dans la prop. 5.11. Supposons qu’on ait
a(D) = 0. Soit encore (Uλ) un recouvrement simple assez fin pour qu’on ait, dans
chaque Uλ, D = div(φλ) ; appliquant le corollaire 5.5, aux fonctions Fλµ = φ−1

λ φµ,
on voit qu’on pourra les écrire sous la forme eλµψλψ

−1
µ , où les eλµ sont de valeur

absolue 1 et les ψλ sont holomorphes et partout ̸= 0 dans les Uλ ; en remplaçant
donc les φλ par les fonctions φλψλ, on pourra faire en sorte que les Fλµ soient des
constantes de valeur absolue 1. Posons γσλ,τµ = Fλµ chaque fois que σŨλ∩τŨµ n’est
pas vide ; alors (γσλ,τµ) forme un système de fonctions de transition constantes, re-
latif au recouvrement simple σŨλ de Ṽ , à valeurs dans le groupe multiplicatif E des
nombres complexes de valeur absolue 1. On pourra donc, par application du lemme
5.1, l’écrire sous la forme (γσλγ

−1
τµ ), les γσλ étant des éléments de E. Si alors on

pose θσλ = γσλ(φλ◦π) dans σŨλ, on voit qu’il y a une fonction θ sur Ṽ qui coïncide
avec θσλ dans σŨλ quels que soient σ, λ, et que c’est une fonction multiplicative
de diviseur D sur V , à multiplicateurs dans E. Pour démontrer l’unicité ainsi que
la dernière assertion du corollaire, il suffit évidemment de faire voir que, si θ est
holomorphe à multiplicateurs constants de valeur absolue 1, c’est une constante.
Or, si θ est une telle fonction, |θ| est invariante par le groupe G opérant sur Ṽ et
peut donc être considéré comme fonction sur V . Si elle n’est pas constante sur V ,
soient M sa borne supérieure, u un point frontière de l’ensemble des points de V
où |θ| = M , et ũ un point de Ṽ tel que π(ũ) = u ; alors, au voisinage de ũ, θ est
une fonction holomorphe non constante telle que |θ| admette un maximum en ũ, ce
qui est impossible. Si |θ| est constante, le principe du maximum (ou, si l’on préfère, 102
le cor. 2.4) montre de même que θ est constante au voisinage de tout point de Ṽ ,
donc sur Ṽ .

Il peut arriver en particulier que la variété compacte V de type kählérien soit telle
que H 1,1(V ) soit contenu dans le sous-anneau de H (V ) engendré par H 1(V ) ; le
th. 5.12 montre que, sur une telle variété, tout diviseur D est le diviseur d’une
fonction thêta. Si de plus θ est une fonction thêta de diviseur D, et qu’on désigne
par θ0 une fonction thêta de diviseur D−, on aura θ = θ1/θ0, où θ1 = θ0θ admet le
diviseur D+ ; toute fonction thêta est donc alors quotient de deux fonctions thêta
holomorphes. Il en est ainsi, en particulier, de toute fonction méromorphe sur V (ou,
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plus exactement, de l’image transposée sur Ṽ de toute fonction méromorphe sur V ).
Dans le monoïde multiplicatif des fonctions thêta holomorphes sur V , on pourra
définir d’une manière évidente les notions de divisibilité, de fonctions étrangères,
etc. On peut dire alors que toute fonction thêta sur Ṽ peut s’exprimer comme
quotient de deux fonctions thêta holomorphes étrangères l’une à l’autre, qui sont
bien déterminées à des facteurs inversibles près.

6. Tores complexes, fonctions thêta, variétés abéliennes
103

6.1. Comme il est bien connu, l’anneau de cohomologie d’un tore est engendréno 1
par les classes de degré 1 ; cela résulte d’ailleurs de ce qu’on a vu au §4.2 (v. en
particulier le lemme 4.5). Les résultats de la fin du chapitre précédent sont donc
applicables aux tores complexes ; on se propose maintenant de les expliciter dans
ce cas et d’en développer les conséquences.

Considérons d’abord un tore réel de dimension m. Il peut se mettre sous la forme
E/G, où E est un espace vectoriel de dimension m sur R et G un sous-groupe dis-
cret de rang m de E ; E n’est autre que le revêtement universel du tore, et G son
groupe fondamental. On peut aussi, d’une manière évidente, identifier E avec l’es-
pace vectoriel des vecteurs tangents au tore E/G en l’un quelconque de ses points ;
on identifie ainsi l’espace des p-covecteurs sur E avec l’espace des formes différen-
tielles de degré p invariantes par translations sur E/G ; le premier de ces espaces
s’identifie, canoniquement aussi, avec l’espace des formes multilinéaires alternées
sur le produit E×· · ·×E de p facteurs égaux à E (cf. Bourbaki [2, III, §§ 5 et 8]).
Comme il y a, d’après le lemme 4.5 du §4.2, une forme invariante par translation
et une seule dans chaque classe de cohomologie sur E/G, on peut identifier ainsi
Hp(E/G) avec l’espace des p-covecteurs sur E, et H(E/G) avec l’algèbre extérieure
construite sur l’espace des covecteurs sur E. Chaque fois qu’il sera question, dans la
suite, de correspondences canoniques entre certains des espaces mentionés ci-dessus,
il s’agira de celles dont on vient de rappeler la définition.

Soit α une forme différentielle de degré p sur E/G, invariant par translation ;
comme au §4, nous identifierons aussi α avec son image transposée dans E par
l’application canonique de E sur E/G. Prenons pour base dans E un système104
minimal (g1, . . . , gm) de générateurs de G ; pour les coordonnées déterminées par
ce choix de la base, α pourra s’écrire:

α =
∑

i1<···<ip

ai1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

Pour que α soit de classe entière sur E/G, il faut et il suffit que les ai1...ip soient en-
tiers. Rappelons brièvement la démonstration de ce résultat bien connu. En premier
lieu, on vérifie qu’il en est bien ainsi pour p = m = 1, c’est-à-dire pour une forme
α = a dx sur le tore R/Z de dimension 1, ce qu’on peut faire, soit au moyen d’un
recouvrement simple de ce tore (on obtiendra un tel recouvrement en prenant les
images sur R/Z de trois intervalles ouverts convenablement choisis sur R), soit en
montrant que toute période d’une différentielle de degré 1 sur R/Z est un multiple
entier de l’intégrale de cette différentielle sur [0, 1]. Comme l’application

(x1, . . . , xm) 7→ xi

de E sur R détermine pour tout i, par passage au quotient, un homomorphisme
de E/G sur R/Z, on en conclut que, pour tout i, la forme dxi, image transposée
de dx par cet homomorphisme, est de classe entière sur E/G ; il en est donc de
même de toute forme dxi1 ∧ · · · ∧ dxip , et par suite de toute combinaison linéaire
de telles formes à coefficients entiers. Réciproquement, quels que soient i1, . . . , ip,
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l’application (u1, . . . , up) 7→
∑p

ν=1 uνgiν détermine par passage au quotient un ho-
momorphisme du tore Rp/Zp dans E/G ; si on a pris i1 < · · · < ip, l’image trans-
posée par cette application de la forme α écrite ci-dessus est ai1...ipdu1 ∧ · · · ∧ dup ;
si α est de classe entière, il en est de même de cette dernière forme. Or l’intégrale
de celle-ci sur Rp/Zp est une période et est égale à ai1...ip . Plus généralement, on
démontre que les périodes d’une forme α de degré p sur E/G sont les combinaisons
linéaires à coefficients entiers de celles qu’on obtient en intégrant sur Rp/Zp l’image
transposée de α par l’homomorphisme de Rp/Zp dans E/G obtenus par passage
au quotient à partir de l’application

(u1, . . . , up) 7→
p∑

ν=1

uνg
′
ν

où g′1, . . . , g
′
p sont p éléments quelconques de G. On en conclut que, pour qu’une

forme α, invariante par translation, soit de classe entière, il faut et il suffit que la
forme multilinéaire alternée sur E× · · ·×E qui lui est canoniquement associée soit
à valeur entières sur G× · · · ×G ; les valeurs qu’elle prend sur G× · · · ×G, et leurs 105
combinaisons linéaires à coefficients entiers, sont en effet les périodes de α.

Nous aurons à nous servir des résultats ci-dessus que pour p = 2 ; pour ce cas,
nous les énoncerons sous forme de lemme:

Lemme 6.1. Soit α une forme différentielle de degré 2, invariante par translation Lemme 1
sur un tore E/G. Pour que α soit de classe entière, il faut et il suffit que la forme
bilinéaire alternée sur E × E qui lui est canoniquement associée soit à valeurs
entières sur G×G.

En ce qui concerne les formes alternées ayant cette propriété, nous aurons besoin
du lemme suivant:

Lemme 6.2. Soit A une forme bilinéaire alternée sur E × E, à valeurs entières Lemme 2
sur G×G. Soit E0 le sous-espace de E formé des x ∈ E tels que A(x, g) = 0 quel
que soit g ∈ G ; soit G0 = G ∩ E0. Alors E0 est le sous-espace de E engendré par
G0 ; A s’annule sur E × E0 et sur E0 × E ; et il existe une forme bilinéaire B sur
E × E, nulle sur E × E0 et sur E0 × E, à valeurs entières sur G×G, et telle que
A(x, y) = B(x, y)−B(y, x) quels que soient x, y.

Montrons d’abord qu’il existe B, à valeurs entières sur G×G, telle que A(x, y) =
B(x, y)−B(y, x). Pour cela, prenons dans E une base formée d’un système minimal
de générateurs de G ; A s’ecrira alors

(6.1) A(x, y) =
∑
i<j

aij(xiyj − xjyi)

avec des aij entiers, et on satisfera aux conditions ci-dessus en prenant B(x, y) =∑
i<j aijxiyj . Pour la même base, chacune des équations A(x, g) = 0 qui définissent

E0 est à coefficients entiers ; il s’ensuit, comme on sait que E0 est engendré par ses
points à coordonnées rationnelles (cf. p. ex. Bourbaki [2, II, §5, no 3]), donc aussi
par ses points à coordonnées entières par rapport à la base en question ; or ceux-ci
ne sont autres que les points de G0. La relation G0 = G ∩ E0 implique, comme on
sait, que G0 admet un supplementaire G1 dans G (cf. Bourbaki [2, VII, §4,no 3,
cor. du th. 1]), c’est-à-dire que G est somme direct de G0 et G1 ; E est alors somme
direct de E0 et de l’espace vectoriel E1 engendré sur R par G1. Soit f l’application
canonique de E sur l’espace E∗ = E/E0 ; f induit sur E1 un isomorphisme de E1

sur E∗ qui applique G1 sur le groupe G∗ = f(G). Alors A détermine, pas passage au
quotient, une forme alternée A∗ sur E∗×E∗, à valeurs entières sur G∗×G∗, telle que 106
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A(x, y) = A∗(f(x), f(y)). D’après ce qui précède, il y aura une forme bilinéaire B∗

sur E∗×E∗, à valeurs entières sur G∗×G∗, telle que A∗(u, v) = B∗(u, v)−B∗(v, u)
quels que soient u, v dans E∗. Alors la forme B(x, y) = B∗(f(x), f(y)) aura toutes
les propriétés énoncées dans le lemme.

Les hypothèses étant celles du lemme 6.2, toute forme B ayant les propriétés
énoncées dans ce lemme sera dite une forme satellite de A sur G×G.

Avec les notations du lemme 6.2, la codimension de E0 dans E s’appelle, comme
on sait, le rang de A ; c’est toujours un nombre pair. On sait que, si A est de rang
2p, on peut toujours choisir un système minimal (g1, . . . , gm) de générateurs de G
de telle sorte que, ce système étant pris pour base, A soit donné par une formule:

(6.2) A(x, y) =

p∑
α=1

eα(xαyp+α − yαxp+α)

où les eα sont des entiers non nuls ; une telle base de G sera dite adaptée à A. On
peut même faire en sorte que les eα soient égaux aux « diviseurs élémentaires » de
A sur G×G, mais nous n’aurons pas à faire usage de ceux-ci.

Si A est une forme alterneée sur E×E, donnée par (6.1) pour un certain choix de
la base dans E, le bicovecteur canoniquement associé à A sera donné, par rapport
à cette base, par u =

∑
i<j aijxi ∧ xj . Si l’espace est de dimension paire m = 2n,

on pourra alors écrire:
1

n!
un = Pdx1 ∧ · · · ∧ dx2n,

où P est un polynome homogène de degré n dans les aij qu’on appelle, comme on
sait, le pfaffien de la matrice ∥aij∥, ou encore le pfaffien de A par rapport à la base
choisie ; pour qu’il s’annule, il faut et il suffit que le rang de A soit < 2n. La formule
ci-dessus montre que, pour un changement de base de déterminant δ, le pfaffien est
multiplié par δ ; il s’ensuit que, si G est un sous-groupe discret de rang 2n de E, le
pfaffien de A a même valeur absolue par rapport à toute base formée d’un système
minimal de générateurs de G ; cette valeur absolue s’appellera le pfaffien de A sur
G × G ou par rapport à G. Si A est à valeurs entières sur G × G, A sera donnée,
par rapport à une base de G adaptée à A, par une formule du type (6.2), et alors
un calcul facile montre que le pfaffien de A sur G × G est |e1e2 . . . en| si p = n et
0 si p < n. Si E0 est défini comme dans le lemme 6.2, A définira, par passage au
quotient, une forme A∗ de rang 2p dans l’espace E∗ = E/E0 qui est de dimension
2p ; le pfaffien de A∗ par rapport au groupe G∗, image de G dans E∗, s’appelera107
le pfaffien réduit de A sur G × G ; il est immédiat que, si A est donné par (6.2)
par rapport à une base de G adaptée à A, le pfaffien réduit est égal à |e1 . . . ep| ; il
est égal au pfaffien si p = n, si p = 0, on lui attribuera par convention la valeur 1.
C’est donc en tout cas un entier > 0.

6.2. A partir de maintenant, on supposera que E est un espace vectoriel de dimen-no 2
sion n sur C, et que G est un sous-groupe discret de rang 2n de E ; E/G est donc
un tore complexe. Dans la correspondance canonique entre formes invariantes par
translation sur E/G et formes multilinéaires sur l’espace vectoriel sur R sous-jacent
à E, les formes de bidegré (1, 0) sur E/G correspondent aux formes C-linéaires sur
E ; à la forme C-linéaire z sur E correspond sur E/G la forme dz (ce qui signifie,
d’après les conventions du §4.2, la forme sur E/G dont l’image transposée, par la
projection canonique de E sur E/G, est dz). D’après les définitions du §5.7, une
intégrale de première espèce sur E, relative à E/G, sera donc une constante.
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De même, les formes invariantes par translation, de bidegré (1, 1), sont celles qui
s’écrivent :

Ω =
i

2

n∑
α,β=1

hαβdzβ ∧ dz̄α

où les zα désignent les coordonnées par rapport à une base dans E, ou autrement
dit forment une base pour l’espace des formes C-linéaires sur E ; une telle forme
Ω sera réelle si hαβ = h̄βα quels que soient α, β ; en ce cas, on dira qu’elle est
canoniquement associé à la forme hermitienne

H(z, w) =

n∑
α,β=1

hαβ z̄αwβ

sur E × E. Comme on l’a vu au §1.2, la partie imaginaire A de H est alors une
forme R-bilinéaire alternée sur E × E, à savoir celle même qui est canoniquement
associée à Ω au sens des définitions du §6.1 ci-dessus ; donc, d’après le lemme 6.1,
pour que Ω soit de classe entière sur E/G, il faut et il suffit que A soit à valeurs
entières sur G×G. Rappelons que, d’après le §1.2, H et A satisfont aux relations :

H(x, y) = A(x, iy) + iA(x, y) = −A(ix, y) + iA(x, y)

H(x, y)−H(y, x) = 2iA(x, y), A(ix, iy) = A(x, y)
(6.3)

108

Lemme 6.3. Soient H une forme hermitienne sur E×E et A sa partie imaginaire. Lemme 3
Alors l’ensemble E0 des points x ∈ E tels que A(x, y) = 0 quel que soit y ∈ E est
aussi l’ensemble des x ∈ E tels que H(x, y) = 0 quel que soit y ∈ E, et est un
sous-espace vectoriel de E sur C. Si de plus H est positive, E0 est l’ensemble des
x ∈ E tels que H(x, x) = 0.

La première assertion résulte immédiatement des relations (6.3). Supposons que
H soit positive, et qu’on ait H(x, x) = 0 ; on a alors, quel que soit y:

H(y + τx, y + τx) = H(y, y) + τH(y, x) + τ̄H(x, y)

Pour que le second membre soit ≥ 0 quel que soit τ , il faut que H(x, y) = 0.

L’espace vectoriel E0 défini dans le lemme 6.3 s’appellera désormais le noyau de
la forme hermitien H.

Lemme 6.4. Soit F une forme R-bilinéaire sur E×E, à valeurs dans C ; supposons Lemme 4
que, pour tout x ∈ E, l’application y 7→ F (x, y) soit C-linéaire, et que la forme R-
bilinéaire alternée

A(x, y) = F (x, y)− F (y, x)

soit à valeurs réelles sur E × E. Alors on a 2iF = H + Φ, où H est une forme
hermitienne sur E×E et Φ une forme C-bilinéaire symétrique sur E×E. De plus,
H et Φ sont déterminées d’une manière unique par ces conditions, et A est la partie
imaginaire de H.

Soient F ′, F ′′ la partie réelle et la partie imaginaire de F ; en écrivant que F (x, y)
est C-linéaire en y, c’est-à-dire qu’on a F (x, iy) = iF (x, y), on obtient F ′(x, y) =
F ′′(x, iy). Puisque A est à valeurs réelles, F ′′ est symétrique, et l’on a :

A(x, y) = F ′(x, y)− F ′(y, x) = F ′′(x, iy)− F ′′(y, ix).

Puisque F ′′ est symétrique, on en conclut aussitôt qu’on a :

A(ix, iy) = A(x, y),

d’où il s’ensuit (cf. §1.2) que A est la partie imaginaire d’une forme hermitienne H,
celle-ci étant définie par la première des relations (6.3) ci-dessus. Il est immédiat
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alors que la forme Φ = 2iF −H est symétrique ; comme Φ(x, y) est C-linéaire en y,
Φ est donc C-bilinéaire. L’unicité de H et Φ résulte de ce qu’une forme C-bilinéaire109
non nulle ne peut être hermitienne. On notera la formule

(6.4) H(x, x) = −F ′′(x, x)− F ′′(ix, ix),

conséquence immédiate de ce qui précède.

6.3. D’après le corrollaire 5.13, si φ est une fonction multiplicative holomorpheno 3
à multiplicateurs constants sur E, relativement au groupe G, elle est partout non
nulle ; d’après le §5.7, il s’ensuit que (2πi)−1 logφ est une intégrale de première
espèce, c’est-à-dire, d’après ce qui précède, que φ est de la forme e(z + c), où z est
une forme C-linéaire sur E et c une constante.

Soit maintenant θ une fonction thêta sur E, relativement au groupe G. On aura
donc, d’après les définitions du §5.7, et d’après ce qui précède :

θ(x+ g)θ(x)−1 = e(Lg(x) + c(g))

quels que soient g ∈ G et x ∈ E, Lg désignant, pour chaque g ∈ G, une forme
C-linéaire sur E, et c(g) une constante. On en conclut aussitôt qu’on a, quels que
soient x ∈ E et g, g′ ∈ G :

Lg+g′(x) + c(g + g′) ≡ Lg(x+ g′) + Lg′(x) + c(g) + c(g′) (mod 1),

ce qui équivaut aux relations :

Lg+g′ = Lg + Lg′ , c(g + g′)− c(g)− c(g′) ≡ Lg(g
′) (mod 1).

La première exprime que g 7→ Lg est un homomorphisme de G dans l’espace
dual de E ; comme G est un groupe libre, on en conclut immédiatement qu’il y a
une forme R-linéaire F sur E × E et une seule, telle que l’on ait Lg(x) = F (g, x)
quels que soient g ∈ G et x ∈ E, et que F (x, y) est C-linéaire en y. On a alors,
quels que soient g, g′ dans G :

c(g + g′)− c(g)− c(g′) ≡ F (g, g′) (mod 1).

Le premier membre étant symétrique en g, g′, la forme alternée

A(x, y) = F (x, y)− F (y, x)

est à valeurs entières sur G×G, et par suite à valeurs réelles sur E ×E. D’après le
lemme 6.4, on aura donc 2iF = H +Φ, où H est hermitienne de partie imaginaire110
A et Φ est C-bilinéaire symétrique. Mais, si on pose d(g) = c(g) − F (g, g)/2, on
aura :

d(g + g′)− d(g)− d(g′) ≡ 1

2
A(g, g′) (mod 1).

La partie imaginaire f(g) de d(g) est donc un homomorphisme de G dans R, qu’on
peut prolonger à une application R-linéaire f de E dans R ; si on pose alors L(x) =
f(ix) + if(x), L sera une forme C-linéaire sur E, de partie imaginaire f ; donc
d(g)− L(g) sera réel pour tout g ∈ G. Soit B une forme satellite de A sur G×G,
c’est-à-dire une forme ayant les propriétés énoncées dans le lemme 6.2, posons :

d′(g) = d(g)− L(g)− 1

2
B(g, g)

= c(g)− L(g)− 1

2
B(g, g)− 1

4i
[H(g, g) + Φ(g, g)].

On aura, dans ces conditions :

d′(g + g′) ≡ d′(g) + d′(g′) (mod 1),
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c’est-à-dire que la fonction e[d′(g)] est un caractère de G (au sens strict), ou au-
trement dit un homomoprhisme de G dans le groupe multiplicatif E des nombres
complexes de valeur absolue 1.

La fonction ψ(g) = e[d(g)−L(g)] sera alors une application de G dans E telle que
ψ(g)e[B(g, g)/2] soit un caractère de G. Cette propriété est d’ailleurs indépendante
du choix de la forme satellite B de A ; en effet, toute autre forme satellite de A
peut s’écrire B + S, où S est symétrique à valeurs entières sur G × G, et on voit
immédiatement qu’alors e[S(g, g)/2] est un caractère de G. Une application ψ de G
dans E ayant la propriété en question s’appellera un semi-caractère de G, attaché
à A, ou attaché à la forme hermitienne H dont A est la partie imaginaire.

En définitive, on a démontré ce qui suit :

Proposition 6.5. Soit θ une fonction thêta relative à un tore complexe E/G. Alors Prop. 1
il y a une forme hermitienne H, une forme C-bilinéaire symétrique Φ, une forme 111
C-linéaire L, et un semi-caractère ψ de G attaché à H, tels que l’on ait, pour
g ∈ G, x ∈ E :

(6.5) θ(x+g) = θ(x)ψ(g)e
[ 1
2i
H(g, x)+

1

4i
H(g, g)+

1

2i
Φ(g, x)+

1

4i
Φ(g, g)+L(g)

]
.

De plus, H,Φ, L et ψ sont déterminés par ces conditions d’une manière unique ; et
la partie imaginaire A de H est à valeurs entières sur G×G.

Une fonction méromorphe θ, non partout nulle sur E, saisfaisant à (6.5), sera
appelée une fonction thêta de type (H,ψ,Φ, L) relativement à G. Si Φ = 0 et L = 0,
on dira que c’est une fonction thêta réduite de type (H,ψ) ; une telle fonction est
donc une fonction méromorphe, non partout nulle, qui satisfait, pour g ∈ G, x ∈ E,
à la relation

(6.6) θ(x+ g) = θ(x)ψ(g)e
[ 1
2i
H(g, x) +

1

4i
H(g, g)

]
.

Une fonction sur E, de la forme P (x) = Φ(x, x)/4i + L(x) + c, où Φ est C-
bilinéaire symétrique, où L est C-linéaire, et où c est une constante, s’appelle un
polynome du second degré sur E ; en effet, pour qu’une fonction puisse s’écrire
ainsi, il faut et il suffit que ce soit un polynome du second degré par rapport aux
coordonnées de x pour un choix quelconque d’une base de E sur C. Si P est le
polynome défini par la formule précédente, e[P (x)] est une fonction thêta de type
(0, 1,Φ, L) relativement à G, et cela quel que soit le sous-groupe discret G de rang
2n dans E. Une fonction de la forme e[P (x)], où P est un polynome du second
degré dans E, s’appellera une fonction thêta triviale. On a les résultats suivants,
dont la vérification est immédiate :

Proposition 6.6. Toute fonction thêta peut s’exprimer d’une manière et d’une Prop. 2
seule comme produit d’une fonction thêta reduite θ0 et d’une fonction thêta triviale
θ′ égale à 1 en 0 ; si la première est de type (H,ψ,Φ, L), θ0 est de type (H,ψ) et
on a θ′(x) = e[Φ(x, x)/4i+ L(x)].

Proposition 6.7. Si θ est une fonction thêta de type (H,ψ,Φ, L) relative à G, la Prop. 3
fonction θ1 défini par θ1(x) = θ(x+a) est une fonction thêta de type (H,ψ1,Φ, L1)
relativement à G, ψ1 et L1 étant donnés par les formules :

ψ1(g) = ψ(g)e[A(g, a)] L1(x) = L(x) +
1

2i
H(a, x) +

1

2i
Φ(a, x)

où A désigne la partie imaginaire de H. 112
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Corollaire 6.8. Si θ est une fonction thêta réduite de type (H,ψ), la fonction Cor.

θ(x+ a1)θ(x+ a2) · · · θ(x+ ar−1)θ(x− a1 − · · · − ar−1)

est une fonction thêta réduite de type (rH, ψr) quels que soient les ai.

6.4. On va maintenant étudier le diviseur d’une fonction thêta, et déterminer lano 4
classe de cohomologie qui lui est attachée d’après les définitions du §5.6 ; le résultat
est le suivant :

Proposition 6.9. Soit θ une fonction thêta de type (H,ψ,Φ, L), relative au groupeProp. 4
G ; soit D le diviseur de θ relativement au tore E/G. Alors a(D) est la classe entière
de bidegré (1, 1) qui correspond canoniquement à la forme hermitienne H.

Au moyen de la prop. 6.6, on se ramène immédiatement au cas où θ est réduite
de type (H,ψ). On procédera comme au §5.8. Soit (Uλ) un recouvrement simple
de E/G ; π étant la projection canonique de E sur E/G, choisissons pour chaque
λ une composante connexe Ũλ de π−1(Uλ) ; si, pour chaque g ∈ G, on note Tg
la translation x 7→ x + g dans E, les ensembles Tg(Ũλ) forment un recouvrement
simple de E. Si Uλµ = Uλ ∩ Uµ n’est pas vide, l’une des composantes connexes
de π−1(Uλµ) sera contenue dans Ũµ, et il y aura un gλµ ∈ G tel que cette même
composante soit contenue dans Tgλµ

(Ũλ). Désignons par z(λ) l’application de Uλ sur
Ũλ, inverse de l’application de Ũλ sur Uλ qui est induite sur Ũλ par π ; on pourra
aussi considérer z(λ) comme application de Uλ dans E. Par définition de gλµ, on
aura z(µ) − z(λ) = gλµ dans Uλµ chaque fois que Uλµ n’est pas vide. Si on pose
φλ = θ ◦ z(λ), φλ sera une fonction méromorphe dans Uλ, et on aura, dans Uλ,
D = div(φλ) ; les Fλµ = φ−1

λ φµ forment alors un système de fonctions de transition
attaché à D au sens du §5.6. Mais on a d’après (6.6) pour u ∈ Uλµ :

Fλµ(u) = θ
(
z(λ)(u)

)−1
θ
(
z(µ)(u)

)
= cλµe

[ 1
2i
H(gλµ, z

(λ)(u))
]
,

où cλµ est une constante non nulle. Choisissons une base dans E ; supposons que
H s’exprime, au moyen des coordonnées relatives à cette base, par la formule :

H(z, w) =
∑
α,β

hαβ z̄αwβ .

Les dzα forment une base pour l’espace des formes de première espèce sur E/G ;113
de plus, si on écrit z(λ) = (z

(λ)
1 , . . . , z

(λ)
n ), les dz(λ)α ne sont autres que les formes

induites par les dzα sur Uλ. Comme gλµ = z(µ)−z(λ), il s’ensuit qu’on a, dans Uλµ :

1

2πi
d logFλµ =

1

2i

∑
α,β

hαβ(z̄
(µ)
α − z̄(λ)α )dzβ .

Par suite, les formes

ηλ =
1

2i

∑
α,β

hαβ(z̄
(λ)
α )dzβ

définissent une connexion pour (Fλµ). Cette connexion a la courbure :

α =
∑
α,β

hαβdzβ ∧ dz̄α

qui est bien la forme, invariante par translation, correspondant canoniquement à
H.
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6.5. Pour le cas où D est positif, c’est-à-dire θ partout holomorphe, on a le résultatno 5
suivant:

Proposition 6.10. Soit θ une fonction thêta holomorphe, réduite de type (H,ψ).Prop. 5
Alors la forme H est positive, et tout vecteur du noyau de H est une période de θ.

Il résulte immédiatement de (6.6) que la fonction

|θ(x)|2e
( i
2
H(x, x)

)
= |θ(x)|2e−πH(x,x)

est périodique de période g pour tout g ∈ G et détermine donc, par passage au
quotient, une fonction continue sur E/G ; elle est donc bornée. Autrement dit, il y
a une constante C > 0 telle que l’on ait:

|θ(x)|2 ≤ CeπH(x,x).

Soient a, b deux vecteurs quelconque de E ; on aura, pour τ ∈ C:

|θ(τa+ b)|2 ≤ Ceπρ

où ρ est défini par

ρ = H(τa+ b, τa+ b) = H(a, a)τ τ̄ + τH(b, a) + τ̄H(a, b) +H(b, b).

Supposons qu’on ait H(a, a) < 0 ; alors, quel que soit ε > 0, il y aura R > 0 114
tel que l’on ait πρ ≤ log ε pour tout τ tel que |τ | ≥ R, ce qui montre que que
θ(τa + b), qui, pour a et b donnés, est une fonction holomorphe de τ dans tout le
plan complexe, est ≤ (Cε)1/2 en valeur absolue en dehors du cercle |τ | = R, et par
suite dans tout le plan. Comme il en est ainsi quel que soit ε, cette fonction s’annule
donc identiquement ; comme il en est ainsi quel que soit b, θ elle-même s’annule
identiquement, ce qui est contraire à la définition d’une fonction thêta. On a donc
bien H(a, a) ≥ 0 quel que soit a. Supposons maintenant qu’on ait H(a, a) = 0, ce
qui, d’après le lemme 6.3, entraîne H(a, b) = 0 quel que soit b. Alors les inégalités
ci-dessus montrent que la fonction θ(τa + b) est bornée dans tout le plan, donc
constante, ce qui implique bien que a est une période de θ

Corollaire 6.11. Les hypothèses étant celles de la prop. 6.10, soit E0 le noyau de Cor. 1
H, et soit G0 = G ∩ E0. Alors le semi-caractère ψ induit la constante 1 sur G0.

Il suffit pour le voir d’exprimer au moyen de (6.6) que tout g ∈ G0 est une
période de θ.

Corollaire 6.12. Toute fonction thêta holomorphe et partout ̸= 0 est une fonction Cor. 2
thêta triviale.

Soit θ une telle fonction ; d’après la prop. 6.6, on peut l’écrire θ = θ0θ
′, avec θ0

réduite et θ′ triviale. Si θ0 est de type (H,ψ), la prop.6.10, appliquée successivement
à θ0 et à θ−1

0 , montre que H est à la fois positive et négative, donc que H = 0,
puisque tout vecteur de E est une période de θ0, donc que θ0 est constante.

Si maintenant on applique le th. 5.12, et qu’on tienne compte des résultats ci-
dessus, on obtient le théorème suivant :

Théorème 6.13. Tout diviseur D sur E/G est le diviseur sur E/G d’une fonction Th. 1
thêta réduite relative à G, qui est bien déterminée par D à un facteur constant près.
Si D est positif, et si (H,ψ) est le type de la fonction thêta réduite de diviseur D,
la forme H est positive.

Corollaire 6.14. Pour que deux diviseurs D,D′ soient linéairement équivalents Cor. 1
sur E/G, il faut et il suffit que les fonctions thêta réduites de diviseurs D,D′ soient
de même type.
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Soient θ, θ′ les fonctions thêta en question ; alors θ/θ′ est une fonction thêta ré-
duite de diviseur D−D′. Si θ, θ′ sont de même type, θ/θ′ est péridique de période
g quel que soit g ∈ G, donc détermine par passage au quotient une fonction méro-115
morphe de diviseur D−D′ sur E/G. Réciproquement, si D−D′ est le diviseur d’une
fonction méromorphe φ sur E/G, et que π désigne comme toujours la projection
canonique de E sur E/G, φ ◦ π sera une fonction thêta réduite, de type (0, 1) et de
diviseur D−D′ ; d’après le th. 6.13, elle ne peut différer de θ/θ′ que par un facteur
constant ; donc θ et θ′ sont de même type.

Corollaire 6.15. Soient D,D′ deux diviseur positifs sur E/G. Alors, pour qu’on aitCor. 2
a(D) = a(D′), il faut et il suffit qu’il y ait une translation sur E/G qui transforme
D en un diviseur linéairement équivalent à D′.

Soient θ, θ′ des fonctions thêta réduites de diviseurs D,D′ ; soient (H,ψ) et
(H ′, ψ′) leurs types ; d’après la prop. 6.9, a(D) = a(D′) équivaut à H = H ′. D’après
le corollaire 6.14 ci-dessus, et la prop. 6.7, la condition énoncée est suffisante. Ré-
ciproquement, supposons qu’on ait H = H ′ ; soit A la partie imaginaire de H, et
soit E0 son noyau. Au moyen du lemme 6.3, on voit immédiatement que, par pas-
sage au quotient, A détermine une forme alternée non dégénérée A∗ sur l’espace
E∗ = E/E0 ; donc, en posant G0 = G∩E0, tout caractère de l’image G∗ = G/G0 de
G dans E∗ peut se mettre sous la forme e[A∗(g∗, a∗)], avec a∗ ∈ E∗ ; cela revient à
dire que tout caractère de G qui prend la valeur 1 sur G0 est de la forme e[A(g, a)],
avec a ∈ E. Mais le cor. 6.11 montre que ψ−1ψ′ prend la valeur 1 sur G0 ; comme
c’est un caractère de G, on peut donc choisir a ∈ E tel que ψ−1ψ′ coïncide avec
e[A(g, a)] sur G. D’après la prop. 6.7, θ(x+ a) est donc de type (H,ψ′, 0, L), où L
est une forme linéaire. Comme elle a pour diviseur le transformé de D par la trans-
lation −π(a), ce dernier est donc, d’après la prop. 6.6, le diviseur d’une fonction
thêta réduite de type (H,ψ′) ; par suite, d’après le corollaire 6.14, il est linéairement
équivalent à D′.

Corollaire 6.16. Soit D un diviseur positif sur E/G ; soit H la forme hermitienneCor. 3
canoniquement associée à a(D) ; soit E0 le noyau de H. Alors l’image de E0 dans
E/G est fermée dans E/G et est un sous-groupe d’indice fini du groupe Γ des
tranlations sur E/G qui laissent D invariant.

Comme la partie imaginaire A de H est à valeurs entières sur G ×G, il résulte
des lemmes 6.2 et 6.3, que le groupe G0 = G ∩ E0 est discret dans E0 et de rang
égal à la dimension de E0 sur R, de sorte que l’homomorphisme de E0 sur son
image π(E0) dans E/G induit sur E0 par la projection canonique π de E sur E/G
détermine, par passage au quotient, un isomorphisme du tore complexe E0/G0 sur
π(E0) ; π(E0) est donc un sous-groupe fermé de E/G. D’après la prop. 6.10, tout
vecteur de E0 est une période de la fonction thêta réduite de diviseur D ; donc
π(E0) est contenu dans le groupe Γ. D’autre part, Γ est contenu dans le groupe Γ′116
des translations sur E/G qui transforment D en un diviseur linéairement équivalent
à D. Or, d’après le corollaire 6.14 ci-dessus, et les prop. 6.6 et 6.7, Γ′ est l’image
dans E/G de l’ensemble des a ∈ E tels que e[A(g, a)] = 1 quel que soit g ∈ G.
Comme A est à valeurs entières sur G × G, la fonction e[A(g, x)] est périodique
de période g′ quel que soit g′ ∈ G et détermine donc par passage au quotient un
caractère χg de E/G ; Γ′ est l’ensemble des éléments de E/G où l’on a χg = 1
quel que soit g ∈ G ; c’est donc un sous-groupe fermé de E/G. On sait, dans ces
conditions, que la composante connexe Γ0 de 0 dans Γ′ est d’indice fini dans Γ′

et est l’image dans E/G d’une sous-variété R-linéaire E′
0 de E. De plus, E′

0 est
l’ensemble des a ∈ E tels que l’on ait A(g, λa) ≡ 0 (mod 1) quel que soit λ ∈ R.
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Il est clair que cet ensemble n’est autre que E0. On a donc Γ0 = π(E0) ; comme ce
groupe est d’indice fini dans Γ′, il l’est à plus forte raison dans Γ.

Corollaire 6.17. Soit φ une fonction méromorphe dans E/G ; soit D = div(φ). Cor. 4
Soit H la forme hermitienne canoniquement associée à la classe a(D+) = a(D−) ;
soit E0 le noyau de H. Alors l’image de E0 dans E/G est un sous-groupe d’indice
fini du groupe des translations qui laissent φ invariante.

D’après le corollaire 6.16, cette image est d’indice fini dans le groupe des trans-
lations qui laissent D+ et D− invariant. D’autre part, si θ est une fonction thêta
réduite de diviseur D−, θφ sera une fonction thêta réduite de diviseur D+ ; d’après
la prop. 6.10, tout a ∈ E0 est une période pour l’une et l’autre de ces fonctions. La
conclusion s’ensuit immédiatement.

6.6. Si E/G est un tore complexe, toute forme hermitienne positive H sur E ×E no 6
dont la partie imaginaire est à valeurs entières sur G×G s’appellera une forme de
Riemann pour E/G.

Proposition 6.18. Soit E/G un tore complexe admettant une forme de Riemann Prop. 6
non dégénérée H, de partie imaginaire A. Soit (g1, . . . , g2n) une base de G adaptée
à A, soit

(6.7) A

(
2n∑
ν=1

ξνgν ,

2n∑
ν=1

ηνgν

)
=

n∑
α=1

eα(ξαηn+α − ηαξn+α),

pour des ξν , ην réels, l’expression de A par rapport à cette base de E sur C ; et si
l’on pose

(6.8) gn+β =

n∑
α=1

pαβgα (1 ≤ β ≤ n),

Z = ∥eαpαβ∥ est une matrice symétrique dont la partie imaginaire est la ma- 117
trice d’une forme quadratique non dégénérée positive. Réciproquement, soit Z =
∥zαβ∥ une matrice symétrique dont la partie imaginaire soit la matrice d’une forme
quadratique non dégénérée positive ; soient (e1, . . . , en) des entiers non nuls ; soit
(ga, . . . , gn) une base d’un espace vectoriel E sur C ; soit G le groupe engendré par
g1, . . . , gn et par les vecteurs

gn+β =

n∑
α=1

e−1
α zαβgα (1 ≤ β ≤ n).

Alors G est un sous-groupe discret de E, et la forme bilinéaire définie par (6.7) est
la partie imaginaire d’une forme de Riemann non dégénérée pour E/G.

Par définition d’une base adaptée à A, les eα sont entiers ; ils sont ̸= 0 parce que
H et par suite A sont non dégénérées. Soient E′, E′′ les sous-espaces de E engendrés
respectivement, sur R, par g1, . . . , gn et par gn+1, . . . , g2n ; d’après (6.7), A s’annule
sur E′ × E′ et sur E′′ × E′′. Si g1, . . . , gn n’étaient pas linéairement indépendants
sur C dans E, il y aurait deux vecteurs x, y non nuls dans E′ tels que x+ iy = 0,
c’est-à-dire y = ix ; on aurait alors, d’après les formules (6.3) :

H(x, x) = A(x, ix) = A(x, y) = 0,

ce qui est impossible puisque H est positive non dégénérée. On peut donc prendre
(g1, . . . , gn) pour base de E sur C ; pour cette base, H sera donnée par une formule :

H
( n∑
α=1

zαgα,

n∑
α=1

wαgα
)
=

n∑
α,β=1

hαβ z̄αwβ
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avec hαβ = h̄βα. Comme la partie imaginaire A de H s’annule sur E′ × E′, H
est à valeurs réelles dans E′ × E′ ; donc les hαβ sont réels et forment une matrice
symétrique, qui est celle de la forme quadratique non dégénérée positive induite par
H(x, x) sur E′ × E′. Posons maintenant

(6.9) Φ

(
n∑

α=1

zαgα,

n∑
α=1

wαgα

)
= −

n∑
α,β=1

hαβzαwβ

puis F = (H + Φ)/2i. Alors Φ est une forme C-bilinéaire symétrique sur E × E ;
et F est une application R-bilinéaire de E ×E dans C, s’annulant sur E′ ×E′, et
telle que F (x, y) soit C-linéaire en y pour tout x ∈ E. On a donc :118

F

(
x,

n∑
α=1

zαgα

)
=

n∑
α=1

F (x, gα)zα =

n∑
α=1

(
F (x, gα)−F (gα, x)

)
zα =

n∑
α1

A(x, gα)zα,

et par suite, si les ξν sont réels :

(6.10) F

(
2n∑
ν=1

ξνgν ,

n∑
α=1

zαgα

)
= −

n∑
α=1

eαξn+αzα

puis, d’après (6.8), lorsque les ξν , ην sont réels :

(6.11) F

(
2n∑
ν=1

ξνgν ,

2n∑
ν=1

ηνgν

)
= −

n∑
α=1

eαξn+αηα −
n∑

α,β=1

eαpαβξn+αηn+β

Mais A s’annule sur E′′ ×E′′ ; donc H, et par suite aussi F , sont bilinéaires symé-
triques sur E′′ ×E′′ ; d’après (6.11), cela revient à dire que la matrice ∥eαpαβ∥ est
symétrique. D’autre part, on a, d’après (6.9) :

F

(
2n∑
α=1

zαgα,

2n∑
α=1

zαgα

)
=

1

2i

n∑
α,β=1

hαβ(z̄α − zα)zβ .

Comme les hαβ sont réels, la partie imaginaire du second membre est −
∑
hαβz

′
αz

′
β

si z′α désigne la partie imaginaire de zα ; comme ∥hαβ∥ est la matrice d’une forme
quadratique non dégénérée positive, il s’ensuit que la partie imaginaire de F (x, x)
est < 0, pour x =

∑
zαgα, chaque fois que les parties imaginaires des zα ne sont pas

toutes nulles, c’est-à-dire chaque fois que x n’est pas dans E′, donc en particulier
si x est un vecteur non nul de E′′. Si on exprime cette propriété au moyen de
l’expression (6.11) pour F , on trouve que la partie imaginaire de ∥eαpαβ∥ est la
matrice d’une forme quadratique non dégénérée positive.

Passons à la réciproque. Les vecteurs g1, . . . , gn, ig1, . . . , ign forment une base de
E sur R ; exprimant g1, . . . , g2n au moyen de cette base, on voit que, pour que ces
derniers vecteurs soient linéairement indépendants sur R, il faut et il suffit que la
partie imaginaire de la matrice ∥e−1

α zαβ∥ soit de rang n ; or l’hypothèse faite zur
Z assure qu’il en est bien ainsi. Posons pαβ = e−1

α zαβ ; soit F la forme R-bilinéaire
sur E ×E, à valeurs dans C, qui est défini par (6.10), ou, ce qui revient au même,
par (6.11). D’après (6.10), F (x, y) est C-linéaire en y pour tout x ∈ E ; d’après119
(6.11) et (6.7), on a

F (x, y)− F (y, x) = A(x, y).

On peut donc appliquer à F le lemme 6.4, et écrire 2iF = H+Φ, où H est une forme
hermitienne de partie imaginaire A, et Φ est une forme C-bilinéaire symétrique. De
plus, si F ′′ désigne la partie imaginaire de F , on a, d’après la formule (6.4) :

H(x, x) = −F ′′(x, x)− F ′′(ix, ix).
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Mais (6.11), jointe à l’hypothèse faite sur Z, montre que F ′′(x, x) < 0 chaque fois
que x n’est pas dans E′ ; comme x et ix ne peuvent être dans E′ à la fois si x ̸= 0,
il s’ensuit bien que H est non dégénérée positive.

Corollaire 6.19. Tout tore complexe de dimension complexe 1 admet une forme Cor.
de Riemann non dégénérée.

Soit E/G un tel tore ; soit (g1, g2) un système minimal de générateurs pour G.
Comme E est de dimension 1 sur C, on aura g2 = zg1, avec z ∈ C ; comme g1, g2
sont linéairement indépendants sur C, z n’est pas réel. Le corollaire résulte alors
de la seconde partie de la prop. 6.18, en y faisant n = 1, et e1 = 1 ou bien e1 = −1
suivant que la partie imaginaire de z est positive ou négative.

6.7. Les hypothèses et notations restant celles de la prop. 6.18 et de sa démons- no 7
tration, soit B la forme satellite de A sur G × G qui est définie, pour des ξν , ην
réels, par la formule

(6.12) B
( 2n∑
ν=1

ξνgν ,

2n∑
ν=1

ηνgν

)
=

n∑
α=1

eαξn+αηn+α.

Soit de plus ψ un semi-caractère de G attaché à H ; cela veut dire, par définition
(cf. §6.3), que la fonction

χ(g) = ψ(g)e
(1
2
B(g, g)

)
est un caractère de G ; on pourra écrire, pour 1 ≤ ν ≤ 2n, χ(gν) = e(λν), les λν
étant réels. Désignons par L la forme C-linéaire sur E définie par

L
( n∑
α=1

zαgα
)
= −

n∑
α=1

λαzα.

Alors χ(g) coïncidera avec e(−L(g)) sur le sous-groupe G′ = G ∩ E′ de G qui est 120
engendré par g1, . . . , gn ; autrement dit, si on pose

χ′(g) = χ(g)e(L(g)),

χ′ est un homomorphisme de G dans C∗ qui prend la valeurs 1 sur G′. On posera
γα = χ′(gn+α), pour 1 ≤ α ≤ n.

On va maintenant déterminer toutes les fonctions thêta holomorphes de type
(H,ψ,Φ, L). Une telle fonction est une fonction holomorphe, non identiquement
nulle, qui satisfait, pour tout g ∈ G, à la relation (6.5), c’est-à-dire ici à la relation

θ(x+ g) = θ(x)χ′(g)e
(
F (g, x) +

1

2
F (g, g) +

1

2
B(g, g)

)
.

Compte tenu des formules précédentes, et en particulier de (6.10), (6.11) et (6.12),
cela revient à dire qu’on a, chaque fois que g′ ∈ G′ et que s1, . . . , sn sont entiers :

θ
( n∑
α=1

zαgα + g′ +

n∑
α=1

sαgn+α

)
=

=θ
( n∑
α=1

zαgα

)
·

n∏
α=1

γsαα · e
(
−

n∑
α=1

eαsαzα − 1

2

n∑
α,β=1

eαpαβsαsβ

)(6.13)

Cette formule montre que θ(
∑
zαgα) est une fonction entière de z1, . . . , zn pério-

dique de période 1 en chacune de ces variables ; elle peut donc se développer en
série de Fourier partout convergente :

θ
( n∑
α=1

zαgα

)
=

+∞∑
r1,...,rn=−∞

C(r1, . . . , rn)e
( n∑
α=1

rαzα

)
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Remplaçant θ par cette série dans (6.13), et identifiant les séries de Fourier qui
apparaissent dans les deux membres, on trouve, par un calcul immédiat :

C(rα + eαsα) = C(rα)

n∏
α=1

γ−sα
α e

(1
2

n∑
α,β=1

eαpαβsαsβ +

n∑
α,β=1

pαβrαsβ

)
,

où on a écrit C(rα) au lieu de C(r1, . . . , rn) et de même au premier membre. Cette
formule fait voir que tous les coefficients C(rα) sont complètement déterminés par
leurs valeurs pour 0 ≤ rα < |eα| (1 ≤ α ≤ n) ; les fonctions entières qui satisfont
à (6.13) forment donc un espace vectoriel sur C de dimension au plus égale à121
e = |e1 · · · en|, c’est-à-dire au pfaffien de A sur G × G (cf. §6.1). Pour démontrer
que cet espace a la dimension e, il suffit alors de montrer que chacune des séries de
Fourier
(6.14)

+∞∑
r1,...,rn=−∞

( n∏
α=1

γ−sα
α

)
e
( n∑
α=1

(rα + eαsα)zα +
1

2

n∑
α,β=1

eαpαβsαsβ +

n∑
α,β=1

pαβrαsβ

)
est partout convergente et définit une solution de (6.13) ; en effet, il est clair que
celles de ces séries qu’on obtient en prenant 0 ≤ rα < |eα| pour 1 ≤ α ≤ n sont
formellement linéairement indépendantes, et définissent donc des fonctions linéaire-
ment indépendantes sur C pourvu qu’elles convergent. Or on vérifie immédiatement
que toute série (6.14) satisfait formellement à (6.13) ; cela résulte même déjà, en
réalité, des calculs ci-dessus. Quant à la convergence des séries (6.14), c’est une
conséquence du fait que la partie imaginaire de la matrice ∥eαpαβ∥ est celle d’une
forme quadratique non dégénérée positive ; en effet, si on désigne par ε la plus pe-
tite des valeurs propres de cette dernière forme, on voit facilement que, pour tout δ
satisfaisant à 0 < δ < πε, et pour tout compact K dans E, il y aura une constante
C > 0 telle que la série (6.14) soit majorée terme à terme dans K par la série∑

Ce−δ(s21+···+s2n)

dont la convergence est bien connue. Les séries de la forme (6.14) s’appellent « séries
thêta ».

De là on déduit aisément le résultat suivant :

Proposition 6.20. Soient E/G un tore complexe, et H une forme de RiemannProp. 7
pour E/G. Soient A la partie imaginaire de H et E0 son noyau. Soient ψ un semi-
caractère de G attaché à H, Φ une forme C-bilinéaire symétrique sur E × E, et
L une forme C-linéaire sur E. On suppose que ψ induise la constante 1 sur le
groupe G0 = G ∩ E0. Alors la constante 0 et les fonctions thêta holomorphes de
type (H,ψ,Φ, L) relativement à G forment un espace vectoriel sur C, de dimension
égale au pfaffien réduit de A sur G×G.

Si θ′ est une fonction thêta triviale de type (0, 1,Φ, L), la prop. 6.6 montre que
θ 7→ θθ′ est un isomorphisme de l’espace des fonction thêta holomorphes, réduites
de type (H,ψ), sur l’espace des fonction thêta holomorphes de type (H,ψ,Φ, L) ;
la dimension de l’espace formé de ces dernières et de la constante 0 ne dépend
donc pas de Φ ni de L. Ce qui précède, joint à la prop. 6.18, contient donc déjà122
la démonstration de notre proposition dans le cas où H est non dégénérée. Le cas
général se déduit facilement de là par passage au quotient. Il suffit en effet, d’après
ce qu’on vient de voir, de considérer le cas Φ = 0, L = 0. Posons E∗ = E/E0 ; soit
H∗ la forme hermitienne sur E∗ ×E∗ qui se déduit de H par passage au quotient ;
on vérifie sans peine que la fonction ψ∗ sur G∗ qui se déduit de ψ par passage au
quotient est un semi-caractère de G∗ attaché à H∗. D’autre part, d’après la prop.
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6.10, toute fonction thêta holomorphe, réduite de type (H,ψ), admet pour périodes
tous les vecteurs de E0 ; pas passage au quotient, elle définit donc une fonction
sur E∗, dont on vérifie aussitôt que c’est une fonction thêta holomorphe, réduite
de type (H∗, ψ∗) ; et réciproquement une telle fonction définit sur E une fonction
thêta de type (H,ψ). Comme H∗ est non dégénérée, le résultat s’ensuit d’après ce
qu’on a déjà démontré plus haut.

D’après les résultats des §§6.3-6.5, les conditions relatives à H,ψ,Φ et L qui
figurent dans l’énoncé de la prop. 6.20 sont nécessaires pour qu’il existe une fonction
thêta holomorphe de type (H,ψ,Φ, L). La prop. 6.20 fait voir entre autre que ces
conditions sont suffisantes.

Convenons de dire qu’une classe de cohomologie de bidegré (1, 1) sur E/G est
positive si la forme hermitienne H qui lui est canoniquement associée est positive.
Compte tenu du th. 6.13, nous avons démontré le résultat suivant:

Théorème 6.21. Soit a une classe de cohomologie entière de bidegré (1, 1) sur le Th. 2
tore complexe E/G. Pour qu’il y ait sur E/G un diviseur positif D tel que a(D) = a,
il faut et il suffit que a soit positive.

6.8. Soit E/G un tore complexe. Il est clair que, si H et H ′ sont des formes de no 8
Riemann pour E/G, il en est de même de H + H ′ et que le noyau de H + H ′

est l’intersection des noyaux de H et de H ′. Il s’ensuit que, parmi les noyaux des
formes de Riemann de E/G, il y en a un E0 qui est contenu dans tous les autres ;
E0 sera appelée le noyau de E relativement au tore E/G et son image dans E/G
sera appelée le noyau de E/G. La dimension de l’espace E∗ = E/E0 sur C sera
appelée le rang de E/G. Une forme de Riemann de noyau E0 pour E/G sera appelé
une forme dominante pour E/G. Si H est une forme de Riemann quelconque pour
E/G, son noyau contient E0, et H détermine donc par passage au quotient une
forme H∗ sur E∗ × E∗ ; si G∗ est l’image de G dans E∗, H∗ est une forme de
Riemann pour E∗/G∗ ; pour que H soit une forme dominante pour E/G, il faut
et il suffit que H∗ soit non dégénérée. Si H est une forme dominante, et H ′ une
forme de Riemann quelconque, pour E/G, il y a une constante λ > 0 telle que 123
H ′(x, x) ≤ λH(x, x) quel que soit x ∈ E, comme on le voit en passant au quotient
suivant E0.

La prop. 6.18 montre qu’il existe, pour tout n, des tores complexes de dimension
complexe n et de rang n. Le corollaire 6.19 de cette proposition montre même que
tout tore complexe de dimension complexe 1 est de rang 1 ; en revanche, on verra
plus loin que, chaque fois que n ≥ 2 et 0 ≤ r ≤ n, il existe des tores complexes
de dimension complexe n et de rang r. Un tore complexe dont le rang est égal à
sa dimension s’appellera une variété abélienne ; autrement dit, un tore complexe
est une variété abélienne s’il possède une forme de Riemann non dégénérée. La
proposition suivante fait voir que cette notion ne diffère pas de celle de variété de
Hodge, appliquée au cas des tores complexes :

Proposition 6.22. Pour qu’un tore complexe soit une variété abélienne, il faut et Prop. 8
il suffit que ce soit une variété de Hodge.

C’est nécessaire ; car, si H est une forme de Riemann non dégénérée pour le
tore complexe E/G, la forme Ω de bidegré (1, 1), invariante par translation, qui
est canoniquement associée à H est de classe entière et détermine sur E/G une
structure kählérienne. Réciproquement, soit Ω une forme fermée de bidegrée (1, 1),
de classe entière, invariante ou non par translation, qui détermine une structure
kählérienne sur E/G. Pour un choix quelconque d’une base de E sur C, on pourra
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l’écrire :

Ω =
i

2

n∑
α,β=1

fαβdzβ ∧ dz̄α

où les fαβ sont des fonction sur E/G telles que ∥fαβ∥ soit, en tout point de E/G,
la matrice d’une forme hermitienne non dégénérée positive. Alors, d’après le §4.2,
la forme homologue à Ω, harmonique par rapport à n’importe quel ds2 invariant
par translation, sera donnée par :

Ω0 =
i

2

n∑
α,β=1

M[fαβ ]dzβ ∧ dz̄α

où M désigne la valeur moyenne prise sur E/G. Il est clair alors que la forme
hermitienne H canoniquement associée à Ω0 est non dégénérée positive ; comme Ω
est de classe entière, il en est de même de Ω0, et par suite H est une forme de
Riemann pour E/G

On va maintenant appliquer les notions ci-dessus à l’étude du corps des fonctions
méromorphes sur un tore complexe. Le théorème suivant permet de se ramener124
toujours, dans cette étude, au cas des variétés abéliennes.

Théorème 6.23. Soit E/G un tore complexe ; soit E0 le noyau de E relativementTh. 3
à E/G ; soit E∗ = E/E0 ; soit G∗ l’image de G dans E∗. Alors E∗/G∗ est une
variété abélienne ; et l’application canonique f de E sur E∗ détermine, par passage
au quotient, un homomorphisme h de E/G sur E∗/G∗ dont le noyau N est le noyau
du tore complexe E/G. De plus, toute fonction thêta réduite relative à E/G est de
la forme θ ◦ f , où θ est une fonction thêta réduite relative à E∗/G∗ ; en particu-
lier, l’application φ 7→ φ ◦ h détermine un isomorphisme du corps des fonctions
méromorphes sur E∗/G∗ sur le corps des fonction méromorphes sur E/G.

La première partie du théorème résulte immédiatement de ce qui précède. D’après
le th. 6.13, toute fonction thêta réduite relative à E/G est quotient de deux fonc-
tions thêta réduites holomorphes ; comme chacune de celles-ci, d’après la prop. 6.10
et la définition de E0, admet pour périodes tous les vecteurs de E0, il s’ensuit bien
qu’une telle fonction peut s’écrire θ ◦ f , et il est immédiat alors que θ est une fonc-
tion thêta réduite relative à E∗/G∗. La dernière assertion résulte de là, puisqu’une
fonction méromorphe sur E/G peut se considérer comme une fonction thêta réduite
de type (0, 1).

Théorème 6.24. Soit E/G une variété abélienne de dimension complexe n. AlorsTh. 4
le corps K des fonction méromorphes sur E/G est un corps de fonctions algébriques
de dimension n sur C, c’est-à-dire une extension algébrique finie d’une extension
purement transcendante de C de degré de transcendance n.

On va montrer d’abord que le degré de transcendance de K sur C est ≥ n. En
effet, soit H une forme de Riemann non dégénérée pour E/G ; soit ψ un semi-
caractère de G attaché à H ; soit θ une fonction thêta holomorphe, réduite de type
(H,ψ) ; soit D son diviseur sur E/G. D’après le cor. 6.8, la fonction

f(x) = θ(x+ a)θ(x− a)θ(x)−2

est une fonction méromorphe sur E/G quel que soit a ∈ E. D’après le cor. 6.16,
si X et X ′ sont deux composantes de D, l’ensemble des translations sur E/G qui
transforment X en X ′ est vide ou est une classe suivant un sous-groupe fermé
de E/G ; on en conclut aussitôt qu’il y a une infinité de vecteurs a ∈ E tels que
les diviseurs des fonctions θ(x + a), θ(x − a) sur E/G n’aient aucune composante
commune avec D ; le diviseur de f sera alors de la forme D′ − 2D, où D′ est positif
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et sans composante commune avec D. Le cor. 6.17, montre alors que les translations125
sur E/G qui laissent f invariante forment un groups fini.

Supposons f ainsi choisie. En tout point b tel que θ(b) ̸= 0, la différentielle df
définit un covecteur, qu’on peut, au moyen de la translation qui amène b en 0,
identifier avec un covecteur δ(b) au point 0. Montrons que, parmi les covecteurs
δ(b), il y en a n linéairement indépendants. S’il n’en était pas ainsi, en effet, il y
aurait un vecteur c ̸= 0 dans E tel que, pour tout point b où θ ne s’annule pas,
on ait Dτf(b + τc) = 0, où Dτ désigne l’opérateur d/dτ au point τ = 0. Mais
cela entraînerait que f est invariante par la translation π(τc) quel que soit τ ∈ C,
contrairement à ce qu’on a établi plus haut. Il y a donc n points b1, . . . , bn où θ
ne s’annule pas et tels que les δ(bi) soient linéairement indépendants ; il revient
au même de dire que les différentielles des fonctions f(x + bi) sont linéairement
indépendants au point 0. Il y a donc, d’après le théorème des fonctions implicites, un
voisinage de 0, où ces fonctions sont holomorphes et dont l’image par l’application

x 7→ (f(x+ b1), . . . , f(x+ bn))

contient un ouvert de Cn. Comme un polynome ne peut s’annuler dans un ouvert
sans être identiquement nul, il s’ensuit que les n fonctions f(x + bi) sont algébri-
quement indépendantes.

Montrons que le degré de transcendance de K ne peut être > n, Soient en effet
f, f1, . . . , fn n+1 fonctions méromorphes sur E/G ; on peut mettre leurs diviseurs
sous la forme :

div(f) = D −D0, div(fi) = Di −D0,

où D,D0, . . . , Dn sont des diviseurs positifs. Soit θ0 une fonction thêta réduite de
diviseur D0 ; soit (H,ψ) son type ; alors les fonction θ = fθ0, θi = fiθ0, sont des
fonctions thêta de type (H,ψ), de diviseurs respectifs D,Di. Quel que soit l’entier
ν ≥ 1, tout monome de degré ν en θ, θ0, . . . , θn est une fonction thêta réduite de
type (νH,ψν) ; le nombre de ces monomes est égal à :(

ν + n+ 1

n+ 1

)
=

(ν + n+ 1)(ν + n) · · · (ν + 1)

(n+ 1)!

Mais, sie e est le pfaffien réduit de la partie imaginaire A de H, et 2m son rang, le
pfaffien réduit de νA est νme ; la prop. 6.20 montre donc que, parmi les monomes
en question, il peut y en avoir au plus νme qui soient linéairement indépendants
sur C. Comme m ≤ n, il s’ensuit que, dès que ν est assez grand, ces monomes ne
peuvent être tous linéairement indépendants. Cela veut dire qu’il y a, dès que ν est 126
assez grand, un polynome homogène P de degré ν, non identiquement nul, tel que
P (θ, θ0, . . . , θn) = 0, ou, ce qui revient au même, P (f, 1, f1, . . . , fn) = 0.

Supposons maintenant que f1, . . . , fn soient des fonctions méromorphes sur E/G,
algébriquement indépendantes sur C ; on va montrer que K est de degré fini sur
C(f1, . . . , fn). Pour cela, mettons de nouveau les diviseurs des fi sous la forme
Di − D0, où D0, . . . , Dn sont des diviseurs positifs ; soit θ0 une fonction thêta
réduite de diviseur D0 ; soit (H,ψ) son type, qui sera aussi le type des fonction
thêta holomorphes θi = fiθ0. D’après le cor. 6.17, les vecteurs du noyau E0 de
H sont des périodes pour les fi ; si on pose E∗ = E/E0, et que G∗ soit l’image
de G dans E∗, les fi s’identifient alors, par passage au quotient, à des fonctions
méromorphes sur le tore complexe E∗/G∗, et ne peuvent donc, d’après ce qu’on
vient de démontrer, être algébriquement indépendantes si ce tore est de dimension
complexe < n, c’est-à-dire si E0 ̸= {0}. Il s’ensuit que H est non dégénérée. Soient
maintenant f ′1, . . . , f ′r des fonctions de K ; mettons leurs diviseurs sous la forme
D′

ρ − D′
0, où D′

0, . . . , D
′
r sont des diviseurs positifs ; soit (H ′, ψ′) le type de la
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fonction thêta réduite de diviseur D′
0 ; ce sera aussi le type des fonctions θ′ρ =

f ′ρθ
′
0. Si M parcourt l’ensemble des monomes de degré ν en n + 1 indéterminées

X0, . . . , Xn, les fonctions θ′ρM(θ0, . . . , θn) seront toutes des fonctions thêta réduites
de type (H ′ + νH,ψ′ψν) ; elles sont au nombre de r(ν + n) · · · (ν + 1)/n! ; comme
précédemment, elles ne peuvent être linéairement indépendantes si leur nombres
dépasse le pfaffien de la partie imaginaire de H ′ + νH sur G×G. Mais, si A et A′

sont les parties imaginaires de H et H ′, on voit, en prenant pour base un système
minimal quelconque de générateurs de G, que le pfaffien de A′+νA est un polynome
homogène de degré n par rapport aux coefficients de la matrice de la forme A′+νA,
donc un polynome de degré n en ν où le coefficient de νn est le pfaffien e de A. Si
donc on suppose que r > n!e, il y aura une relation linéaire, à coefficients constants
non tous nuls, entre les fonctions θ′ρM(θ0, . . . , θn) dès que ν est assez grand. Cela
revient à dire qu’il y aura, dès que ν est assez grand, une relation linéaire entre
les f ′ρ dont les coefficients seront des polynomes de degré ≤ ν, non tous nuls, en
f1, . . . , fn. Autrement dit, K est une extension algébrique finie de C(f1, . . . , fn), de
degré ≤ n!e.

6.9. Soient θ0, . . . , θN des fonctions thêta holomorphes de même type (H,ψ,Φ, L) ;no 9
soit E′ l’ensemble des points de E où elles ne sont pas toutes nulles ; π désignant
comme toujours la projection canonique de E sur E/G, on aura E′ = π−1(T ′),
où T ′ est le complémentaire sur E/G de l’intersection des supports des diviseurs
divE/G(θν). Considérons l’application de E′ dans l’espace projectif complexe PN127
de dimension N qui, à tout x ∈ E′, fait correspondre le point de coordonnées
homogènes (θ0(x), . . . , θN (x)). Il est clair que c’est là une application holomorphe
de E′ dans PN , admettant pour périodes tous les vecteurs de G ; par passage au
quotient, elle détermine donc une application holomorphe ϑ de T ′ dans PN . Si
T ′ = E/G, on dira, pas abus de langage, que ϑ est une application partout définie
de E/G dans PN , déterminée par θ0, . . . , θN . On va montrer qu’on peut choisir
les θν de manière que ϑ soit partout définie, injective et partout birégulière, ou
autrement dit soit un isomorphisme de E/G sur son image dans PN , celle-ci étant
dans ces conditions une sous-variété algébrique de PN sans point multiple. On
s’appuyera sur les lemmes suivants :

Lemme 6.25. Soient H une forme de Riemann non dégénérée pour E/G et ψLemme 5
un semi-caractère de G attaché à H. Alors il existe une fonction thêta holomorphe
réduite de type (H,ψ) dont le diviseur sur E/G n’ait que des composantes de mul-
tiplicité 1 et ne soit invariant par aucune translation autre que 0 sur E/G.

Soit V l’espace vectoriel formé de la constante 0 et des fonctions thêta holo-
morphes de type (H,ψ) relativement à E/G ; d’après la prop. 6.20, V est de dimen-
sion égale au pfaffien e de la partie imaginaire A de H sur G×G. Soit θ l’une des
fonctions thêta en question ; soit D son diviseur sur E/G ; d’après le cor. 6.16, le
groupe Γ des translations qui laissent D invariant est fini ; le groupe G′ = π−1(Γ)
est donc discret dans E, et G est d’indice fini dans G′, égal à l’ordre ν de Γ. Pour
g′ ∈ G′, θ(x + g′) est, d’après la prop. 6.7, une fonction thêta pour E/G, dont le
type (H,ψ1, 0, L1) est donné par cette proposition ; par définition de G′, cette fonc-
tion a même diviseur D que θ sur E/G ; d’après le cor. 6.12, on a donc ψ1 = ψ, et
θ(x+ g′)/θ(x) est une fonction thêta triviale de type (0, 1, 0, L1), donc de la forme
e[L1(x) + c], où c est une constante. Autrement dit, θ est aussi une fonction thêta
relativement au tore E/G′. Soit (H ′, ψ′,Φ′, L′) son type relativement à E/G′ ; la
formule (6.5) montre qu’alors, si ψ0 est la fonction induite par ψ′ sur G, θ est de
type (H ′, ψ0,Φ

′, L′) relativement à E/G ; donc on a Φ′ = 0, L′ = 0, H ′ = H, et ψ′

induit ψ sur G ; cela entraîne en particulier que A est à valeurs entières sur G′×G′ ;
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alors, si e′ est le pfaffien de A sur G′ × G′, on a e = νe′ ; donc ν divise e, et par
suite G′ est contenu dans le groupe e−1G formé des vecteurs e−1g pour g ∈ G. Il
n’y a donc pour G′ qu’un nombre fini de choix possibles, G et H étant supposés
donnés. Pour un choix donné de G′, soit ψ′

0 un semi-caractère de G′ attaché à H,
induisant ψ sur G, tout autre semi-caractère ψ′ ayant ces mêmes propriétés sera 128
de la forme ψ′

0 ◦ χ, où χ est un caractère de G′ induisant la constante 1 sur G, ou
autrement dit un caractère de G′/G ; si G,H,G′ et ψ sont donnés, il n’y a donc
pour ψ′ qu’un nombre fini de choix possibles. Pour un choix donné de G′ et ψ′, les
fonctions thêta holomorphes réduites de type (H,ψ′) relativement à E/G′ forment,
avec la constante 0, un sous-espace vectoriel V ′ de V , de dimension e′ = e/ν, si ν
est l’indice de G dans G′. Par suite, les fonctions thêta appartenant à V et dont
le diviseur n’est invariant par aucune translation autre que 0 dans E/G forment
dans V le complémentaire d’une réunion finie de sous-espaces vectoriels de V de
dimension < e ; cet ensemble est ouvert et dense dans V . Si θ appartient à cet
ensemble, il en sera de même de tout θ′ ∈ V suffisamment voisin de θ au sens de la
topologie de V .

La fonction θ étant ainsi choisie, soient D son diviseur sur E/G, Dλ les com-
posantes de D, nλ leurs multiplicités ; pour chaque λ, soit θλ une fonction thêta
réduite de diviseur Dλ. D’après le th. 6.13, on aura θ = c

∏
λ θ

nλ

λ , c étant une
constante. Posons :

θ′(x) = c
∏
λ

nλ∏
i=1

θλ(x+ aλi) ;

d’après le corollaire 6.8, θ′ sera une fonction thêta de même type (H,ψ) que θ
pourvu que les aλi satisfassent, quel que soit λ, à la condition

∑
i aλi = 0 ; donc,

lorsqu’il en est ainsi, θ′ appartient à l’espace V ; de plus, si on exprime θ′ au moyen
d’une base de V , il est immédiat que les coefficients seront dans ces conditions des
fonctions continues (et même holomorphes) des aλi. On en conclut, d’après ce qui
précède, que le diviseur D′ de θ′ sur E/G ne sera invariant pas aucune translation
autre que 0 pourvu que les aλi soient pris assez voisins de 0.

Pour chaque λ, soit (Hλ, ψλ) le type de θλ ; soit Eλ le noyau de Hλ ; d’après le
cor. 6.16, le groupe Γλ des translations qui laissent Dλ invariant admet π(Eλ) pour
sous-groupe d’indice fini ; de plus, si pour µ ̸= λ, Dµ est un translaté de Dλ, on a
Γµ = Γλ, et les translations qui amènent Dλ sur Dµ forment une classe suivant Γλ,
autre que Γλ. De là on conclut immédiatement, en premier lieu, que, si les aλi sont
assez voisins de 0, les diviseurs de θλ(x+ aλi) et de θµ(x+ aµi) sur E/G sont des
diviseurs irréductibles distincts chaque fois que λ ̸= µ, puis que si on prend, pour
chaque λ, les aλi suffisamment voisins de 0 et satisfaisant aux conditions

nλ∑
i=1

aλi = 0; aλi − aλj /∈ E (1 ≤ i < j ≤ nλ),

les diviseurs de θλ(x+ aλi) et θλ(x+ aλj) sur E/G sont, pour i ̸= j, des diviseurs 129
irréductibles distincts. Les aλi étant ainsi choisie, ϑ′ aura donc bien les propriétés
annoncées dans le lemme.

Lemme 6.26. Soit θ une fonction thêta holomorphe réduite de type (H,ψ) relative- Lemme 6
ment à E/G ; soit D son diviseur sur E/G. On suppose que H est non dégénérée et
que D n’a que des composantes de multiplicité 1. Pour tout b ∈ E tel que θ(b) = 0,
soit δ(b) le covecteur au point 0 déduit par translation du covecteur déterminé en
b par la différentielle dθ. Alors, parmi les covecteurs δ(b), il y a n linéairement
indépendants.
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Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il y a alors un vecteur a ̸= 0 dans E tel que
l’on ait, en tout point b tel que θ(b) = 0, dθ(b; a) = 0, où dθ(b; a) désigne la valeur
en a de la forme linéaire sur E déterminée par le covecteur δ(b). D’après le cor.
6.16, la composante connexe de chacun des groupes de translations sur E/G qui
laissent invariante l’une des composantes de D est de la forme π(E′), où E′ est un
sous-espace vectoriel de E ; de plus, d’après ce même corollaire, l’intersection de
ces groupes est un sous-groupe fini de E/G, puisque H est non dǵénérée et que par
suite l’intersection des E′ se réduit à {0}. Il y a donc une composante D0 de D telle
que, si π(E0) est la composante connexe du groupe des tranlations qui la laissent
invariante, l’espace vectoriel E0 ne contienne pas a ; dans ces conditions, il y aura
un ε > 0 tel que, pour tout τ ∈ C satisfaisant à 0 < |τ | < ε, le transformé Dτ de
D0 par la translation π(τa) ne coïncide pas avec D0. Soit maintenant b un point
de E tel que π(b) soit simple sur D0 et n’appartienne à aucune composante de D
autre que D0 ; il y a de tels points, d’après le th. A.19. On aura alors dθ ̸= 0 en b,
et il y aura un vecteur a′ tel que dθ(b; a′) ̸= 0. Prenons une base (e1, . . . , en) de E,
avec e1 = a, en = a′ ; pour cette base, soient b1, . . . , bn les coordonnées de b. D’après
le lemme de Weierstrass (Appendice, lemme A.3), on pourra, au voisinage de b,
écrire θ sous la forme :

θ(z) = F (z) (zn − bn − f(z1, . . . , zn−1))

où F est holomorphe et ̸= 0 au voisinage de b, et f holomorphe au voisinage de
(b1, . . . , bn−1) dans Cn−1. Si on identifie, au moyen de π, un voisinage suffisamment
petit de b dans E avec son image par π dans E/G, on peut dire que D0 coïncide
au voisinage de b avec l’ensemble θ = 0, c’est-à-dire avec l’ensemble défini par

zn − bn = f(z1, . . . , zn−1).

Si maintenant on exprime qu’au voisinage de b on a dθ(b′; a) = 0 pour tout b′ tel130
que θ(b′) = 0, on trouve qu’on a ∂f/∂z1 = 0 au voisinage de b. On en conclut que,
pour τ suffisamment petit, le diviseur Dτ déduit de D0 par la translation π(τa)
contient un voisinage de b sur D0, ce qui, compte tenu du cor. A.21, contredit ce
qu’on a démontré plus haut.

6.10. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème que nousno 10
avions en vue.

Théorème 6.27. Soit E/G une variété abélienne, H une forme de Riemann nonTh. 5
dégénérée pour E/G, et ψ un semi-caractère de G attaché à H. Soit (θ0, . . . , θN ) une
base pour l’espace des fonctions thêta holomorphes réduites de type (3H,ψ3) pour
E/G. Alors θ0, . . . , θN déterminent une application ϑ partout définie, biunivoque et
partout birégulière de E/G sur une sous-variété algébrique sans point multiple V
de PN ; de plus, l’application f 7→ f ◦ϑ détermine un isomorphisme du corps L des
fonctions rationelles sur V sur le corps K des fonctions méromorphes sur E/G.

Soit θ une fonction thêta de type (H,ψ) ayant les propriétés énoncées dans le
lemme 6.25 ; soit D son diviseur. Posons :

φ(x; a, u, v) = θ(x+ u)θ(x− a+ v)θ(x+ a− u− v) ;

il résulte du cor. 6.8, que c’est là, quels que soient a, u, v, une fonction thêta de type
(3H,ψ3), donc combinaison linéaire de θ0, . . . , θN à coefficients constants. Quel que
soit a, on peut choisir v tel que θ(v) ̸= 0, puis u tel que l’on ait

θ(a+ u)θ(2a− u− v) ̸= 0 ;

alors φ ne s’annule pas en a ; les fonctions θ0, . . . , θN ne peuvent donc toutes s’y
annuler. Cela montre que ϑ est partout définie.
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Soient a, b des points de E ayant des images distinctes dans E/G ; en posant
t = π(a− n), on aura t ̸= 0 ; d’après la définition de θ au moyen du lemme 6.25, le
transformé Dt de D par la translation t ne coïncidera donc pas avec D. Comme D
et Dt on même nombre de composantes, et que celles-ci sont toutes de multiplicité
1, il s’ensuit qu’il y a au moins une composante de D qui n’est pas une composante
de Dt ; l’ensemble des points de cette composante qui appartienne au suupport de
Dt est donc rare sur elle (Appendice cor. A.21), de sorte qu’on peut choisir v ∈ E
tel que π(v) soit sur cette composante et ne soit pas sur |Dt|. Autrement dit, on 131
aura θ(v) = 0, θ(v − a+ b) ̸= 0. Prenons alors u tel que

θ(b+ u)θ(b+ a− u− v) ̸= 0.

Alors la fonction φ(x; a, u, v) s’annule en a et non en b. Si on l’écrit sous la forme
L(θ0, . . . , θN ), où L est une forme linéaire, on en conclut que ϑ(a) est dans l’hyper-
plan défini par L = 0, et que ϑ(b) n’y est pas contenu. Donc ϑ est injective.

D’après le lemme 6.26, il y a, avec les notations de ce lemme, n points b1, . . . , bn
tels que θ(bi) = 0 et que les covecteurs δ(bi) soient indépendants, ce qui revient à
dire que les différentielles des fonction θ(x+ bi) sont linéairement indépendantes au
point 0. Soit de plus b0 un point tel que θ(b0) ̸= 0 ; soit a un point quelconque de
E ; et soit u un point tel que l’on ait :

θ(a+ u)

n∏
i=0

θ(2a− u− bi) ̸= 0.

Posons φi(x) = φ(x; a, u, bi) pour 0 ≤ i ≤ n ; on pourra donc écrire φi = Li(θ0, . . . , θN ),
où les Li sont n+ 1 formes linéaires. Ils est immédiat, dans ces conditions, que les
n fonctions fi = φi/φ0, pour 1 ≤ i ≤ n, sont holomorphes en a et s’y annulent, et
que leurs différentielles y sont linéairement indépendantes. Cela revient à dire qu’en
désignant par f ′i les n fonctions méromorphes Li/L0 dans PN , les fonctions f ′i ◦ ϑ
sont holomorphes en π(a), s’y annulent, et y ont des différentielles linéairement
indépendantes. Par suite, ϑ est localement birégulière en ce point (cf. 3.1).

Puisque ϑ est une application injective de la variété compacte E/G dans PN ,
c’est un homéomorphisme de E/G sur son image ; puisqu’elle est localement biré-
gulière, il s’ensuit que ϑ(E/G) est une sous-variété de PN , et que ϑ est un isomor-
phisme de E/G sur ϑ(E/G) au sens des structures analytiques complexes. Soit P
l’idéal de l’anneau C[X0, . . . , XN ] engendré par les polynomes homogènes P qui
s’annulent sur ϑ(E/G), ou autrement dit qui sont tels que l’on ait identiquement
P (θ0, . . . , θN ) = 0 ; soit V l’ensemble des zéros de P. Il est clair que P est un
idéal premier homogène, donc que V est une variété algébrique ; plus précisément,
V est la plus petite variété algébrique et même le plus petit ensemble algébrique
fermé (réunion finie de variétés algébriques) contenant ϑ(E/G). Comme l’ensemble
des points multiples de V est un tel ensemble, il s’ensuit que ϑ(E/G) n’y est pas
contenu, c’est-à-dire qu’il y a au moins un point u de E/G tel que ϑ(u) soit simple
sur V ; on conclut de là, au moyen du th. A.25, que la dimension de V est au 132
moins n. D’autre part, quels que soient les indices i0, . . . , in+1 pris dans l’ensemble
{0, . . . , N}, le th. 6.4 fait voir que P contient un polynome homogène non identi-
quement nul en Xi0 , . . . , Xin+1 ; cela revient à dire que V est au plus de dimension
n. Donc V a la dimension n. Soit V ′ l’ensemble des points simples de V ; d’après
ce qu’on vient de voir, l’ensemble V ′′ = V ′ ∩ ϑ(E/G) n’est pas vide ; il est fermé
dans V ′ ; il est aussi ouvert dans V ′, puisqu’au voisinage de chacun de ses points,
d’après ce qu’on vient de démontrer et le th. A.25, ϑ(E/G) et V ′ sont des variétés
de dimension complexe n dont la première est plongée dans la seconde. Comme,
d’après le même théorème, V ′ est connexe et dense dans V , il s’ensuit d’abord que
V ′′ = V ′, donc que ϑ(E/G) contient V ′, puis que ϑ(E/G) contient V . On a donc
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ϑ(E/G) = V ; le même théorème de l’Appendice montre alors que V est sans point
multiple.

Montrons enfin que ϑ détermine un isomorphisme entre le corps L des fonctions
rationelles sur V et le corps K des fonctions méromorphes sur E/G ; il revient au
même de dire que toute fonction méromorphe sur E/G peut se mettre sous la forme

P (θ0(x), . . . θN (x))

Q(θ0(x), . . . θN (x))

où P et Q sont des polynomes homogènes de même degré, et Q n’appartient pas
à P. Observons d’abord que les fonctions qui peuvent s’écrire ainsi forment un
corps K1 isomorphe à L ; V étant de dimension n, K1 est un corps de fonctions
algébriques, de degré de transcendance n sur C ; d’après le th. 6.24, K est donc une
extension de K1 de degré fini d, et on peut écrire K = K1(f), où f est un élément
de K qui satisfait à une équation irréductible de degré d sur K1, équation qui peut
se mettre sous la forme :

d∑
i=0

Pi(θ0, . . . , θN )fd−i = 0

avec des coefficients Pi qui sont des polynomes homogènes de même degré ν, dont
le premier P0 n’appartient pas à P. La fonction

θ′ = P0(θ0, . . . , θN )f

est alors une fonction thêta de type (3νH,ψ3ν), entière sur l’anneau des polynomes
en θ0, . . . , θN . L’anneau des germes de fonction holomorphes en un point de E étant
factoriel, donc intégralement clos (Appendice, th. A.5 et §A.1), il s’ensuit que θ′ est133
partout holomorphe. Soit θ′0, . . . , θ′R une base de l’espace des fonctions thêta holo-
morphes de type (3νH,ψ3ν) relativement à E/G ; appliquant à νH et ψν ce qu’on a
déjà démontré pour H et ψ, on voit que ces fonctions déterminent un isomorphisme
ϑ′ de E/G sur une sous-variété algébrique V ′ de dimension n de l’espace PR ; il y a
donc un isomorphisme ρ de V ′ sur V , au sens des structures analytiques complexes,
tel que ϑ = ρ ◦ ϑ′. De plus, ϑ détermine un isomorphisme entre le corps L′ des
fonctions rationelles sur V ′ et le corps K ′

1 des fonctions méromorphes sur E/G qui
peuvent s’écrire comme fonctions rationelles homogènes de degré 0 en θ′0, . . . , θ

′
R.

Comme tout monome de degré ν en θ0, . . . , θN peut s’écrire comme combinaisons
linéaire des θ′j , K ′

1 contient toutes les fonctions θi/θ0 et contient donc K1 ; comme
θ′ et P0(θ0, . . . , θN ) peuvent s’écrire de même, K ′

1 contient f . On a donc K1 = K.
Il s’ensuit que l’application F 7→ F ◦ ρ détermine un isomorphisme de L sur un
sous-corps L1 de L′ tel que L′ soit de degré d sur L1. Donc ρ est une application
rationelle de V ′ sur V ; comme elle est biunivoque, elle est birationelle, c’est-à-dire
qu’on a L′ = L1, d = 1, d’où K = K1, ce qui achève la démonstration.

6.11. Sur les sous-variétés abéliennes et les endomorphismes des variétés abé-no 11
liennes, on a les résultat classiques suivants, dont le premier est connu sous le
nom de « théorème de complète réductibilité de Poincaré ».

Théorème 6.28. Soit V = E/G une variété abélienne, de dimension complexe n ;Th. 6
soit H une forme de Riemann non dégénérée pour V . Soit E′ un sous-espace de
E de dimension p sur C, tel que le groupe G′ = G ∩ E soit de rang 2p. Soit E′′

le sous-espace de E orthogonal à E′ par rapport à H. Alors E′′ est de dimension
q = n − p sur C, le groupe G′′ = G ∩ E′′ est de rang 2q, et les images V ′, V ′′ de
E′, E′′ dans V sont des variétés abéliennes, respectivement isomorphes à E′/G′ et
à E′′/G′′, dont l’intersection est un sous-groupe fini de V .
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Par définition, E′′ est l’ensemble des points x ∈ E tels que l’on ait H(x, y) = 0
quel que soit y ∈ E′ ; pour un tel point, on a donc aussi A(x, y) = quel que soit
y ∈ E′, si A désigne comme d’habitude la partie imaginaire de H. Réciproquement,
la première des formules (6.3) montre que, si x est tel que A(x, y) = 0 quel que soit
y ∈ E′, on a H(x, y) = 0 quel que soit y ∈ E′, donc x ∈ E′′. Comme par hypothèse
E′ est engendré par G′ sur R, E′′ peut donc être défini comme l’ensemble des
x ∈ E tels que A(x, g) = 0 pour tout g ∈ G′. Si on prend pour base de E sur R
un système minimal de générateurs de G, on voit, puisque A est à valeurs entières
sur G×G, que E′′ est défini sur R par des équations à coefficients entiers ; E′′ est
donc engendré sur R par ses points à coordonnées rationelles, donc aussi par ses
points à coordonnées entières, c’est-à-dire par les points de G′′ ; cela revient à dire 134
que G′′ est de rang 2q si q est la dimension complexe de E′′, qui est égale à n− p,
puisque H est non dégénérée. Il est clair que les formes hermitiennes induites par
H sur E′ et sur E′′ sont des formes de Riemann non dégénérées pour E′/G′ et
E′′/G′′, respectivement. Il est clair aussi que l’application canonique π de E sur
E/G induit sur E′ une application de noyau G′ qui détermine donc, par passage
au quotient, un isomorphisme de E′/G′ sur la variété V ′ = π(E′) ; de même, π
détermine un isomorphisme de E′′/G′′ sur V ′′ = π(E′′). Soit enfin G1 = G′ +G′′ ;
comme E est somme directe de E′ et E′′, G1 est de rang 2n, donc d’indice fini dans
G ; π détermine donc, par passage au quotient, un homomorphisme f de E/G1 sur
E/G dont le noyau γ est un groupe fini, isomorphe à G/G1 ; de plus, si on désigne
par V ′

1 et V ′′
1 les images de E′ et de E′′ dans E/G1, E/G1 est produit direct de

V ′
1 et V ′′

1 , et f induit sur V ′
1 et V ′′

1 des isomorphismes de ces tores sur V ′ et V ′′

respectivement ; le goupe Γ = V ′∩V ′′ est donc l’intersection de f(V ′
1) et f(V ′′

1 ), ou
autrement dit l’image par f de l’ensemble des points u ∈ V ′

1 tels qu’il existe v ∈ V ′′
1

satisfaisant à f(u) = f(v), ou, ce qui revient au même, à u− v ∈ γ. Autrement dit,
Γ est l’image par f de la projection de γ sur V ′

1 (relativement à la décomposition
de E/G1 en produit direct de V ′

1 et V ′′
1 ). C’est donc un groupe fini.

Corollaire 6.29. Les hypothèses et notations étant celles du th. 6.28, soit δ l’au- Cor.
tomorphisme identique de V Alors il existe deux endomorphismes α′, α′′ de V et
un entier ν > 0 tels que l’on ait νδ = α′ + α′′, α′(V ) = V ′, α′′(V ) = V ′′.

Soient p′, p′′ les projetteurs déterminés dans E par la décomposition de E en
somme directe de E′ et E′′, ou autrement dit les projections orthogonales sur E′ et
E′′ au sens de la géométrie hermitienne déterminée par H. Ils appliquent tous deux
le groupe G1 = G′+G′′ dans G ; si donc ν est un multiple commun de l’ordre de tous
les éléments du groupe G/G1, de sorte qu’on ait νG ⊂ G1, νp′ et νp′′ appliqueront
G dans G et détermineront donc, par passage au quotient, des endomorphismes
α′, α′′ de V . Il est immédiat alors que ceux-ci ont les propriétés énoncées dans le
corollaire.

6.12. Proposons-nous d’étudier maintenant l’anneau des endomorphismes d’une no 12
variété abélienne. Considérons d’abord, plus généralement, un homomorphisme
λ d’un tore complexe E/G dans un tore complexe E′/G′ ; il s’agit ici, bien en-
tendu, d’homomorphismes au sens de la structure complexe, c’est-à-dire d’homo-
morphismes qui sont en même temps des applications holomorphes. Si, comme pré-
cédemment, on identifie E,E′ avec les espaces vectoriels respectivement tangents
à E/G et à E′/G′ on 0, l’application linéaire tangente à λ en 0 est une applica- 135
tion C-linéaire L de E dans E′ ; et on sait que dans ces conditions L applique G
dans G′ (cf. Bourbaki [3, VII, §2, nos 3–4]). Réciproquement, toute application C-
linéaire de E dans E′ qui applique G dans G′ détermine, pas passage au quotient,
un homomorphisme de E/G dans E′/G′. Il sera commode, dans ce qui suit, au lieu
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de considérer les homomorphismes de tores complexes dans des tores complexes,
de considérer leurs applications linéaires tangentes en 0 ; il arrivera, par abus de
langage, qu’on confonde celles-ci avec ceux-là.

En particulier, on identifiera l’anneau des endomorphismes d’un tore complexe
E/G avec l’anneau A des endomorphismes de E qui appliquent G dans G. On
désignera par AQ l’extension de l’anneau A par le corps Q des rationnels ; si GQ est
l’espace vectoriel sur Q engendré par G sur Q, AQ est l’anneau des endomorphismes
de E qui appliquent GQ dans GQ. Il est immédiat que tout automorphisme de E
qui applique GQ dans GQ induit sur GQ un automorphisme de GQ et est donc
inversible dans AQ.

Désignons par Ê l’antidual de E (cf. §1.1), c’est-à-dire l’espace des formes an-
tilinéaire sur E, muni de sa structure d’espace vectoriel sur C ; et, pour x ∈ E et
x̂ ∈ Ê, notons ⟨x, x̂⟩ la valeur en x de la forme antilinéaire sur E définie par x̂ ;
⟨x, x̂⟩ est donc une forme sesquilinéaire sur E × Ê. Toute base (e1, . . . , en) de E
sur C détermine dans Ê une base (ê1, . . . , ên) dite duale de la première, telle que
l’on ait ⟨ei, êj⟩ = δij , quels que soient i, j. La partie imaginaire I(x, x̂) de ⟨x, x̂⟩ est
une forme R-bilinéaire sur E × Ê, dont on voir immédiatement (par exemple en
l’exprimant au moyen d’une base sur E et de la base duale sur Ê) qu’elle est non
dégénérée ; on en conclut (cf. p. ex. Bourbaki [3, VII, §1, no 3]) que, si G est un
sous-groupe discret de rang 2n de E, l’ensemble Ĝ des vecteurs ĝ de Ê tels que l’on
ait I(g, ĝ) ≡ 0 (mod 1) quel que soit g ∈ G est un sous-groupe discret de rang 2n

de Ê ; de plus, dans ces conditions, G est l’ensemble des G ∈ E tels que I(g, ĝ) ≡ 0

(mod 1) quel que soit ĝ ∈ Ĝ ; on dit, lorsu’il en est ainsi, que G et Ĝ sont associés
l’un de l’autre relativement à I, on dit que le tore complexe Ê/Ĝ est dual du tore
complexe E/G ; ce dernier est alors dual de Ê/Ĝ (pourvu qu’on identifie E, d’une
manière évidente, avec l’antidual de Ê).

Soit maintenant H une forme de Riemann pour le tore complexe E/G. Pour
tout y ∈ E, l’application x 7→ H(x, y) de E dans C est antilinéaire ; il y a donc une
application φH de E dans Ê, telle que l’on ait:

H(x, y) = ⟨x, φH(y)⟩
quels que soit x et y dans E ; H étant hermitienne, φH est linéaire. La partie136
imaginaire de H s’écrit alors:

A(x, y) = I(x, φHy).

Dire que A est à valeurs entières sur G×G équivaut alors à dire que φH applique
G dans le sous-groupe Ĝ de Ê associé à G par rapport à I, ou encore, d’après ce
qui précède, que φH détermine un homomorphisme du tore complexe E/G dans
son dual Ê/Ĝ. Pour que φH soit un isomorphisme de E sur Ê, il faut et il suffit
que H soit non dégénérée ; dans ce cas, φH applique GQ sur ĜQ, et φ−1

H est une
application de Ê sur E qui applique ĜQ sur GQ, de sorte qu’il existe un entier
ν > 0 tel que νφ−1

H détermine un homomorphisme de Ê/Ĝ sur E/G. Si H est
une forme de Riemann non dégénérée et H ′ une forme de Riemann quelconque
pour E/G, φ−1

H φH′ est en endomorphisme de E appliquant GQ dans GQ, ou au-
trement dit appartient à l’extension AQ par Q de l’anneau des endomorphismes
de E/G ; si ν est choisi comme on a dit, νφ−1

H φH′ appartient à ce dernier anneau.
En particulier, toute variété abélienne qui admet deux formes de Riemann essen-
tiellement distinctes (c’est-à-dire dont aucune n’est un multiple scalaire de l’autre)
admet un endomorphisme non trivial (c’est-à-dire qui n’est pas un multiple entier
de l’automorphisme identique).
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Soient E/G,E′/G′ deux tores complexes, et Ê/Ĝ, Ê′/Ĝ′ les tores duaux à ceux-
ci. Comme au §1.1, on fait correspondre à toute application linéaire L de E dans
E′ une application linéaire L̂ = tL̄ de Ê′ dans Ê, l’antitransposée de L, qui est telle
que l’on ait ⟨Lx, x̂′⟩ = ⟨x, L̂x̂′⟩ quels que soient x ∈ E, x̂′ ∈ Ê′ ; prenant les parties
imaginaires des deux membres, on aura donc I ′(Lx, x̂′) = I(x, L̂x̂′), où I ′ désigne
la forme analogue à I, relativement à E′ ; on en conclut immédiatement que, si L
applique G dans G′, L̂ applique Ĝ′ dans Ĝ. Autrement dit, l’application L 7→ L̂
fait correspondre à tout homomorphisme de E/G dans E′/G′ un homomorphisme
de Ê′/Ĝ′ dans Ê/Ĝ. Si en particulier on prend E′ = E, on voit qu’on a ainsi fait
correspondre à tout endomorphisme L de E/G un endomorphisme L̂ de Ê/Ĝ.

Si H est une forme hermitienne non dégénérées sur E × E, et qu’on l’écrive,
comme plus haut, sous la forme ⟨x, φHy⟩, où φH est une application linéaire de E
dans Ê, on peut, à tout endomorphisme L de E, faire correspondre au moyen de
H un endomorphisme adjoint L′, tel que l’on ait

H(Lx, y) = H(x, L′y)

quels que soit x, y dans E ; un calcul facile montre que L′ peut être consiéré aussi 137
comme donné par la formule:

L′ = φ−1
H L̂φH .

Il résulte de ce qui précède, si H est une forme de Riemann pour E/G et que L
applique GQ dans GQ, il en sera de même pour L′.

Pour tout endomorphisme L de E, désignons par Tr(L) la trace de L, et par σ(L)
la trace de L en tant qu’endomorphisme de l’espace vectoriel sur R sous-jacent à
E ; si (e1, . . . , en) est une base de E sur C, les 2n vecteurs eν , ieν formeront une
base de E sur R, et, au moyen de ces bases, on voit immédiatement que l’on a
σ(L) = Tr(L) + Tr(L). Si H est une forme hermitienne non dégénérée positive sur
E × E, on a σ(LL′) > 0 quel que soit l’endomorphisme L ̸= 0 de E, L′ désignant
toujours l’adjoint de L par rapport à H. Il suffit pour le voir de prendre dans E
une base pour laquelle H se mette sous la forme H(z, w) =

∑
α z̄αwα, car alors, si

X = ∥xαβ∥ est la matrice de L pour cette base, tX = ∥x̄βα∥ sera celle de L′, de
sorte qu’on aura σ(LL′) = 2

∑
α,β |xαβ |2. Si E/G est un tore complexe, et L un

endomorphisme de ce tore, on voit, en prenant pour base de E sur R un système
minimal de générateurs de G, que σ(L) est un entier.

On a ainsi démontré le théorème suivant:

Théorème 6.30. Soit E/G une variété abélienne, A l’anneau de ses endomor- Th. 7
phismes, AQ l’extension de A par Q. Soit H une forme de Riemann non dégénérée
pour E/G ; pour tout endomorphisme L de E, on désigne par L′ l’adjoint de L par
rapport à H. Alors l’application L 7→ L′ induit sur AQ un antiautomorphisme in-
volutif de AQ. De plus, si σ désigne la trace d’un endomorphisme prise sur l’espace
réel sous-jacent à E, σ est à valeurs entières sur A, à valeurs rationelles sur AQ,
et on a σ(LL′) > 0 pour L ̸= 0.

C’est de ce théorème que découlent les principales propriétés de l’algèbre AQ ;
on en déduit en particulier que AQ est semi-simple, et que le centre de chacune des
composantes simples de AQ est, soit un corps de nombres algébriques totalement
réel, soit une extension quadratique totalement imaginaire d’un tel corps.

6.13. Nous terminerons ce chapitre en donnant quelques théorèmes d’existence no 13
pour les types de tores qu’on a distingués ci-dessus.
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Proposition 6.31. Quel que soit n > 0, il existe des variétés abéliennes de di- Prop. 9
mension n n’admettant pas d’autre endomorphisme que les multiples entiers de 138
l’automorphisme identique.

Nous nous appuyerons sur la seconde partie de la prop. 6.18, où, pour fixer les
idées et simplifier l’écriture, on supposera qu’on a pris tous les entiers eα égaux à
1. L’espace des matrices symétriques Z = ∥zαβ∥ peut être considéré comme espace
vectoriel de dimension n(n+ 1)/2 sur C ; dans cet espace, l’ensemble des matrices
dont la partie imaginaire est la matrice d’une forme non dégénérée positive forme
un ensemble ouvert non vide. Comme dans la prop. 6.18, soit (g1, . . . , gn) une base
d’un espace vectoriel E sur C ; soit G le groupe engendré pas les gα et par les
vecteurs gn+β définis par (6.8), où on a pris pαβ = zαβ . Soit L un endomorphisme
de E appliquant G dans G. On aura donc :

L(gα) =

n∑
β=1

aαβgβ +

n∑
β=1

bαβgn+β (1 ≤ α ≤ n),

L(gn+α) =

n∑
β=1

cαβgβ +

n∑
β=1

dαβgn+β (1 ≤ α ≤ n),

les matrices A = ∥aαβ , ∥B = ∥bαβ∥, C = ∥cαβ∥, D = ∥dαβ∥ étant à coefficients
entiers. En tenant compte de la définition des gn+α par les formules (6.8) et du fait
que L est C-linéaire, on tire de là, par un calcul immédiat :

cαβ +

n∑
γ=1

dαγzβγ −
n∑

γ=1

aγβzγα −
n∑

γ,δ=1

bγδzγαzβδ = 0 (1 ≤ α, β ≤ n).

Les premiers membres de ces relations sont des polynomes du second degré à co-
efficients entiers dans les coefficients zαβ de Z ; pour un choix donné des matrices
A,B,C,D, l’ensemble des Z qui y satisfont est donc un ensemble algébrique fermé
F (A,B,C,D), ou autrement dit une réunion finie de variétés algébriques. Pour que
F (A,B,C,D) soit l’espace entier des matrices symétriques, il faut que les relations
ci-dessus soient identiquement satisfaites, ou encore que l’on ait, pour toute matrice
Z symétrique :

C +DZ − ZA− ZBZ = 0.

En prenant Z = z · 1n, où 1n désigne la matrice unité, on tire de là C = 0 =
B,D = A ; en prenant pour Z une matrice diagonale quelconque, on voit que A est
diagonale ; en exprimant que celle-ci est permutable avec toute matrice symétrique
Z, on voit que A est de la forme a · 1n. Soit maintenant F la réunion de tous139
les ensembles F (A,B,C,D) pour tous les choix de A,B,C,D pour lesquels on n’a
pas B = C = 0, A = D = a · 1n, avec a entier ; chacun de ces ensembles étant
rare, leur réunion est maigre et ne peut donc contenir aucun ouvert (Bourbaki,
[3, IX, §5, nos 2 et 3]). Il existe donc une matrice symétrique Z dont la partie
imaginaire est la matrice d’une forme quadratique non dégénérée positive et qui
n’appartient pas à F . Alors le tore complexe E/G défini au moyen de cette matrice
n’admet aucun endomorphisme autre que les multiples entiers de l’automorphisme
identique. Comme ce tore E/G est une variété abélienne d’après la prop. 6.18, cela
achève la démonstration.

On notera que, d’après le corollaire 6.29, une variété abélienne E/G ayant la
propriété énoncée dans la prop. 6.31 n’admet aucune sous-variété abélienne propre
(c’est-à-dire autre que {0} et E/G) ; on exprime ce fait en disant qu’une telle variété
est simple.
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Proposition 6.32. Quels que soient les entiers n, r satisfaisant à n ≥ 2, 0 ≤ r ≤ n,Prop. 10
il existe des tores complexes de dimension n et de rang r.

Pour r = n, cela résulte de la prop. 6.18, puisqu’un tore complexe dont le rang
est égal à sa dimension n’est autre chose qu’une variété abélienne. Supposons qu’on
ait pris r = 0. Soit M l’espace vectoriel de dimension 2n2 sur C formé des matrices
U = ∥uαν∥ (1 ≤ α ≤ n; 1 ≤ ν ≤ 2n). Pour U ∈M , soit G(U) le sous-groupe de Cn

engendré par les 2n vecteurs :

u(ν) = (u1ν , . . . , unν) (1 ≤ ν ≤ 2n).

Soit Ω l’ensemble des points U de M tels que G(U) soit discret de rang 2n, c’est-à-
dire tels que les 2n vecteurs u(ν) soient linéairement indépendants sur R. Si U ′, U ′′

désignent la partie réelle et la partie imaginaire de U , Ω est l’ensemble des U tels
que le déterminant de la matrice

(
U ′

U ′′

)
ne s’annule pas ; c’est donc une partie ouverte

de M . Pour U ∈ Ω,Cn/G(U) est un tore complexe ; on va montrer que l’ensemble
des U ∈ Ω tels que ce tore soit de rang > 0 est contenu dans la réunion d’une famille
dénombrable de sous-variété algébriques de M de dimension < 2n2, donc dans une
partie maigre de M ; il s’ensuivra bien qu’il existe des U ∈ Ω tels que Cn/G(U)
soit de rang 0.

Supposons d’abord que Cn/G(U) soit de rang n ; soit en ce cas A la partie ima-
ginaire d’une forme de Riemann non dégénérée pour ce tore. Si C = ∥cµν∥ (µ, ν =
1, . . . , 2n) est une matrice à coefficients entiers de déterminant ±1, il est immédiat
que l’application U 7→ UC est un automorphisme de M qui applique Ω sur lui-
même, et que l’on a G(U) = G(UC) quel que soit U . Si on pose gν =

∑
µ cµνu

(µ), 140
les gν formeront un système minimal de générateurs de G(U) ; si C est choisie de
manière qu’ils forment une base de G(U) adaptée à la forme A, la prop. 6.18 montre
que g1, . . . , gn seront linéairement indépendants sur C et que, si les eα et les pαβ
sont définis comme dans cette proposition, la matrice ∥eαpαβ∥ est symétrique. Cela
équivaut à dire que, si on pose UC = ∥V W∥, où V,W sont deux matrices à n
lignes et n colonnes, et qu’on désigne par E la matrice diagonale ∥eαδαβ∥, la ma-
trice V est inversible et la matrice EV −1W symétrique. Comme E est symétrique
et inversible, cette dernière condition revient à dire que la matrice

WE−1 · tV = (V E−1) · (EV −1W ) · t(V E−1)

est symétrique. Cette dernière condition s’exprime par des relations algébriques,
homogènes du second degré par rapport aux éléments des matrices V,W , donc
aussi par rapport aux uαν . Pour chaque choix de C et E, elle détermine donc un
ensemble algébrique fermé F (E,C) dans M . Il est clair d’ailleurs qu’on a toujours
F (E,C) ̸= M pour n ≥ 2. Si U n’appartient pas à la réunion de tous les F (E,C)
le tore Cn/G(U) sera de rang < n.

Supposons que Cn/G(U) soit de rang r avec 0 < r < n. Le noyau E0 de Cn

relativement à ce tore est alors de dimension n−r sur C ; et le groupe G0 = G(U)∩
E0 est de rang 2n−2r. Il y a donc un système minimal (g1, . . . , g2n) de générateurs
de G(U) tel que G0 soit engendré par g1, . . . , g2n−2r et que E0 soit engendré sur C
par g1, . . . , gn−r ; on pourra, comme précédemment, écrire gν =

∑
µ cµνu

(µ) pour
1 ≤ ν ≤ 2n, la matrice C = ∥cµν∥ étant à coefficients entiers et de déterminant
±1. Écrivons UC = ∥V W T∥, où V et W sont des matrices à n lignes et n − r
colonnes et T une matrice à n lignes et 2r colonnes ; comme gn−r+1, . . . , g2n−2r

sont des combinaisons linéaires de g1, . . . , gn−1 à coefficients dans C, il y aura une
matrice X à n − r lignes et n − r colonnes telle que W = V X. Mais l’ensemble
des matrices ∥V V X T∥, où V est une matrice à n lignes et n − r colonnes, X
une matrice à n − r lignes et n − r colonnes, et T une matrice à n lignes et 2r
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colonnes, forme une sous-variété algébrique Vr de M , de dimension 2n2 − r(n− r).
On a ainsi montré que, si Cn/G(U) est de rang r, U est dans la transformée VrC−1

de Vr par l’automorphisme U 7→ UC−1 de M . Si donc on prend pour U un point
de Ω qui n’appartienne pas à la réunion de toutes les variétés VrC−1 et de tous les
ensembles algébriques fermés F (E,C) définis plus haut, le tore Cn/G(U) sera de
rang 0. Cette réunion étant maigre dans M pour n ≥ 2, l’existence d’un tel tore est
donc établi.

Proposons-nous enfin de construire un tore complexe de dimension n et de rang
r, avec 1 ≤ r ≤ n− 1. Posons s = n− r. Soit E un espace vectoriel de dimension n141
sur C ; désignons par g1, . . . , gs, g2s+1, . . . , gn+s des vecteurs formant une base de
E sur C ; soit E0 le sous-espace de E engendré sur C par g1, . . . , gs. Au moyen de
la prop. 6.22, on pourra construire dans E0 des vecteurs

(6.15) gs+µ =

s∑
λ=1

zλµgλ (1 ≤ µ ≤ s)

tels que, si G0 est le sous-groupe de E0 engendré par g1, . . . , g2s, E0/G0 soit une
variété abélienne n’admettant pas d’autre endomorphisme que les multiples entiers
de l’automorphisme identique. Alors, d’après le th. 6.28 et son corollaire 6.29, il ne
peut y avoir aucun sous-espace vectoriel E′

0 de E0 sur C, autre que E0 et {0}, tel
que le groupe G0 ∩ E′

0 soit de rang égal à 2 dimE′
0. Posons d’autre part :

(6.16) gn+s+ρ =

s∑
λ=1

uρλgλ +

r∑
σ=1

z′ρσg2s+σ (1 ≤ ρ ≤ r),

où ∥z′ρσ∥ est une matrice symétrique dont la partie imaginaire est la matrice d’une
forme quadratique non dégénérée positive, et où ∥uρλ∥ est une matrice quelconque
à r lignes et s colonnes. Soit G le groupe engendré par g1, . . . , g2n ; soir G∗ son
image dans l’espace E∗ = E/E0. D’après la prop. 6.18, G∗ est discret de rang 2r
dans E∗, et E∗/G∗ est une variété abélienne de dimension r ; on conclut facilement
de là que G est discret de rang 2n dans E, et il est clair alors que E/G est au
moins de rang r, et que le noyau E′

0 de E relativement à E/G est contenu dans
E0 ; comme le groupe G ∩ E′

0 = G0 ∩ E′
0 doit alors être de rang égal à 2 dimE′

0,
il s’ensuit, daprès ce qu’on a vu, qu’on a, soit E′

0 = E0, soit E′
0 = {0} ; autrement

dit, le tore E/G est, soit de rang r, soit une variété abélienne.

Supposons que E/G soit une variété abélienne, et appliquons le th. 6.28 à E/G et
à E0. Il s’ensuit qu’il y a dans E un sous-espace E1 de dimension r, supplémentaire
de E0, tel que le groupe G1 = G ∩E1 soit de rang 2r ; le groupe G′ = G0 +G1 est
alors de rang 2n, et il y a un entier ν > 0 tel qu’on ait G′ ⊃ νG. En particulier, on
aura νg2s+ρ ∈ G′ pour 1 ≤ ρ ≤ 2r, de sorte qu’il y aura des éléments g′ρ de G1 et
des entiers aρλ tels que l’on ait :

(6.17) g′ρ = νg2s+ρ +

2s∑
λ=1

aρλgλ (1 ≤ ρ ≤ 2r).

Alors les images de g′1, . . . , g
′
r dans E∗ = E/E0 sont les mêmes que celles de142

νg2s+1, . . . , νgn+s respectivement et sont donc linéairement indépendantes sur C,
ce qu’on peut exprimer en disant que g′1, . . . , g′r sont linéairement indépendants sur
C modulo E0 ; ils sont donc à plus forte raison linéairement indépendants sur C
dans E ; par suite, ils engendrent E1 sur C, de sorte que g′r+1, . . . , g

′
2r sont des com-

binaisons linéaires de g′1, . . . , g′r à coefficients dans C. Mais on a, pour 1 ≤ ρ ≤ r :

g′r+ρ ≡ νgn+s+ρ ≡ ν

r∑
σ=1

z′ρσg2s+σ ≡
r∑

σ=1

z′ρσg
′
σ (mod E0).
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Puisque g′1, . . . , g
′
r sont linéairement indépendants sur C modulo E0, il s’ensuit

que les coefficients qui figurent dans les expression de g′r+1, . . . , g
′
2r au moyen de

g′1, . . . , g
′
r ne sont autres que les z′ρσ, c’est-à-dire qu’on a

g′r+ρ =

r∑
σ=1

z′ρσg
′
σ (1 ≤ ρ ≤ r).

En faisant usage de (6.15),(6.16),(6.17), on tire de là :

νuρλ =

r∑
σ=1

z′ρσ
(
aσλ +

s∑
µ=1

aσ,s+µzλµ
)
− ar+ρ,λ −

s∑
µ=1

ar+ρ,s+µzλµ.

Si donc, après avoir choisi les zλµ et les z′ρσ comme il a été dit, on choisit les uρλ de
manière à ne satisfaire aux relations ci-dessus pour aucun choix des entiers ν > 0
et aρλ, le tore E/G sera de rang r.

Annexe A. Propriétés élémentaires des diviseurs sur les variétés
complexes 143

A.1. Pour tout ce qui concerne les groupes ordonnés et les relations de divisibilité, no 1
nous renvoyons à Bourbaki [2, VI, §1]. Rappelons que, si A est un anneau intègre
(anneau commutatif sans diviseur de zéro, ayant un élément unité autre que 0), E
le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A, K le corps des fractions de A,
et K∗ le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K, on définit sur ∆ = K∗/E
une structure de groupe ordonné en y prenant pour ensemble ∆+ des éléments
positifs l’image dans ∆ de l’ensemble A∗ = A − {0} 3 ; les relations de divisibilité
dans K (relativement à A) s’expriment au moyen des propriétés de ∆. On écrira le
groupe ∆ additivement.

Deux éléments de K∗ sont dits associés s’ils ont même image dans ∆, c’est-à-dire
si leur quotient est dans E. Un élément de ∆ est dit irréductible si c’est un élément
minimal de ∆+ − {0} ; pour qu’un élément x de A∗ −E air pour image dans ∆ un
tel élément, il faut et il suffit qu’il ne puisse s’écrire comme produit x = yz de deux
éléments y, z de A∗ − E ; on dit, dans ce cas, que x lui-même est irréductible. On
dit que l’anneau A est factoriel si ∆ est somme directe des sous-groupes engendrés
par ses éléments irréductibles, ou, ce qui revient au même, si tout élément δ de
∆+ peut se mettre, d’une manière et d’une seule (à l’ordre des termes près) sous
la forme δ =

∑n
ν=1 δν , où n ≥ 0 et les δν sont irréductibles. Il faut et il suffit pour

cela que ∆+ satisfasse aux deux conditions suivantes:

(a) Tout ensemble non vide d’éléments de ∆+ contient un élément minimal (c’est
la « condition minimale » pour ∆+) ; 144

(b) Si δ est irréductible et si δ1, δ2 sont dans ∆+ la relation δ ≺ δ1 + δ2 entraîne
δ ≺ δ1 ou δ ≺ δ2.

En effet, la nécessité de ces conditions est immédiate. Supposons (a) vérifiée, et soit
δ ∈ ∆+. L’ensemble X des éléments de ∆+ de la forme δ −

∑n
ν=1 δν (où n ≥ 0 et

les δν sont irréductibles) admet un élément minimal δ′. Si δ′ ̸= 0, l’ensemble (non
vide) des éléments δ′′ ≺ δ′ de ∆+−{0} contient un élément minimal δ′′0 , visiblement
irréductible ; on a alors δ′−δ′′0 ∈ X, ce qui contredit la définition de δ′. Donc δ′ = 0,
et δ est somme d’éléments irréductibles. Il est immédiat d’autre part que, si (b) est
satisfaite, un élément de ∆+ ne peut s’écrire au plus que d’une manière, à l’ordre
près, comme somme d’éléments irréductibles.

3. Bourbaki utilise la notation P = A− {0} et A∗ = E dans [2, VI, §1, no 5]
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Si A est factoriel, le groupe ∆ est réticulé (Bourbaki [1, VII, §3, th. 1]). Cela
revient à dire que tout ensemble fini d’éléments de K a, par rapport à l’anneau A,
un pgcd et un ppcm, tous deux déterminés d’une manière unique à un facteur près
associé à 1. En particulier, tout élément z de K peut alors se mettre sous la forme
z = x/y, où x, y sont deux éléments de A étrangers l’un de l’autre, c’est-à-dire
sans diviseur commun dans A autre que les éléments associés à 1. Il s’ensuit que
A est intégralement clos ; en effet, si x, y sont étrangers l’un à l’autre dans A, et si
z = x/y est entier sur A, on aura une relation zn +

∑n
i=1 xiz

n−i = 0, avec xi ∈ A,
ce qui s’écrit aussi

xn = −y
n∑

i=1

xix
n−iyi−1;

donc xn est multiple de y, de sorte que tout diviseur irréductible de y divise xn
et par suite aussi x ; comme x, y sont étrangers l’un à l’autre, y n’a donc pas de
diviseur irréductible et est inversible dans A, ce qui implique bien z ∈ A.

Rappellons encore le résultat élémentaire suivant:

Lemme A.1. Soient A un anneau intègre intégralement clos, et K son corps desLemme 1
fractions. Soit P un polynome unitaire dans A[T ] ; soit Q un polynome unitaire
dans K[T ], tel que P soit multiple de Q dans l’anneau K[T ], Alors Q est dans
A[T ], et P est multiple de Q dans A[T ].

Les coefficients de Q peuvent s’écrire comme polynomes par rapport aux racines
de Q ; comme celles-ci sont racines de P , elles sont entières sur A ; les coefficients
de Q sont donc entiers sur A ; comme par hypothèse ils sont dans K, et que A est
intégralement clos, ils sont dans A, et Q est dans A[T ]. De même P/Q est dans
A[T ].

145
A.2. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage d’un point u d’une variéténo 2
V à structure analytique complexe. L’ensemble des fonctions définies dans un voisi-
nage de u de V , qui coïncident avec f dans un voisinage de u, s’appelle le germe de
fonction holomorphe défini en u par f , et se notera γu(f). Soit (z1, . . . , zn) un sys-
tème de coordonnées locales complexes, nulles en u, dans un voisinage de u sur V ;
une fonction f , holomorphe dans un voisinage de u, peut alors s’écrire, au voisinage
die u, comme série de Taylor en z1, . . . , zn ; et γu(f) est l’ensemble des fonctions
qui, dans un voisinage de u, ont même développement de Taylor que f . On peut,
d’une manière évidente, considérer l’ensemble des germes de fonction holomorphe
en u sur V comme formant un anneau ; celui-ci sera noté Au(V ) ; il est isomorphe
à l’anneau des séries de puissance en z1, . . . , zn qui convergent dans un voisinage
de 0, et est donc intègre. Le corps des fractions de Au(V ) sera noté Ku(V ) ; ses
éléments s’appelleront les germes de fonction méromorphe en u sur V .

Soit γ = γu(f) un germe de fonction holomorphe en u sur V , déterminé par
une fonction f holomorphe au voisinage de u ; il détermine d’une manière unique
le développement de Taylor de f en u par rapport aux zi. Si γ ̸= 0, la somme
des termes de plus bas degré en z1, . . . , zn dans ce développement est un polynome
homogène non nul, dont le degré sera désigné par m(γ) ; on vérifie immédiatement
que ce degré est indépendant du choix des coordonnées locales zi. Pour que l’on
ait m(γ) = 0, il faut et il suffit qu’on ait f(u) ̸= 0, c’est-à-dire que γ appartienne
au groupe multiplicatif Eu(V ) des éléments inversibles de Au(V ). Quels que soient
γ, γ′ dans Au(V )− {0}, on a m(γγ′) = m(γ) +m(γ′).

Comme au §A.1, on considéra le groupe quotient Ku(V )∗/Eu(V ) comme groupe
ordonné, et on l’écrirera additivement ; ses élément s’appelleront les germes de di-
viseur en u sur V ; si γ ∈ Ku(V )∗, l’image de γ dans ce groupe se notera div(γ) ;
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si γ = γu(f) est un germe de fonction holomorphe, déterminé par une fonction
f holomorphe au voisinage de u, on écrirera aussi divu(f) au lieu de div(γu(f)) ;
par définition, les germes de diviseur positifs en u sont ceux qui sont de la forme
divu(f), avec f holomorphe au voisinage de u et γu(f) ̸= 0.

Pour que deux germes de fonctions holomorphe γ, γ′ déterminent le même germe
de diviseur en u, il faut et il suffit que l’on ait γ/γ′ ∈ Eu(V ) ; on a alorsm(γ/γ′) = 0,
d’où m(γ) = m(γ′). Donc m(γ) ne dépend que du germe de diviseur δ = div(γ) et
définit, par passage au quotient, une fonction µ(δ) = m(γ) à valeurs entières ≥ 0
sur l’ensemble des germes de diviseur positifs en u ; si δ est un tel germe, µ(δ) = 0
équivaut à δ = 0 ; et, si δ, δ′ sont de tels germes, on a µ(δδ′) = µ(δ)+µ(δ′). Si X est
un ensemble de tels germes, tout élément δ de X pour lequel µ(δ) atteint sa plus 146
petite valeur est un élément minimal de X ; donc l’ensemble des germes de diviseur
positifs en u sur V satisfait à la condition minimale (condition (a) du §A.1).

A.3. Rappelons maintenant le lemme de Weierstrass (le « Vorbereitungssatz ») no 3
[1, VII, §3, prop. 6] :

Lemme A.2. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 dans Cn ; Lemme 2
supposons que z−m

n f(0, . . . , 0, zn) soit holomorphe dans un voisinage de 0 dans C,
et ne s’annule pas pour zn = 0. Alors

(a) Il y a un voisinage U de 0 dans Cn et une fonction e holomorphe et ne
s’annulant pas dans U , tels que ef puisse, dans U , se mettre sous la forme

(A.1) ef = zmn +

m∑
i1

φi(z1, . . . , zn−1)z
m−i
n ,

les φi étant holomorphes dans un voisinage de 0 dans Cn−1 et nulles en 0. De
plus, les germes de fonction holomorphe γ0(e), γ0(φi) sont déterminés d’une
manière unique par la relation (A.1).

(b) Quelle que soit g holomorphe dans un voisinage de 0 dans Cn−1, il y a un
voisinage U ′ de 0 dans Cn et une fonction holomorphe h dans U ′, tels que,
dans U ′, g − fh puisse se mettre sous la forme

(A.2) g − fh =

m∑
i1

ψi(z1, . . . , zn−1)z
m−i
n ,

les ψi étant holomorphes dans un voisinage de 0 dans Cn−1. De plus, f et g
étant données, les germes γ0(h), γ0(ψi) sont déterminés d’une manière unique
par la relation (A.2).

Le second membre de (A.1), où les φi sont comme il a été dit ci-dessus, c’est-à-
dire holomorphes dans un voisinage de 0 et nulles en 0, s’appelle un polynome de
Weierstrass 4.

Dans l’application du lemme de Weierstrass, on a le plus souvent à faire usage
du lemme suivant :

Lemme A.3. Soient f1, . . . , fr des fonctions holomorphes dans un voisinage d’un Lemme 3
point u sur une variété complexe V ; on suppose que γu(fρ) ̸= 0 pour 1 ≤ ρ ≤ r ;
pour 1 ≤ ρ ≤ r, soit mρ = m(γu(fρ)). Alors il y a un système (z1, . . . , zn) de coor-
données locales en u sur V , nulles en u, tel que les fonctions z−mρ

n fρ(0, . . . , 0, zn) 147
soient holomorphes dans un voisinage de 0 dans C et ne s’annulent pas pour zn = 0.

4. appelé polynome distingué dans Bourbaki [1, VII, §3, déf. 2]
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Soient w1, . . . , wn des coordonnées locales en u, nulles en u. Pour chaque ρ, soit
Pρ la somme des termes de degré mρ dans le developpement de Taylor de fρ
par rapport aux wi ; soit (a1, . . . , an) un point de Cn autre que 0 où le polynome
P1P2 · · ·Pn ne soit pas nul. En effectuant au besoin une permutation sur les wi, on
peut supposer qu’on a an ̸= 0. Posons alors wi = zi + aizn pour 1 ≤ i ≤ n − 1, et
wa = anzn ; les zi forment un système de coordonnées locales ayant les propriétés
annoncées.

Les hypothèses étant celles du lemme A.3, on peut alors appliquer le lemme de
Weierstrass, par rapport aux coordonnées zi, à chacune des fonctions fρ, c’est-à-
dire déterminer pour chaque ρ une fonction eρ, holomorphe et ̸= 0 dans un voisinage
de u, telle que eρfρ s’écrive sous forme d’un polynome de Weierstrass de degré
mρ en zn.

A.4. Pour simplifier les notations, nous noterons A l’anneau A0(C
n−1) des germesno 4

en 0 de fonctions de z1, . . . , zn−1, holomorphes dans un voisinage de 0 ; et nous
noterons K le corps des fractions de A. On identifiera d’une manière évidente l’an-
neau A[zn] des polynomes en zn à coefficients dans A avec un sous-anneau de
A0(C

n). Si f est un polynome de Weierstrass, γ0(f) est alors un élément de
A[zn] ; on notera W l’ensemble des germes γ0(f) correspondant ainsi aux poly-
nomes de Weierstrass. Un élément de W de degré m > 0 en zn ne peut être
inversible dans A0(C

n).

Lemme A.4. Soit γ ∈ W ; alors tout élément γ′ de A[zn] qui est multiple de γLemme 4
dans A0(C

n) l’est aussi dans A[zn].

Soit m le degré de γ en zn. Comme γ est un polynome unitaire dans A[zn], on
pourra, dans A[zn], diviser γ′ par γ, donc mettre γ′ sous la forme γ′ = γγ′′ + ρ, où
γ′′, ρ sont dans A[zn] et où ρ est de degré < m. D’autre part, si γ′ est multiple de
γ dans A0(C

n), on aura γ′ = γγ1 avec γ1 ∈ A0(C
n) ; l’assertion d’unicité dans le

lemme A.2 (b) donne alors γ1 = γ′′ et ρ = 0.

Théorème A.5. L’anneau Au(V ) des germes de fonction holomorphe en un pointTh. 1
u d’une variété complexe V est factoriel.

D’après les §§A.1 et A.2, il suffira, pour démontrer le théorème, de faire voir
que, si γ, γ′, γ′′ sont des éléments de Au(V ) tels que γ soit irréductible dans Au(V )
et divise γ′γ′′, γ divise γ′ ou γ′′. On procédera par récurrence sur la dimension
complexe n de V ; pour n = 0, il n’y a rien à démontrer. Désignant par 1n l’assertion
du théorème pour la dimension n, on va faire voir d’abord que l’hypothèse de148
récurrence, c’est-à-dire l’assertion 1n−1, entraîne l’assertion suivante :

Lemme A.6. Soit γ ∈W ; alors tout polynome unitaire de K[zn] qui divise γ dansLemme 5
K[zn] appartient à W et divise γ dans A[zn]. Si γ est irréductible dans A0(C

n), il
l’est aussi dans K[zn].

Comme on l’a vu au §A.1, 1n−1 entraîne que A est intégralement clos ; donc,
d’après le lemme A.1, si γ = γ′γ′′ avec γ′, γ′′ unitaires dans K[zn], γ′ et γ′′ sont
dans A[zn]. Si on écrit alors γ = γ′γ′′ comme relation entre séries de Taylor
en z1, . . . , zn, et qu’on y fasse z1 = · · · = zn−1 = 0, on voit immédiatement que
γ′, γ′′ appartiennent à W . En particulier, si γ n’est pas irréductible dans K[zn], on
pourra écrire γ = γ′γ′′. où γ′, γ′′ sont des polynomes unitaires, tous deux de degré
> 0, dans K[zn] ; d’après ce qui précède. ils sont dans W , et par suite ne sont pas
inversibles dans A0(C

n) ; s’il en est ainsi, γ n’est pas irréductible dans A0(C
n).
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Passons à la démonstration de 1n. Soit γ = γu(f) irréductible dans Au(V ) ;
soient γ′ = γu(f

′), γ′′ = γu(f
′′) deux éléments de Au(V ) tels que γ divise γ′γ′′.

Appliquant les lemmes A.3 et A.2 (a), on est ramené au cas où V = Cn, u = 0,
et où f est un polynome de Weierstrass ; soit m le degré de celui-ci. Appliquant
le lemme A.2 (b) à f et f ′, et à f et f ′′, on est ramené au cas où f ′, f ′′ sont
des polynomes en zn. Comme γ est irréductible dans A0(C

n) par hypothèse, il
l’est aussi dans K[zn] d’après le lemme A.6 ; donc γ divise, soit γ′, soit γ′′ dans
K[zn]. Mais, comme γ est un polynome unitaire dans A[zn], le quotient par γ d’un
polynome de A[zn] est encore un dans A[zn] ; donc γ divise, soit γ′, soit γ′′, dans
A[zn] et à fortiori dans A0(C

n). Cela achève la démonstration du théorème A.5, et
en même temps celle du lemme A.6, pour tout n.

On abservera que la démonstration ci-dessus du théorème A.5 repose essentiel-
lement sur les lemmes A.2 et A.3 ; le premier est valable, comme on sait, pour
l’anneau des séries formelles à n variables sur un corps de base k quelconque ; la
démonstration du second montre qu’il reste valable pour ce même anneau, pourvu
que k soit infini. Donc cet anneau est factoriel, lui aussi, pourvu que k soit infini ;
et on conclut aisément de là que le même résultat est valable pour k fini.

A.5. Sur une variété analytique complexe V , on peut considérer l’anneau des fonc- no 5
tions holomorphes, qui n’est pas vide puisqu’il comprend en tout cas les constantes,
et même les fonctions qui sont constantes sur chacune des composantes connexes
de V . Si f est une fonction holomorphe sur V , l’ensemble des points u de V où
γu(f) = 0 est ouvert et fermé, donc réunion de composantes connexes de V ; il
est immédiat que les diviseurs de 0, dans l’anneau des fonctions holomorphes sur 149
V , sont les fonctions qui s’annulent identiquement sur une composante connexe au
moins de V ; en particulier, cet anneau est intègre si V est connexe. On définira
de la manière habituelle l’anneau (resp. le corps, si V est connexe) des fractions
de l’anneau des fonctions holomorphes sur V ; ses éléments, qui s’écrivent sous la
forme f/g avec f, g holomorphes et g non diviseur de 0 sur V , s’appelleront les
fractions méromorphes sur V . Si U est un ouvert de V , toute fraction méromorphe
sur V induit d’une manière évidente une fraction méromorphe sur U .

Soit φ = f/g une fraction méromorphe sur V , f et g étant holomorphes et g
non diviseur de 0 sur V . Il est immédiat qu’en tout point u de V le germe de
fonction méromorphe γu(f)/γu(g) ne dépend que de u et φ ; on dira que c’est
le germe déterminé en u par φ, et on le notera γu(φ). Il est immédiat aussi que
deux fractions méromorphes coïncident si elles déterminent le même germe en tout
point de V . Plus généralement, soit u 7→ γu une application qui, à tout point
u de V , fasse correspondre un élément γu de Ku(V ), c’est-à-dire un germe de
fonction méromorphe en u ; on dira que cette application détermine une fonction
méromorphe ψ sur V si, à tout point u de V , on peut faire correspondre un voisinage
ouvert U de u et une fraction méromorphe ψu dans U tels qu’on ait γu′ = γu′(ψu)
pour tout u′ ∈ U ; quand il en sera ainsi, on écrira γu(ψ) = γu pour tout u ∈ V . Si
φ est une fraction méromorphe sur V , on identifiera φ avec la fonction méromorphe
définie par l’application u 7→ γu(φ). les fonctions méromorphes sur V peuvent être
considérées d’une manière évidente comme formant un anneau (un corps, si V est
connexe) dont les fractions méromorphes forment un sous-anneau (resp. un sous-
corps).

Considérons maintenant une application u 7→ Du qui, à tout point u de V , fasse
correspondre un germe de diviseurDu en u, c’est-à-dire un élément deKu(V )∗/Eu(V ) ;
on dira que cette application détermine un diviseur sur V si, à tout point u de V , on
peut faire correspondre un voisinage ouvert U de u et une fonction méromorphe ψu
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dans U tels qu’on ait γu′(ψu) ̸= 0 et Du′ = div(γu′(ψu)) pour tout u′ ∈ U . D’après
cette définition, si ψ est une fonction méromorphe sur V , ne s’annulant identique-
ment sur aucune composante connexe de V , l’application u 7→ div(γu(ψu)) définit
un diviseur sur V qu’on notera div(ψ). Les diviseurs sur V peuvent, d’une ma-
nière évidente, être considérés comme formant un groupe commutatif ordonné, qui
s’écrit additivement ; si D,D′ sont les diviseurs respectivement définis par u 7→ Du,
u 7→ D′

u, la relation D ≻ D′ signifiera donc qu’on a Du ≻ D′
u pour tout u. Pour

qu’une fonction méromorphe ψ sur V , ne s’annulant identiquement sur aucune com-
posante connexe de V , soit une fonction holomorphe, il faut et il suffit qu’on ait150
div(ψ) ≻ 0. L’application φ 7→ div(φ) est un homomorphisme du groupe (multipli-
catif) des fonctions méromorphes sur V , ne s’annulant identiquement sur aucune
composante connexe de V , dans le groupe (additif) des diviseurs sur V ; le noyau
de cet homomorphisme est formé par les fonctions holomorphes sur V qui ne s’an-
nulent en aucun point de V ; comme il est bien connu, l’application du principe dit
« du maximum » montre que, si V est compacte, une telle fonction est constante
sur chaque composante connexe de V . Les diviseurs de la forme div(φ), avec φ
méromorphe sur V , sont dits linéairement équivalents à 0 sur V ; deux diviseurs
D,D′ sur V sont dit linéairement équivalents si D−D′ est linéairement équivalent
à 0.

A.6. Le théorème A.5 implique entre autre que le groupe des germes de diviseurno 6
en un point u d’une variété complexe V est réticulé, c’est-à-dire que tout ensemble
fini {δ1, . . . , δr} de tels germes admet une borne inférieure inf(δρ) et une borne
supérieure sup(δρ). On va montrer maintenant qu’il en est de même du groupe des
diviseur sur V ; ce résultat est contenu dans le suivant, qui est plus précis:

Théorème A.7. Soient D,D′ deux diviseurs sur ine variété complexe V ; pourTh. 2
tout u ∈ V , soient Du, D

′
u les germes de diviseur déterminés en u par D et D′.

Alors l’application u 7→ D′′
u = inf(Du, D

′
u) définit un diviseur D′′ sur V .

Le théorème sera démontré si on fait voir que, pour tout u ∈ V , il y a un voisinage
U et une fonction méromorphe ψ dans U tels que D′′

v = div(γv(ψ)) pour tout v ∈ U .
Pour cela, on prendra ψ méromorphe dans un voisinage ouvert W de u et telle que
div(γu(ψ)) = D′′

u ; remplaçant alors V par W et D,D′ par D− div(ψ), D′ − div(ψ)
respectivement, on est ramené à démontrer que, si D′′

u = 0, on a D′′
v = 0 pour

tout v suffisamment voisin de u. Comme D′′
u = 0 entraîne Du ≻ 0, D′

u ≻ 0, il
y aura un voisinage de u où on pourra écrire D = div(f), D′ = div(f ′), f et f ′
étant holomorphes dans ce voisinage. Appliquant les lemmes A.3 et A.2 (a) du
§A.3, on se ramène au cas où V est un voisinage de 0 dans Cn, où u = 0, et
où f, f ′ sont des polynomes de Weierstrass ; avec les notations du §A.4, γ0(f)
et γ0(f ′) sont alors dans W . Il s’ensuit, d’après le lemme A.6, que le polynome
unitaire de K[zn] qui est, dans K[zn], le pgcd de γ0(f) et γ0(f ′) est dans W , donc
n’est pas inversible dans A0(C

n) à moins qu’il ne soit de degré 0 et par suite égal
à 1. L’hypothèse D′′

0 = 0, qui signifie que γ0(f) et γ0(f ′) sont étrangers l’un à
l’autre dans A0(C

n), implique donc qu’ils le sont aussi dans K[zn] ; cela revient
à dire qu’il y a une fonction φ de z1, . . . , zn−1, holomorphe au voisinage de 0, et
des polynomes g, g′ en zn à coefficients holomorphes en z1, . . . , zn−1 au voisinage
de 0, tels que l’on ait γ0(fg + f ′g′ − φ) = 0 et γ0(φ) ̸= 0. Il y aura alors un151
voisinage ouvert U de 0 dans Cn où f, f ′, g, g′, φ seront holomorphes et où on aura
fg + f ′g′ = φ. Soit v = (v1, . . . , vn) un point de U ; d’après le th. A.5, γv(f)
et γv(f ′) auront un pgcd dans l’anneau Av(C

n) ; écrivons ce pgcd sous la forme
γv(F ), F étant une fonction holomorphe au voisinage de v ; alors f et f ′ sont des
polynomes unitaires en zn, à coefficients holomorphes en z1, . . . , zn−1, il est donc
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impossible que F (v1, . . . , vn−1, zn), qui est une fonction de zn holomorphe dans un
voisinage de vn, s’annule identiquement dans un voisinage de vn. Par conséquent,
F satisfait au point v, par rapport aux coordonnées locales zi − vi, à l’hypothèse
du lemme A.2 (pour un choix convenable de l’exposant m) et peut donc, en vertu
de ce lemme, être remplacée par un polynome de Weierstrass par rapport aux
zi − vi. Mais on a, dans U , fg + f ′g′ = φ ; cela implique que γv(φ) est multiple de
γv(F ) dans A0(C

n), donc aussi, d’après le lemme A.4, dans l’anneau A′[zn] si A′

désigne l’anneau des germes de fonction holomorphe au point (v1, . . . , vn−1) dans
Cn−1. Par suite F , considérée comme polynome en zn − vn, divise φ qui est de
degré 0 en zn−vn et est elle-même de degré 0 ; comme F est un polynome unitaire,
cela donne F = 1. Autrement dit, γv(f) et γv(f ′) sont étrangers l’un à l’autre dans
Av(C

n), et cela quel que soit v ∈ U ; cela achève la démonstration.

Corollaire A.8. Le groupe ordonné des diviseurs sur une variété complexe est Cor.
réticulé.

On pourra donc appliquer aux diviseurs sur une variété les notations usuelles
pour les groupes réticulés. En particulier, si D est un diviseur, on écrira D+ =
sup(D, 0), D− = sup(−D, 0) ; D+ et D− sont les diviseurs positifs, étrangers l’un
à l’autre, tels que D = D+ − D− ; on notera que, d’après le th. A.7, les germes
D+

u , D
−
u qu’ils déterminent en un point quelconque u de V sont étrangers l’un à

l’autre. Plus généralement, le th. A.7 peut s’énoncer en disant que, si D et D′ sont
deux diviseurs, les diviseurs inf(D,D′) et sup(D,D′) sont ceux qui sont définis par
u 7→ inf(Du, D

′
u) et par u 7→ sup(Du, D

′
u) respectivement.

Soit D un diviseur sur une variété V ; pour u ∈ V , soit Du le germe déterminé
par D en u ; on appellera support de D, et on notera |D|, l’ensemble des points
u de V tels que Du ̸= 0 ; il résulte immédiatement de la définition des diviseurs
que cet ensemble est fermé et rare dans V . On voit immédiatement aussi, à partir
des définitions et du th. A.7, que, si D et D′ sont deux diviseurs, les supports de
D+D′, inf(D,D′), sup(D,D′) sont contenus dans |D| ∪ |D′| ; si 0 ≺ D ≺ D′, on a 152
|D| ⊂ |D′| ; et, quel que soit le diviseur D, on a:

|D| = |D+ +D−| = |D+| ∪ |D−|.

Théorème A.9. Si D est un diviseur sur une variété complexe connexe V , V −|D| Th. 3
est connexe.

En remplaçant au besoin D par D+ +D−, on peut supposer D ≻ 0. Supposons
que V − |D| ne soit pas connexe, donc admette une partition en deux ouverts
disjoints non vides V ′ et V ′′ ; soient V ′, V ′′ les adhérences de V ′, V ′′. Comme |D|
est rare dans V , on a V ′∪V ′′ = V ; comme V est connexe, V ′ et V ′′ ne peuvent donc
être disjoints ; soit u un point de V ′ ∩V ′′. Quel que soit le voisinage ouvert U de u,
U ∩V ′ et U ∩V ′′ formeront alors une partition de l’ensemble U ′ = U − (U ∩|D|) en
deux ouverts disjoints non vides, ce qui implique que U ′ n’est pas connexe. Mais, si
U est un voisinage de u dans lequel on ait D = div(f), avec f holomorphe dans U ,
U ′ sera l’ensemble des points de U où f ̸= 0. En prenant des coordonnées locales en
u, on se ramène au cas où U est un voisinage ouvert de u = 0 dans Cn, voisinage
qu’on peut supposer convexe. Quels que soient a ∈ U ′, b ∈ U ′, l’ensemble T des
t ∈ C tels que a + (b − a)t ∈ U sera un ouvert convexe dans C, contenant 0 et 1 ;
et f(a+(b− a)t) sera une fonction holomorphe dans T , ne s’annulant ni en 0 ni en
1 ; ses zéros dans T seront donc isolés, et l’ensemble des points où elle ne s’annule
pas sera connexe. Par suite a et b appartiennent à une même composante connexe
de U ′, ce qui montre que U ′ est connexe.
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A.7. Soit φ une application holomorphe d’une variété complexe W dans une va- no 7
riété complexe V . Si f est holomorphe dans un ouvert U de V , et si φ′ est la
restriction de φ à U ′ = φ−1(U), la fonction f ′ = f ◦ φ′ sera holomorphe dans U ′.
Il est immédiat que, si x ∈ U ′, le germe γ′ = γx(f

′) ne dépend que de x, de φ et
du germe γ = γφ(x)(f) ; on érira γ′ = γ ◦ φx. L’application γ 7→ γ ◦ φx est évi-
demment un homomorphisme de l’anneau Aφ(x)(V ) dans Ax(W ), qui applique le
groupe Eφ(x)(V ) des éléments inversibles du premier anneau dans le groupe Ex(W )
des éléments inversibles du second. Soit γ un élément de Kφ(x)(V ), c’est-à-dire un
germe de fonction méromorphe en φ(x) sur V ; d’après le th. A.5, on peut l’écrire
γ = γ′/γ′′, où γ′, γ′′ sont des éléments de Aφ(x)(V ) étrangers l’un à l’autre, et
qui sont déterminés par là à un facteur inversible près ; si γ′′ ◦ φx ̸= 0, on posera
γ ◦ φx = (γ′ ◦ φx)/(γ

′′ ◦ φx), ce qui se justifie par le fait que le second membre ne
dépend que de x, γ et φ. Si de plus on a γ′ ◦φx ̸= 0, le germe de diviseur div(γ ◦φx)
en x sur W est défini ; on conviendra d’écrire

div(γ ◦ φx) = φ−1
x (div(γ)),

ce qui se justifie par le fait que le premier membre ne dépend que de x, de φ et du153
germe de diviseur div(γ) au point φ(x) sur V .

Pour passer de là aux définitions globales correspondantes, on s’appuyera sur le
théorème suivant:

Théorème A.10. Soit φ une application holomorphe d’une variété complexe connexeTh. 4
W dans une variété complexe V ; soit D un diviseur sur V . Alors, ou bien on a
φ(W ) ⊂ |D|, ou φ−1(|D|) est rare dans W .

La conclusion revient à dire que l’ensemble X des points intérieurs à φ−1(|D|)
est fermé dans W ; en effet, comme X est aussi ouvert, on aura X =W ou X = ∅
si W est connexe. En ramplaçant au besoin D par D+ + D−. on peut supposer
D ≻ 0. Soit x ∈W −X ; soit U un voisinage ouvert de φ(x) sur V , tel que, dans U ,
on puisse écrire D = div(f) avec f holomorphe dans U . Alors |D|∩U est l’ensemble
des zéros de f dans U ; par suite, si φ′ désigne la restriction de φ à U ′ = φ−1(U),
φ−1(|D|) coïncidera dans U ′ avec l’ensemble des zéros de f ′ = f ◦ φ′. Comme on a
supposé que x n’est pas dans X, il y a un voisinage U ′′ de x dans U ′ où l’ensemble
des zéros de f ′ est rare, et qui est donc disjoint de X. Cela achève la démonstration.

Corollaire A.11. Soit φ une application holomorphe d’une variété complexe connexeCor. 1
W dans une variété complexe V . Soit D un diviseur sur V , tel que φ(W ) ̸⊂ |D| ;
pout tout u ∈ V , soit Du le germe de diviseur déterminé en u par D. Alors, quel
que soit x ∈W , le germe D′

x = φ−1
x (Dφ(x)) est défini ; l’application x 7→ D′

x définit
un diviseur D′ sur W ; on a |D′| ⊂ φ−1(|D|) ; et, si D ≻ 0, on a |D′| = φ−1(|D|).

Soit U une partie ouverte de V dans laquelle on ait D+ = div(f), D− = div(g), f
et g étant holomorphes dans U ; soit φ′ la restriction de φ à U ′ = φ−1(U). Dans U , le
support de D coïncide avec l’ensemble des zéros de fg ; comme φ−1(|D|) est rare sur
W d’après le th. A.10, il s’ensuit que les fonctions holomorphes f ′ = f ◦φ′, g′ = g◦φ′

dans U ′ ne s’annulant dans aucun ouvert de U ′. Alors, pour tout x ∈ U ′, on aura
D′

x = div(γx(f
′/g′)). Si U parcourt l’ensemble des parties ouvertes de V , les U ′

formeront un recouvrement ouvert de W . On a donc bien montré que l’application
x 7→ D′

x détermine un diviseur D′, qui, avec les notations ci-dessus, coïncide avec
div(f ′/g′) dans U ′. Si x ∈ U ′, et si φ(x) n’est pas dans |D|, φ(x) ne sera pas un
zéro de fg, donc x n’en sera pas un pour f ′g′, et on aura D′

x = 0. On a donc bien
|D′| ⊂ φ−1(|D|). Si D est positif, le support de D dans U sera l’ensemble des zéros
de f , et celui de D′ dans U ′ sera l’ensemble des zéros de f ′ ; donc, dans ce cas, |D′|
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n’est autre que φ(|D|). Si D n’est pas positif, il n’en est plus nécessairent de même,154
parce que les germes γx(f ′), γx(g′) peuvent ne pas être étrangers l’un à l’autre dans
Ax(W ).

Avec les notations du corollaire A.11 ci-dessus, on conviendra de poser D′ =
φ−1(D). En particulier, si W est une variété connexe plongée dans V et si φ est
l’injection canonique de W dans V , le diviseur φ−1(D) s’appellera le diviseur induit
par D sur W chaque fois qu’il est défini, c’est-à-dire que W n’est pas contenu dans
|D|. Ces conditions s’étendent d’une manière évident au cas oùW n’est pas connexe ;
il faut supposer, en ce cas, que φ−1(|D|) ne contient aucune composante connexe
de W .

Corollaire A.12. Soit φ une application holomorphe d’une variété complexe connexe Cor. 2
W dans une variété complexe V . Soit ψ une fonction méromorphe non identique-
ment nulle sur V ; soit D = div(ψ) ; on suppose que φ(W ) ̸⊂ |D−|. Alors, quel que
soit x ∈ W , le germe de fonction méromorphe ψ′

x = γφ(x)(ψ) ◦ φx est défini ; et
l’application x 7→ ψ′

x détermine une fonction méromorphe ψ′ sur W . De plus, si
φ(W ) ⊂ |D+|, ψ′ s’annule identiquement ; sinon, ψ′ ne s’annule pas identiquement,
et on a div(ψ′) = φ−1(div(ψ)).

Soit U une partie ouverte de V où on ait D− = div(g), avec g holomorphe dans
U ; soit f = gψ dans U ; on aura div(f) = D+, donc f est holomorphe dans U .
Soit φ′ la restriction de φ à U ′ = φ−1(U) ; posons f ′ = f ◦ φ′, g′ = g ◦ φ′. Comme,
d’après le th. A.10, φ−1(|D−|) est rare dans W , g′ ne s’annule dans aucune partie
ouverte de U ′, et par suite f ′/g′ est une fraction méromorphe dans U ′. On a alors,
pour tout x ∈ U ′, ψ′

x = γx(f
′/g′), de sorte que ψ′ est la fonction méromorphe qui

coïncide avec f ′/g′ dans U ′ quel que soit U . Comme |D+| coïncide, dans U , avec
l’ensemble des zéros de f , on a f ′ = 0 si φ(W ) ⊂ |D+|. Sinon φ−1(|D+|) est rare
dans W , et par suite f ′ ne s’annule dans aucune partie ouverte de U ′. La dernière
relation du corollaire résulte alors ausitôt des définitions.

Avec les notations du corollaire A.12, on écrira ψ′ = ψ ◦ φ. Il est immédiat que,
si ψ est holomorphe, cette notation coïncide avec la notation habituelle. On l’étend
d’une manière évident au cas où V et W ne sont pas supposées connexes.

A.8. Soit X une partie d’une variété complexe V ; soit x ∈ X ; s’il existe un no 8
voisinage ouvert U de x dans V tel que X ∩ U soit une sous-variété de U (et par
suite une variété plongée dans V ; cf. §3.1), on dira que X est une sous-variété de V
au voisinage de x ; s’il en est ainsi et que n et p soient les dimensions complexes de 155
V et de X∩U respectivement, on dira que X est, au voisinage de x, une sous-variété
de V de dimension p et de codimension n − p ; il en est alors de même de X au
voisinage de tout point de X∩U . Par suite, l’ensemble des points de X au voisinage
desquels X est une sous-variété de V de codimension n− p est ouvert dans X.

Si D est un diviseur sur V , un point du support |D| de D sera dit simple sur
|D| si |D| est, au voisinage de ce point, une sous-variété de V de codimension 1.
L’ensemble des points simples de |D| est donc une variété de codimension 1 plongée
dans V .

Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de u sur V et s’annulant en
u ; avec les notations du §A.2, supposons qu’on ait m(γu(f)) = 1. Cela veut dire
que, si z1, . . . , zn sont des coordonnées locales au voisinage de u, l’une au moins
des dérivées partielles ∂f/∂zi ne s’annule pas en u ; si par example ∂f/∂zn ̸= 0 en
u, on peut prendre (z1, . . . , zn−1, f) comme coordonnées locales en u. Par suite, si
m(γu(f)) = 1, l’ensemble des zéros de f , ou, ce qui revient au même, le support
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de div(f) est au voisinage de u une sous-variété de V de codimension 1. Il est clair
d’autre part que γu(f) est irréductible dans Au(V ).

Lemme A.13. Soient f, g deux fonctions holomorphes en u sur V , telles que γu(f)Lemme 6
soit irréductible et que γu(g) ne soit pas multiple de γu(f) dans Au(V ). Alors il y
a, dans tout voisinage de u, un point v tel que m(γv(f)) = 1 et g(v) ̸= 0.

En vertu des lemmes A.3 et A.2 (a), on peut supposer V = Cn, u = 0, et
que f et g sont des polynomes de Weierstrass. En vertu des hypothèses et du
lemme A.6, γ0(f) est est irréductible dans K[zn] et n’y divise pas γ0(g) ; si on pose
f ′ = ∂f/∂zn, γ0(f) ne divise pas γ0(f ′) dans K[zn] ; donc γ0(f) est étranger à
γ0(f

′g) dans K[zn]. Cela revient à dire qu’il y a une fonction φ de z1, . . . , zn−1,
holomorphe au voisinage de 0, et des polynomes h, h′ en zn à coefficients holo-
morphes en z1, . . . , zn−1 au voisinage de 0, tels que l’on ait γ0(fh + f ′h′ − φ) = 0
et γ0(φ) ̸= 0. Soit U un voisinage de 0 dans Cn où toutes les fonctions considérées
soient holomorphes et où on ait fh + f ′h′ = φ. Comme γ0(φ) ̸= 0, il y aura des
points (z1, . . . , zn−1) de Cn−1, aussi voisins de 0 qu’on veut, où φ ne s’annule pas.
Choisissons un tel point, assez voisin de 0 pour que f , considéré comme un polynome
en zn, ait une racine ζ telle que le point v = (z1, . . . , zn−1, ζ) soit dans U ; cela est
possible en vertu du théorème sur la continuité des racines d’un polynome en fonc-
tion des coefficients. On aura alors f(v) = 0, φ(v) ̸= 0, donc g(v) ̸= 0 et f ′(v) ̸= 0 ;
cette dernière relation entraîne m(γv(f)) = 1, ce qui achève la démonstration.156

Lemme A.14. Soient D un diviseur sur une variété complexe V , u un point de |D|,Lemme 7
Du le germe en u par D, et f une fonction holomorphe en u sur V et telle que γu(f)
soit irréductible dans Au(V ). Alors pour que |D|, au voisinage de u, soit contenu
dans l’ensemble des zéros de f , il faut et il suffit qu’on ait Du = div(γu(f

m)) avec
m entier.

Il est clair que la condition est suffisante. Supposons donc que |D|, dans un
voisinage U de u, soit contenu dans l’ensemble des zéros de f ; on peut supposer U
assez petit pour qu’on puisse écrire, dans U , D+ = div(g), D− = div(h), avec g, h
holomorphes dans U . Supposons que γu(gh) ait dans Au(V ) un facteur irréductible
γ ̸= γu(f). On pourra écrire γu(gh) = γrγ′ avec r entier > 0 et γ′ étranger à γ
dans Au(V ), puis γ = γu(z), γ

′ = γ(z′) avec z, z′ holomorphes en u dans V . Il y
aura alors un voisinage U ′ de u dans U où z, z′ soient holomorphes et où on ait
gh = zz′. Appliquons le lemme A.13 à z et f ; on en conclut qu’il y a des points aussi
voisins de u qu’on veut où z = 0 et f ̸= 0 ; ces points appartiendront au support
de D+ +D−, c’est-à-dire à |D|, ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc γu(gh) n’a
pas d’autre facteur irréductible que γu(f), d’où immédiatement la conclusion.

Théorème A.15. Soit D un diviseur sur une variété complexe V . Alors l’ensembleTh. 5
W des points simples de |D| est une variété de codimension 1 plongée dans V ,
ouverte et dense dans |D|. De plus, pour que |D| soit une sous-variété de V au
voisinage d’un point u ∈ |D|, il faut et il suffit que le germe Du déterminé par D
en u soit de la forme Du = mδ, où δ est un germe de diviseur irréductible tel que
µ(δ) = 1 ; et u est alors simple sur |D|.

Montrons d’abord que W est dense dans |D| ; on peut, pour cela, se borner au
cas où D ≻ 0, car, si le diviseur D n’était pas pas positif, on pourrait le ramplacer
par D+ +D− qui a même support. Soit u ∈ |D| ; soit U un voisinage de u où on
puisse écrire D = div(f) avec f holomorphe dans U . Soit γ un facteur irréductible
de γu(f) dans Au(V ) ; on pourra écrire γu(f) = γrγ′ avec γ′ étranger à γ, puis
γ = γu(z), γ

′ = γ(z′) avec z, z′ holomorphes en u dans V ; il y aura alors un
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voisinage U ′ de u dans U où z, z′ soient holomorphes et où on ait f = zrz′. Le
lemme A.13, appliqué à z et z′, montre qu’il y a des points v aussi voisins qu’on
veut de u et tels que m(γv(z)) = 1, z′(v) ̸= 0. Comme |D| est une sous-variété
de V au voisinage d’un point u ∈ |D|, de qui précède montre que cette sous-
variété est de codimension 1, c’est-à-dire que u est simple sur |D|. Il y a alors des
coordonnées locales z1, . . . , zn en u sur V telles que |D| coïncide au voisinage de u
avec l’ensemble des zéros de zn, ce qui, d’après le lemme A.14, implique Du = mδ
avec δ = div(γu(zn)). Le reste est immédiat. 157

Corollaire A.16. Soit D un diviseur sur une variété complexe V ; soit W la variété Cor.
des points simples de |D| ; soit X une variété de codimension 1 plongée dans V ,
contenue dans |D|. Alors X ∩W est ouvert dans W et est ouvert et dense dans X.

Ici encore, en remplaçant au besoin D par D+ +D−, on peut supposer D ≻ 0.
Soit u un point de X ; soient U un voisinage de u et z1, . . . , zn des coordonnées
locales dans u tels que X soit défini dans U par zn = 0 et que, dans U , on ait
D = div(f) avec f holomorphe dans U . Par hypothèse, l’ensemble des zéros de f
contient celui de zn dans U ; le lemme A.13, appliqué à zn et f , montre alors que
γu(f) est multiple de γ(zn) dans Au(V ). On peut donc écrire γu(f) = γu(z

r
n)γ

′,
avec r entier > 0 et γ′ étranger à γu(zn) dans Au(V ), puis γ′ = γu(z

′) avec z′
holomorphe en u ; le lemme A.13, appliqué à zn et z′, montre qu’il y a des points
aussi voisins qu’on veut de u, au voisinage desquels |D| coïncide avec X ; ces points
appartiennent donc à X ∩W . Pour que u lui-même appartienne à X ∩W , il faut
et il suffit, dáprès le th. A.15, qu’on ait Du = mδ et µ(δ) = 1 ; avec les notations
ci-dessus, cela implique m = r, δ = γu(zn), γ

′ = 1 ; alors W coïncide avec X au
voisinage de u. Cela achève la démonstration.

D’après le théorème A.15, si u est un point simple sur le support de |D| d’un
diviseur D et que Du désigne le germe déterminé par D en u, on a, soit Du ≻ 0,
soit Du ≺ 0 ; et l’entier m qui figure dans l’énoncé de ce théorème est donné dans
le premier cas par m = µ(Du) et dans le second par m = −µ(−Du). Cet entier
sera appelé la multiplicité de D en u ; s’il est égal à 1, u sera dit un point simple de
D (et non pas seulement de |D|). Il est clair que l’ensemble des points simples de
|D| où D a une multiplicité donnée est ouvert sur la variété W des points simples
de |D| ; il s’ensuit que la multiplicité de D a une valeur constante sur chacune des
composantes connexes de W .

Théorème A.17. Un diviseur D sur une variété complexe V est déterminé d’une Th. 6
manière unique par son support |D| et par sa muliplicité en un point de chacune
des composantes connexes de la variété W des point simples de |D|.

Soit D′ un diviseur de même support que D. Les muliplicités de D et D′ étant
constantes sur chque composante connexe de W , elles sont égales partout si elles le
sont en un point de chacune de ces composantes. Soit u ∈ W ; au voisinage de u,
W sera définie par f = 0, f étant holomorphe en u et telle que m(γu(f)) = 1 ; le
lemme A.14 et le th. A.15 montrent alors que D et D′ coïncident au voisinage de u
avec div(fm), où m est leur multiplicité commune en u ; par suite, u n’appartient
pas au support du diviseur D′′ = D − D′. Soit W ′′ la variété des points simples 158
de |D′′| ; comme |D′′| ⊂ |D|, le corollaire A.16 montre que W ′′ ∩W est dense dans
W ′′, donc aussi dans |D′′| d’après le th. A.15 ; comme en vient de montrer que W
est disjoint de |D′′| et a fortiori de W ′′, il s’ensuit que |D′′| est vide, d’où D′′ = 0.

D’après le th. A.17, deux diviseurs D,D′ coïncident nécessairement s’ils ont
même support |D| = |D′| et même multiplicité en chacun des points d’une partie
partout dense de la variété des points simples de |D|. C’est souvent sous cette forme
qu’il est le plus commode d’appliquer le th. A.17.
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A.9. Afin d’énoncer commodément le lemme suivant, convenons de désigner parno 9
P (η), pout tout η > 0, le polycylindre défini dans Cn−1 par |zi| < η (1 ≤ i ≤ n−1),
et par C(ε), pour tout ε > 0, le disque |zn| < ε dans C.

Lemme A.18. Soit f un polynome de Weierstrass tel que γ0(f) soit irréductibleLemme 8
dans A0(C

n) ; soit ε > 0. Alors il y a η0 > 0 tel que les coefficients de f soient
holomorphes dans P (η0) et que, pour tout η satisfaisant à 0 < η ≤ η0, l’ensemble
des points w ∈ P (η)×C(ε) où on a m(γw(f)) = 1 soit une variété connexe plongée
dans Cn, dense dans l’ensemble des zéros de f dans P (η)× C(ε).

Soit m le degré de f en zn ; on a m > 0 (sinon f se réduirait à 1). D’après le
lemme A.6, γ0(f) est irréductible dans K[zn]. Posons f ′ = ∂f/∂zn et raisonnons
comme dans la démonstration du lemme A.13 ; on voit ainsi qu’il y aura une fonction
φ de z1, . . . , zn−1, holomorphe au voisinage de 0, et des polynomes h, h′ en zn, à
coefficients holomorphes en z1, . . . , zn−1 au voisinage de 0, tels que γ0(fh+ f ′h′ −
φ) = 0 et γ0(φ) ̸= 0. Soit η1 > 0 tel que φ et les coefficients de f, h, h′ soient
holomorphes dans P (η1) ; on aura alors fh + f ′h′ = φ dans P (η1) × C. En vertu
du théorème sur la continuité des racines d’un polynome, il y aura alors un η0
satisfaisant à 0 < η0 < η1 et tel que le polynome f en zn ait toutes ses racines dans
C(ε) pourvu que |zi| ≤ η0 pour 1 ≤ i ≤ n− 1. On va montrer que η0 a la propriété
énoncée dans ce lemme.

Pour cela, soit 0 < η ≤ η0 ; pour abréger, écrivons P0, P et C au lieu de
P (η0), P (η) et C(ε). Soient Z l’ensemble des zéros de f dans P ×C, W l’ensemble
des points w de P × C où m(γw(f)) = 1, et W ′ l’ensemble des points de Z où
φ ̸= 0 ; W est l’ensemble des points simples de div(f) dans P × C et est donc une
variété de codimension 1 plongée dans P ×C ; et, comme on a f ′ ̸= 0 en tout point
de W ′, W ′ est contenu dans W . On va montrer d’abord que W ′ est connexe. Soit
en effet P ′ l’ensemble des points de P où φ ̸= 0 ; il est connexe d’après le th. A.9.
Pour (z1, . . . , zn−1) ∈ P ′, le polynome f en zn est étranger à f ′ et a donc m racines159
distinctes ζ1, . . . , ζm qui sont toutes dans C. En vertu du théorème des fonctions
implicites, chacune des racines ζµ est une fonction holomorphe de z1, . . . , zn−1 en
tout point de P ′ ; il s’ensuit que W ′, muni de sa projection sur P ′, est un revêtement
de P ′ de degré m (c’est-à-dire « à m feuillets ») ; s’il n’était pas connexe. ce serait
donc la réunion de deux revêtement W ′

1,W
′
2, non vides et disjoints. Supposons que

ce soit le cas ; soit m1 le degré du revêtement W ′
1 ; et, pour chaque (z1, . . . , zn−1)

dans P ′, soient ζ1, . . . , ζm1
celles des racines de f qui correspondent aux points de

W ′
1 se projetant en ce point de P ′. Posons

f1 = (zn − ζ1) · · · (zn − ζm1
).

C’est un polynome en zn à coefficients holomorphes et bornés dans P ′, puisque
toutes ses racines sont holomorphes et sont à valeurs dans C. Si on différentie, pour
1 ≤ µ ≤ m, la relation f(ζµ) = 0, on obient

f ′(ζµ)dζµ =

n−1∑
i=1

Fidzi,

où les Fi sont des polynomes en ζµ à coefficients holomorphes dans P0. En mul-
tipliant par h′(ζµ), on tire de là φdζµ =

∑
iGidzi, où les Gi sont encore de tels

polynomes. Il s’ensuit que, si ψ est l’un quelconque des coefficients du polynome
f1, φdψ est de la forme

∑
iHidzi, où les Hi sont des polynomes en ζ1, . . . , ζm1

, à
coefficients holomorphes dans P0 ; les Hi sont donc bornés dans P ′. On en conclut
immédiatement que la fonction égale à φ2ψ dans P ′ et à 0 sur P − P ′ est continue
et dans la classe C1 (c’est-à-dire à dérivées premières partout définies et continues)
dans P , nulle ainsi que ses dérivées premières en tout point de P où φ = 0, et que
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sa différentielle est en tout point une combinaison linéaire des dzi. Cette fonction
est donc holomorphes dans P , et par suite ψ est méromorphe dans P . Mais alors
γ0(f1) est dans K[zn] et divise γ0(f) dans K[zn], de sorte qu’on a, soit f1 = 1 et
m1 = 0, soit f1 = f et m1 = m, contrariment à l’hypothèse que W ′

1 et W ′
2 ne

sont pas vides. Donc W ′ est connexe. Comme on a W ′ ⊂ W ⊂ Z, il suffira, pour
achever la démonstration, de faire voir que W ′ est dense dans Z. Pour cela, soit
a = (a1, . . . , an) un point de Z ; soit γa(f0) un facteur irréductible de γa(f) dans
Aa(C

n), f0 étant holomorphe en a. Comme f/f0 est holomorphe en a, et que f est
un polynome en zn, f0 satisfait en a, par rapport aux coordonnées zi − ai, aux hy-
pothèses du lemme A.2 ; en vertu de ce lemme, on peut donc, en remplaçant γa(f0)
par un élément qui lui est associé dans Aa(C

n), supposer que f0 est un polynome 160
de Weierstrass par rapport aux zi − ai. Mais alors le lemme A.4 montre que
γa(φ) ne peut être multiple de γa(f0) dans Aa(C

n). D’après le lemme A.13, il y a
donc, dans tout voisinage de a, des points où f0 = 0 et par suite f = 0, et où φ ̸= 0.

A.10. On dira qu’une famille (Dα) de diviseurs sur V est localement finie si tout no 10
point u de V a un voisinage U tel que l’ensemble des α pour lequels |Dα| rencontre
U soit fini. Il y a alors un diviseur D sur V qui détermine en tout point u un germe
Du somme des germes Dα(u) déterminés en u par les Dα, ces germes étant nuls
sauf un nombre fini d’entre eux quel que soit u ; lorsqu’il en est ainsi, on écrirera
D =

∑
αDα.

Théorème A.19. Soit D un diviseur sur une variété complexe V , W la variété Th. 7
des point simples de |D|, Wα les composantes connexes de W , et mα la multiplicité
de D aux points de Wα. Alors, pour tout α, il y a un diviseur irréductible Dα ayant
pour support l’adhérence de Wα et ayant un point simple en tout point de Wα ;
et Wα est l’ensemble des points simples de Dα qui n’appartiennent à aucun |Dβ |
pout β ̸= α. La famille (Dα) est localement finie ; on a D =

∑
αmαDα ; et c’est

là l’expression unique de D au moyen d’une famille localement finie de diviseurs
irréductibles distincts.

Soit u un point de V ; on pourra, dans un voisinage de u, écrireD =
∑

i ni div(fi),
les fi étant holomorphes en u et telles que les germes γu(fi) soient irréductibles et
deux à deux non associés dans Au(V ). D’après le th. A.7, les germes γv(fi) seront
étrangers deux à deux dans Av(V ) dès que v est assez voisin de u. On peut donc
choisir un voisinage ouvert U0 de u tel que les fi y soient holomorphes, que D y
soit donnée par D =

∑
i ni div(fi), et que les γv(fi) soient étrangers deux à deux

dans Av(V ) pour tout v ∈ U0. Appliquons aux fi les lemmes A.3 et A.2(a), puis le
lemme A.18 ; on en conclut qu’il y a un voisinage ouvert U de u dans U0 tel que,
pour chque i, l’ensemble Wi des points w de U où m(γw(fi)) = 1 soit connexe et
dense dans l’ensemble Zi des zéros de fi dans U .

D’après le th. A.15, pour qu’un point z de U soit simple sur |D|, il faut et il suffit
qu’une seule des fi s’y annule et que γz(fi) soit associé dans Az(V ) à un germe de
la forme γz(gm) avec m(γz(g)) = 1, ce qui donne fi = gmh avec h holomorphe et
̸= 0 en z ; cela implique que m(γw(fi)) est multiple de m pour tout w suffisamment
voisin de z. Comme dans ces conditions z est dans Zi.et que Wi est dense dans Zi,
on doit donc avoir m = 1, z ∈Wi, et l’entier ni n’est autre alors que la multiplicité
de D en z. Si, pour chaque i, on désigne par gi le produit des fj pour j ̸= i, et
par W ′

i l’ensemble des points de W où gi ̸= 0, on a donc montré que l’ensemble
W ∩ U des points de U qui sont simples sur |D| est la réunion des W ′

i . D’ailleurs, 161
d’après le lemme A.13, appliqué à fi et gi, W ′

i n’est pas vide ; autrement dit, gi est
holomorphe et non identiquement nul sur Wi ; d’après le th. A.9, appliqué à Wi et
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au support du diviseur div(gi) sur Wi, W ′
i est donc connexe ; de plus, d’après le th.

A.10, W ′
i est dense dans Wi, donc dans Zi.

Considérons l’une Wα des composantes connexes de W ; pour chaque i, W ′
i est

connexe et contenue dans W et est donc, soit contenue dans Wα, soit disjointe de
Wα. Comme W ∩ U est la réunion de celles des W ′

i , il s’ensuit que Wα ∩ U est la
réunion de celles des W ′

i qui y sont contenues ; désignons celles-ci par W ′
1, . . . ,W

′
r.

De plus, commeD a la multiplicitéMα surWα, on a ni = mα pour 1 ≤ i ≤ r. Posons
hα = f1f2 · · · fr (donc en particulier hα = 1 siWα∩U est vide) etDα(U) = div(hα).
Dans U , on a D =

∑
αmαDα(U) ; |Dα(U)| est la réunion des ensembles Z1, . . . , Zr

et est donc l’adhérence de Wα∩U ; de plus, les points de Wα∩U sont simples pour
Dα(U).

On a ainsi démontré que V possède un recouvrement ouvert formé d’ensembles
U dans chacun desquels on peut définir pour tout α un diviseur Dα(U) ayant pour
support l’adhérence de Wα ∩ U ; et il résulte du th. A.17 que chacun des Dα(U)
est déterminé d’une manière unique par ces conditions. De plus, en vertu du même
théorème, si U et U ′ sont deux ensembles de ce recouvrement, Dα(U) et Dα(U

′)
coïncident dans U ∩U ′. Par définition d’un diviseur, il s’ensuit qu’il y a pour tout α
un diviseur Dα sur V qui coïncide avec Dα(U) dans U quel que soit U , et qui a donc
pour support l’adhérence de Wα et a un point simple en tout point de Wα. Avec les
notations ci-dessus, le nombre de ceux des Dα dont le support rencontre U est au
plus égal au nombre des fi et est donc fini. La relation D =

∑
αmαDα résulte de

ce qui précède. Pour que le point u lui-même appartienne à W , il faut et il suffit,
d’après ce qui précède, qu’une seule des fi s’y annule et qu’on ait m(γu(fi)) = 1 ;
si Wα est celle des composantes de W qui contient u, cela revient à dire, d’après
ce qui précède, que u est un point simple de Dα et n’appartient pas à |Dβ | pour
β ̸= α. Cela entraîne en particulier que Wα n’a aucun point commun avec |Dβ |
pour β ̸= α, donc que les Dα sont tous distincts.

Pour faire voir que les Dα sont irréductibles, on va démontrer plus généralement
ce qui suit. Soit D0 un diviseur dont le support soit l’adhérence d’une variété
connexe W0 de codimension 1 plongée dans V , et ayant la multiplicité 1 sur W0 ;
alors tout diviseur dont le support est contenu dans |D0| est de la forme mD0 avec
m entier, ce qui implique évidemment que D0 est irréductible. Soit W ′

0 la variété162
des points simples de |D0| ; comme on a W0 ⊂W ′

0 ⊂ |D0|, W ′
0 est connexe. Soit D

un diviseur autre que 0 et tel que |D| ⊂ |D0| ; soit W la variété des points simples
de |D|. Le corollaire A.16, appliqué à D0 et W , montre que W ∩ W ′

0 est dense
dans W , donc non vide, et ouvert dans W ′

0 ; par suite, W ′
0 ∩ |D| n’est pas rare dans

W ′
0. D’après le th. A.10, appliqué à D et à l’injection canonique de W ′

0 dans V , il
s’ensuit que W ′

0 ⊂ |D|, d’où |D| = |D0|. Le th. A.17 montre alors que, si m est la
multiplicité de D en un point de W ′

0, D coïncide avec mD0.

De là on va déduire aussi qu’un diviseur ne peut s’exprimer de deux manières
distinctes au moyen de familles localement finies de diviseurs irréductibles. S’il
n’en était pas ainsi, en effet, il y aurait un diviseur irréductible D0, une famille
localement finie (D′

λ) de tels diviseurs deux à deux distincts et ̸= D0, et des entiers
m0 ̸= 0 et m′

λ tels que m0D0 =
∑
m′

λD
′
λ. Les D′

λ étant irréductibles et distincts, ils
sont nécessairement étrangers deux à deux ; le support du second membre est donc
la réunion des |D′

λ|, qui n’est donc autre que |D0|. Soit W0 la variété des points
simples de |D0| ; si W0 n’était pas connexe, ou si D0 n’avait pas la multiplicité
1 sur W0, l’application des résultats ci-dessus à D0 ferait voir que D0 n’est pas
irréductible. Puisque |D′

λ| est contenu dans |D0| pour tout λ, il s’ensuit donc de ce
qu’on a démontreé ci-dessus qu’on a D′

λ = mλD0 pour tout λ, contrairement à nos
hypothèses.
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Corollaire A.20. Pour qu’un diviseur D sur une variété complexe V soit irréduc- Cor. 1
tible, il faut et il suffit que le variété W des points simples de |D| soit connexe et
que D soit de multiplicité 1 sur W

D’après le th. A.17, un diviseur irréductible est donc complètement déterminé par
son support ; il sera fréquemment identifié avec celui-ci. Les diviseurs irréductibles
figurant dans l’expression d’un diviseur D au moyen de tels diviseurs (distincts)
sont souvent appelés les composants de D, et leurs coefficients s’appellent leurs
multiplicités. De l’unicité de l’expression d’un diviseur au moyen de diviseurs irré-
ductibles, on déduit les conséquences habituelles au sujet des lois de composition
inf et sup dans le groupe des diviseurs. En particulier, si D =

∑
mαDα est une

telle expression, on a D+ =
∑
m+

αDα et D− =
∑
m−

αDα ; et, pour que deux divi-
seurs positifs soient étrangers l’un à l’autre, il faut et il suffit qu’ils n’aient aucune
composante commune.

Corollaire A.21. Soient D,D′ deux diviseurs sans composante commune sur une Cor. 2
variété complexe V . Alors l’ensemble |D| ∩ |D′| est rare sur |D| et sur |D′|.

D’après le th. A.19, D+ + D−, ayant même support que D, a par suite aussi 163
mêmes composants. En remplaçant au besoin D par D+ +D−, et faisant de même
pour D′, on peut donc supposer que D et D′ sont positifs ; d’après ce qui précède,
l’hypothèse revient alors à dire qu’ils sont étrangers l’un à l’autre. Supposons que
|D| ∩ |D′| ne soit pas rare sur |D′|, c’est-à-dire qu’il y ait un point u de |D| tel que
tout point de |D| suffisamment voisin de u appartienne à |D′|. Soit U un voisinage
de u où on ait D = div(f), D′ = div(f ′) avec f, f ′ holomorphes dans U ; soit g
holomorphe en u et telle que γu(g) soit l’un des facteurs irréductibles de γu(f) ; le
lemme A.13, appliqué à g et f ′, entraîne aussitôt contradiction.

Le corollaire A.21 montre par exemple que les composants d’un diviseur D sont
les diviseurs irréductibles sur V dont le support est contenu dans celui de D.

On notera que, sur une variété compacte, une famille localement finie de diviseurs
autres que 0 est nécessairement finie ; il résulte donc du th. A.19 que, sur une
telle variété, le groupe des diviseurs est le groupe libre engendré par les diviseurs
irréductibles.

A.11. Les résultats qui précèdent s’appliquent en particulier aux variétés algé- no 11
briques sur le corps des complexes (c’est-à-dire dans la géométrie algébrique où on
a pris C pour « domaine universel »). Comme d’habitude, une telle variété s’identi-
fie avec l’ensemble de ses points. Sur une telle variété, il y a lieu de considérer, d’une
part la topologie « usuelle »(obtenue, dans le cas d’une variété affine ou projective,
en munissant celle-ci de la topologie induite par la topologie usuelle de l’espace af-
fine ou projectif ambient, et dans le cas d’une variété abstraite en munissant chacun
des « représentant » de celle-ci, qui est une variété affine, de sa topologie usuelle),
et d’autre part la topologie de Zariski, où les parties fermées de la variété V sont
les réunions finies de sous-variétés algébriques de V . La topologie de Zariski n’est
pas séparée ; elle est moins fine que la topologie usuelle. Dans ce qui suit, tous les
termes topologiques devront s’entendre au sens de la topologie usuelle sauf mention
expresse du contraire.

Lemme A.22. Toute variété algébrique est connexe. Lemme 9

En vertu d’un lemme élémentaire de géométrie algébrique (v. A. Weil, [13, II,
1954d, Lemme 6, p. 135]), si P et P ′ sont deux points d’une variété algébrique
V , il y a un point M de V et deux courbes C,C ′ sur V tels que P et M soient
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sur C, et P ′ et M soit sur C ′ ; il suffit donc de démontrer le lemme pour une
courbe C. Soit C0 une courbe sans point multiple, birationellement équivalente à164
C, plongée dans un espace projectif complexe Pn. Soit C1 une composante connexe
de C0 ; c’est une sous-variété complexe de Pn de dimension 1. Supposons que C0

ne soit pas connexe ; soit P ∈ C0 − C1 ; et soit P1 ∈ C1. D’après le théorème de
Riemann-Roch, il existe, pour ν entier assez grand, une fonction méromorphe f
non identiquement nulle sur C0 telle que (f) ≻ P1 − νP ; alors f s’annule en P1

et n’a pas d’autre pôle que P sur C0, donc n’a pas de pôle sur C1. C’est donc, sur
C1, une fonction partout holomorphe, nulle en P1 ; il s’ensuit, par exemple en vertu
du principe du maximum, que f est partout nulle sur C1, ce qui est impossible,
puisque les zéros de f sur C0 sont en nombre fini. Par suite C0 est connexe ; d’après
le th. A.9, le complémentaire sur C0 de toute partie finie de C0 l’est aussi ; il en est
donc de même de C, qui est image continue d’un tel complémentaire.

Sur une variété algébrique V , tout ensemble ouvert au sens de Zariski, c’est-à-
dire le complémentaire (supposé non vide) de toute réunion finie de sous-variétés
de V , est encore une variété algébrique, donc connexe d’après le lemme A.22. Il en
est ainsi, en particulier, de l’ensemble des points de V qui sont simples sur V au
sens de la géométrie algébrique. Pour comparer cette dernière notion à celles qui
ont été définies au §A.8 ci-dessus, nous nous appuyerons sur le lemme suivant:

Lemme A.23. Soit V une varété algébrique ; soit k un corps de définition de V .Lemme 10
Alors les points génériques de V par rapport à k sont partout denses sur V .

Rappelons qu’en vertu des conventions générales en géométrie algébrique, il est
implicitement supposé que C est de degré de transcendance infini sur k. Soit n la
dimension de V . Le résultat est immédiat si V est un espace affine ; car, si x1, . . . , xn
sont des éléments de C algébriquement indépendants sur k, il est clair que les points

(ξ1 + rx1, . . . , ξn + rxn)

où les ξi parcourent le corps des nombres algébriques sur Q, et r parcourt l’ensemble
des nombres rationnels ̸= 0, forment un ensemble partout dense dans l’espace affine ;
et ces points sont de dimension n sur k. Le lemme étant purement local, on peut
d’ailleurs, à volonté, supposer V plongée dans un espace affine ou projectif. Suppo-
sons d’abord V plongée dans un espace affine et de codimension 1 dans celui-ci ; V
est alors donnée par une équation P (X) = 0, où P est un polynome irréductible en
X1, . . . , Xn+1 à coefficients dans k ; on peut supposer que le degré de P en Xn+1 est
d ̸= 0. Soit a un point de V ; on a P (a) = 0. En vertu du théorème sur la continuité165
des racines des equations algébriques, il y aura, quel que soit ε > 0, un δ > 0 tel
que, si (x1, . . . , xn) satisfait à |xi − ai| ≤ δ pour 1 ≤ i ≤ n, l’équation

P (x1, . . . , xn, Xn+1) = 0,

de degré d en Xn+1 ait au moins une racine xn+1 satisfaisant à |xn+1 − an+1| ≤ ε.
Si donc on prend le point (x1, . . . , xn) satisfaisant à ces inégalités et de dimension n
sur k, il y aura sur V un point (x1, . . . , xn+1) qui sera aussi voisin de a qu’on voudra
pourvu qu’on ait pris ε, puis δ, assez petits. Passons au cas général ; supposons cette
fois V plongée dans un espace projectif Pn+r et de codimension r dans celui-ci ;
le résultat étant vrai pour r = 1 d’après ce qui précède, on pourra procéder par
récurrence sur r, en supposant r ≥ 2. Soit a un point de V ; soit u un point générique
de Pn+r sur k(a) ; soit k′ = k(a, u). Comme r ≥ 2, la droite D joignant a et u n’a
aucun point commun avec V , autre que a. Soit V ′ la projection de V à partir de
u, c’est-à-dire l’image dans Pn+r−1 du cône C projetant V à partir de u (ensemble
des droites joignant u aux points de V ), ou, ce qui revient au même, l’intersection
de C avec un hyperplan défini sur k et ne passant pas par u. Soit a′ l’image de a
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dans V ′. En vertu de l’hypothèse de récurrence, il y a sur V ′ une suite de points
x′ν , tendant vers a′ et génériques sur V ′ par rapport à k′ ; chacun est image d’un
point xν de V qui est nécessairement générique sur V par rapport à k′. Les droites
Dν joignant u aux points xν ont pour limite la droite D. L’espace projectif étant
compact, on peut extraire de la suite xν une suite convergente ; la limite de celle-ci
est dans D ∩ V et n’est donc autre que a. Cela achève la démonstration.

Il résulte du lemme A.23 que, sur une variété V , tout ensemble ouvert au sens
de la topologie de Zariski, et non vide, est partout dense au sens de la topologie
usuelle. En particulier, l’ensemble des points de V qui sont simples sur V au sens
de la géométrie algébrique est dense sur V .

Lemme A.24. Soit V une varété algébrique de dimension n dans un espace affine Lemme 11
de dimension n+r ; soit k un corps de définition de V ; soit a un point de V . Soient
uνi (1 ≤ ν ≤ n+ 1; 1 ≤ i ≤ n+ r) des quantités algébriquement indépendantes sur
k(a). Soit x = (x1, . . . , xn+r) un point générique de V sur le corps K = k(a, u).
Posons

yν =

n+r∑
i=1

uνixi 1 ≤ ν ≤ n+ 1

Soit W le lieu de y = (y1, . . . , yn+1) sur K ; soit F l’application de V sur W , définie 166
sur K, telle que y = F (x). Alors F est une correspondance birationelle entre V et
W ; a est l’unique spécialisation de x sur la specialisation y 7→ F (a) par rapport à
K ; et, pour que a soit simple sur V , il faut et il suffit que le point F (a) le soit sur
W .

La démonstration de ce lemme est contenue par exemple dans celle du théorème 5
de A. Weil [11, Chap. V, § 3]. On notera que W n’est autre que la projection de
V « suivant une direction générique » sur un espace de dimension n+1 ; la dernière
assertion du lemme dit en substance que, pour que a soit simple sur V , il faut et
il suffit qu’il le soit sur le cylindre (de codimension 1 dans l’espace ambiant) qui
projette V suivant une direction générique.

Théorème A.25. Soit V une variété algébrique de dimension n, plongée dans Th. 8
un espace affine ou projectif complexe. Alors l’ensemble des points simples de V au
sens de la géométrie algébrique coïncide avec l’ensemble des point de V au voisinage
desquels V est une sous-variété de l’espace ambiant ; cet ensemble est une variété
complexe connexe, de dimension complexe n, ouverte et partout dense dans V .

On a déjà montré que l’ensemble des points simple de V au sens de la géométrie
algébrique est connexe, ouvert et partout dense dans V . Ce qui reste à démontrer
étant de nature purement locale, on peut supposer que l’espace ambiant est affine.
Supposons d’abord que V y soit de codimension 1 ; alors V est définie par une équa-
tion P (X) = 0, où P est un polynome irréductible en X1, . . . , Xn+1, et n’est donc
autre que le support du diviseur D = div(P ) de la fonction holomorphe définie par
P dans l’espace ambiant. Les points simples de V au sens de la géométrie algébrique
sont ceux où l’un au moins des polynomes ∂P/∂Xi n’est pas nul ; autrement dit,
ce sont les points simples de D. Comme ils sont partout denses dans V = |D|, il
s’ensuit que D n’a que des composantes de multiplicité 1 ; les points simples de D
sont donc les mêmes que les points simples de |D| au sens du §A.8 ; compte tenu
du th. A.15, cela achève la démonstration pour le cas considéré ; on notera que
D est irréductible en vertu du corollaire A.20. Supposons maintenant que l’espace
ambiant soit de dimension n+ r, avec r ≥ 2. Soit a un point de V ; on appliquera
à V et a le lemme A.24, qui peut s’interpréter comme suit. Après un changement
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« générique » de coordonnées dans l’espace affine ambiant, V et a auront les pro-
priétés suivantes. Si on désigne par π la projection de l’espace ambiant sur l’espace
de dimension n + 1 déterminé par les n + 1 premières coordonnées, ou autrement
dit l’application167

x = (x1, . . . , xn+r) 7→ x′ = π(x) = (x1, . . . , xn+1),

il y a un corps de définition K de V tel que, si x est générique sur V par rapport
à K, on ait K(x) = K(x′), et que a soit l’unique spécialisation de x, par rapport à
K, sur la spécialisation a′ = π(a) de x′ = π(x) ; et, pour que a soit simple sur V ,
il faut et il suffit que a′ le soit sur le lieu V ′ de x′ par rapport à K. Si d’ailleurs T
est une variété linéaire passant par a, on peut supposer qu’on a fait un changement
générique de coordonnées sur un corps contenant un corps de définition de T , ce
qui implique qu’après ce changement T est transversale à la variété définie par
X1 = a1, . . . , Xn+1 = an+1.

Cela posé, supposons d’abord a simple sur V au sens de la géométrie algébrique,
donc a′ simple sur V ′. Comme a est l’unique spécialisation de x sur x′ → a′ par
rapport à K, chacun des xn+i, pour 2 ≤ i ≤ r, est fini en a′ sur V ′ ; puisque a′
est simple sur V ′ et que K(x) = K(x′), chacun des xn+i est donc dans l’anneau de
spécialisation de a′ dans K(x′), ou autrement dit peut se mettre sous la fomre

xn+i = Pi(x1, . . . , xn+1)/Qi(x1, . . . , xn+1) (2 ≤ i ≤ r)

où les Pi, Qi sont des polynomes à coefficients dans K tels que les Qi ne s’annulent
pas en a′. Comme V ′ est de coedimension 1 dans l’espace ambiant, on peut lui
appliquer la conclusion de notre théorème. Il y a donc un voisinage ouvert U ′ de a′
tel que V ′ ∩ U ′ soit une variété complexe de dimension complexe n, plongée dans
U ′ ; on peut supposer U ′ assez petit pour que les Qi ne s’y annulent pas. Alors, si
U = π−1(U ′), il est immédiat que V ∩ U est l’ensemble des points z tels que π(z)
soit dans V ′ ∩ U ′ et que les zn+i, pour 2 ≤ i ≤ r, soient donnés par

zn+i = Pi(z1, . . . , zn+1)/Qi(z1, . . . , zn+1).

Donc V ∩ U est bien une variété complexe de dimension complexe n, plongée dans
U . Réciproquement, supposons que V soit, au voisinage de a, une sous-variété de
l’espace ambiant, de dimension complexe d, et montrons que d = n et que a est
simple sur V au sens de la géométrie algébrique. Soit en effet T la variété linéaire
tangente à V en a aus sens de la géométrie différentielle ; on peut, comme on a vu,
supposer que T est transversale à la variété X1 = a1, . . . , Xn+1 = an+1. Si, dans ces
conditions, on avait d ≥ n+1, il s’ensuivrait que V ′ contiendrait un voisinage de a′
dans l’espace de dimension n + 1, ce qui est impossible puisqu’on a vu que V ′ est
le support d’un diviseur, donc rare. Comme a est l’unique spécialisation de x sur168
x′ 7→ a′ par rapport à K, chacun des xn+i, pour 2 ≤ i ≤ r, est entier sur l’anneau
de spécialisation de a′ dans K(x′), ou autrement dit satisfait à une équation

Qi(x1, . . . , xn+1)x
mi
n+i +

mi∑
µ=1

Piµ(x1, . . . , xn+1)x
mi−µ
n+i = 0

où les coefficients Qi et Piµ sont des polynomes à coefficients dans K, tels que les Qi

ne s’annulent pas en a′. Soit U ′ un voisinage compact de a′ où les Qi ne s’annulent
pas ; il y aura un δ > 0 tel que |Qi(x

′)| ≥ δ quel que soit x′ ∈ U ′, pour 2 ≤ i ≤ r.
Alors, si z′ ∈ V ′ ∩ U ′, les xn+i sont entiers sur l’anneau de spécialisation de z′
dans K(x′), c’est-à-dire que toute spécialisation zn+i de xn+i sur x′ → z′ est finie ;
de plus, en vertu des relations ci-dessus, il y a M > 0 tel que, pour chacune des
spécialisations, on ait |zn+i| ≤ M . Par suite, si U désigne l’ensemble des points t
tels que π(t) ∈ U ′, |tn+i| ≤ M pour 2 ≤ i ≤ r, V ′ ∩ U ′ est l’image de V ∩ U par
π. Comme d’ailleurs a est l’unique spécialisation de x sur x′ → a′, donc l’unique
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point de V qui se projette en a′ par π, on conclut aisément de là que, si U1 est un
voisinage quelconque de a, V ′ coïncide avec π(V ∩U1) au voisinage de a′. Mais les
hypothèses faites sur V et T entraînent que, pour U1 assez petit, π(V ∩U1) est une
variété complexe de dimension d plongée dans l’espace ambiant ; comme V ′ est de
codimension 1 dans celui-ci, il s’ensuit, d’après ce qu’on a démontré dans ce cas,
que d = n et que a′ est simple sur V ′. Donc a est simple sur V .

Le théorème A.25, une fois démontré pour les variétés affines, s’étend immédia-
tement aux variétés plongées dans une variété quelconque sans point multiple. Plus
généralement, on a le résultat suivant:

Théorème A.26. Soit F un ensemble algébrique fermé sur une variété W sans Th. 9
point multiple ; soit a un point de F , Pour que F soit une sous-variété complexe de
la variété complexe W au voisinage de a, il faut et il suffit que a appartienne à une
composante et à une seule de F et soit simple sur celle-ci.

Le fait que W peut être considérée comme variété complexe résulte du th. A.25,
joint à l’hypothèse que W est sans point multiple. L’assertion sur F étant pure-
ment locale, on peut supposer W plongée dans l’espace affine, puis raisonner sur F
considéré comme plongé dans cet espace. Le seul point que reste à démontrer est
que, si F est une sous-variété de cet espace au voisinage de a, a ne peut appartenir
à plus d’une composante de F . Soient V1, . . . , Vh celles des composantes de F qui 169
passent par a. Pour chaque i, l’ensemble des points simples de Vi qui n’appartiennet
à aucune de Vj pour j ̸= i est un ouvert de Zariski sur Vi, donc dense sur Vi ; si ni
est la dimension de Vi, il y a donc dans tout voisinage de a des points au voisinage
desquels F est une variété de dimension ni. Si donc F est une variété au voisinage
de a lui-même, tous les ni doivent avoir une même valeur n. Si l’espace ambiant est
de dimension n+ 1, les Vi, d’après la démonstration du th. A.25, sont supports de
diviseurs irréductibles Di dans cet espace, d’où la conclusion d’après le th. A.19. Si
l’espace ambiant est de dimension n + r avec r ≥ 2, on procédera par application
du lemme A.24 comme dans la démonstration du th. A.25. Les notations étant les
mêmes que dans celle-ci, soient V ′

i les variétés définies à partir des Vi comme V ′

l’est à partir de V dans cette démonstration ; en vertu de résultats élémentaires
de géométrie algébrique, les V ′

i ne sont autres que les adhérences des ensembles
π(Vi). D’après ce qu’on a vu, les V ′

i coïncideront respectivement, au voisinages de
a′, avec les ensembles π(Vi ∩U1), quel que soit le voisinage U1 de a. Par hypothèse,
la réunion des Vi est, au voisinage de a, une variété complexe de dimension n, dont
la variété linéaire tangente T (au sens différentiel) est transvaersale à la variété
X1 = a1, . . . , Xn+1 = an+1. On en conclut qu’il en est de même de la réunion des
V ′
i au voisinage de a′, donc, d’après ce qu’on a déjà démontré, que les V ′

i coïncident
les unes avec les autres. Cela revient à dire que toute variété linéaire de dimension
r − 1 qui rencontre l’une des Vi rencontre les autres ; en vertu d’un raisonnement
élémentaire bien connu (qui est à la base de l’emploi des « coordonnées de Chow »
en géométrie algébrique), cela entraîne que les Vi, elles-mêmes coïncident. Comme
elles sont distinctes par définition, il ne peut donc y en avoir plus d’une.

Annexe B. Index des notations 171

B.1. Notations générales. On s’est conformé en principe à l’usage de Bourbaki.
On particulier, Q,R,C désignent les corps des rationnels, des réels, des complexes,
respectivement. Si K est un corps, K∗ est le groupe multiplicatif des éléments ̸= 0
de K ; E est le sous-groupe de C∗ formé des nombres complexes de valeur absolu
1 ; on pose e(t) = e2πit. Si A est un anneau, l’extension de A par Q se note AQ. On
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note
∧
E l’algèbre extérieure d’un espace vectoriel E,

∧p
E l’espace vectoriel des

éléments de degré p dans cette algèbre, ∧ la loi de composition dans celle-ci ; dans
l’algèbre de cohomologie d’une variété (à coefficients réels ou complexe) ∧ désigne
le « cup-product ». On note [X,Y ] le « crochet de Lie » pour les endomorphismes
d’un espace vectoriel, ou autrement dit l’endomorphismeXY −Y X. Dans un groupe
ordonné, la relation d’ordre est généralement écrite ≻ ; pour un groupe réticulé, on
emploie inf, sup, x+, x− avec leur sens habituel.

Voir aussi l’index pour d’autre symbols.
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