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La théorie des variétés kidhlériennes a pris un grand essor depuis un quart de
siécle. Ces variétés furent définies pour la premiére fois, semble-t-il, dans une note
de KAHLER de 1933 ([7]). Mais leur importance n’apparut qu’a la suite des premiers
travaux de HODGE et surtout de I’exposé d’ensemble qu’il en donna au chapitre V de
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2 ANDRE WEIL

son livre [6], ou, indépendamment de KAHLER, il entreprend I’étude systématique
de la métrique « kdhlérienne » qu’on peut définir sur toute variété algébrique sans
point multiple plongée dans un espace projectif, et en tire des conséquences trés
importantes pour la géométrie algébrique. C’est principalement dans la direction
ainsi inaugurée par lui que les recherches se sont poursuivies depuis lors.

On ne trouvera pas ici une monographie de ce sujet, mais, comme l'indique le
titre, une simple introduction, basée sur des cours professés & Chicago et a Gottingen
dans les derniéres années. Ce volume aura atteint son but s’il facilite au lecteur
I’étude des travaux récents sur la question, et particulierement de ceux de KODAIRA
et ses éléves. Je n’ai pu néanmoins résister & la tentation d’insérer un chapitre
traitant de la théorie des fonctions théta et des variétés abéliennes sur le corps des
complexes. Cette théorie peut étre considérée comme celle d’un type particulier
de structures kithlériennes (les structures invariantes d’un tore), et c¢’est méme ce
point de vue qui conduit a la démonstration la plus naturelle d’un des principaux
théorémes d’existence de la théorie (le théoréme dit « d’APPELL-HUMBERT »).

Il n’a pas été donné de bibliographie; on en trouve de fort complétes dans plu-
sieurs ouvrages récents. Je me suis efforcé de réduire au minimum la somme de
connaissances exigée du lecteur : quelques résultats élémentaires d’analyse et de
théorie des fonctions ; quelques notions d’algébre et de topologie générale (pour les-
quelles il sera en général renvoyé aux Eléments de N. BOURBAKI) ; les définitions
essentielles de la théorie des variétés différentiables (qu’on trouvera dans le volume
de G. DE RHAM [10], paru dans cette méme collection) ; la définition des opérateurs
*,0, A de la théorie des formes harmoniques (exposée dans le méme volume); et,
en quelques points, quelques notions sur la cohomologie entiére. Encore ai-je, dans
la mesure du possible, rappelé les définitions et résultats dont il aura a étre fait
usage. L’indication « DE RHAM, §...» renverra toujours au volume qu’on vient de
citer ; les renvois & BOURBAKI seront faits sous la forme canonique. Des théorémes
d’existence de la théorie des formes harmoniques, qui jouent bien entendu un réle
essentiel dans le présent volume, le lecteur n’a a connaitre que ’existence des opé-
rateurs H et G de DE RHAM avec les propriétés formelles énoncées au §4.1. Pour le
cas particulier des tores, une démonstration directe de ces résultats, indépendante
de celle qui est donnée dans le volume de DE RHAM pour le cas général, est exposée
au §4.2, ce qui permettrait, si on le désirait, d’aborder la théorie des fonctions théta
sans s’appuyer sur la théorie générale des formes harmoniques.

Paris, le 831 mai 1957.

1. L’ALGEBRE EXTERIEURE SUR UN ESPACE HERMITIEN

1.1. Soit T un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps C des nombres
complexes; T sera de dimension 2n sur le corps R des nombres réels. Soit F' 'en-
semble des applications R-linéaires de T' dans C; autrement dit, F' est I’ensemble
des fonctions ¢t — f(t) & valeurs complexes, définies sur T et telles que

(1.1) ft+t)=f@)+ f(t) (teT,t' €T)
(1.2) F(At) = Af(t) (teT,NeR)

On considérera F' comme espace vectoriel sur C, I’addition et la multiplication
scalaire par les complexes y étant définies d’une maniére évidente. Si f € F, on

désignera par f I'application ¢ + f(t), ot f(t) est 'imaginaire conjuguée de f(t).
L’application f — f est une application antilinéaire de F' sur F ; rappelons qu’on



INTRODUCTION A L’ETUDE DES VARIETES KAHLERIENNES 3

appelle ainsi toute application u — p(u) d’un espace vectoriel sur C dans un espace
vectoriel sur C qui satisfait &

e(u+u) = o(u) + (), eAu)=rp(u)

quels que soient u,u’ et quel que soit A € C. On dira que f € F est réelle si
Papplication t — f(t) est a valeurs réelles; il faut et il suffit pour cela que f = f.

Soit T” le dual de T, c’est-a-dire I’ensemble des formes C-linéaires sur 7'; T’
n’est autre que l'ensemble des f € F qui satisfont & f(it) = if(t) pour tout t € T';
c’est un sous-espace vectoriel de F' de dimension n. Soit 7" l'image de T’ par
lapplication f — f de F sur F'; T” est ’ensemble des applications antilinéaires
de T dans C, ou encore 'ensemble des f € F qui satisfont a f(it) = —if(t) pour
tout t € T'; c’est donc aussi un sous-espace vectoriel de F' sur C. On dira que T,
muni de la structure d’espace vectoriel sur C induite par celle de F', est I’antidual
de T'; f — f est une application biunivoque antilinéaire, donc & plus forte raison
R-linéaire, de T sur 7" ; par suite, 7”7 et T ont méme dimension 2n sur R, donc
aussi méme dimension n sur C.

Il est clair que T N'T"” = {0}. Soit f € F; posons

F1(X) = f(t) —if (i), f7(t) = f(t) +if(it)

Il est immeédiat que f/ € T/, f" € T"” et 2f = f' + f”. Donc F est somme directe
de T' et T” ; par suite, si (21,...,2,) est une base de T, (21,...,2n,21,---,2n) €11
est une pour F.

Suivant 'usage, on désignera par A F' Dalgébre extérieure déduite de lespace
vectoriel F' sur C. On considéra les algébres extérieures A\ T”, A T" construites sur
T',T" comme canoniquement plongées dans A F. On posera F, o = N\“T"; c’est
lensemble des éléments homogénes de AT’ de degré a, c’est-a-dire lespace des
éléments de la forme z; A -+ A 24, ol 2, € T" pour 1 < a < a, a condition de
convenir que ce produit désigne 1 si a = 0. De méme, on posera Fy, = A“T”. On
désignera par F, ; le sous-espace vectoriel de A F' engendré par les éléments de la
forme u A v avec u € Fy9,v € Fyp; les éléments de F,, , seront dits bihomogénes de

bidegré (a,b). Soit (21, ..., 2,) une base de T"; il est immeédiat que les éléments de
la forme
(1.3) (Zoq/\"'/\zaa)/\(z&/\"'/\zﬁb)

<< <ag<n 1<p <---<fp<n)

forment une base de F,; et que A F est somme directe des Fy ;. Autrement dit,
tout u € A\ F s’écrite d’'une maniére et d’une seule comme somme d’éléments biho-
mogenes u, , de bidegrés respectifs (a,b) ; application u +— g, de A\ F sur F, j se
notera P, ; on dit que c’est un « projecteur ».

L’ensemble AP F' des éléments homogénes de degré p de A\ F' (qu’on nomme aussi
p-covecteurs & valeurs complexes sur ’espace T, ou plus précisément sur l’espace
vectoriel sur R sous-jacent & T') est évidemment la somme directe des F, ,_, pour
0 < a < p. On posera P, = > 2 _ Py p_q; pour tout u € A F, Pyu est la partie
homogeéne de u de degré p.

Un endomorphisme L de l'espace vectoriel sous-jacent & A F sera dit bihomogéne
de bidegré (r,s) si L(F,p) C Fuyrpts quels que soient a,b. Il en est ainsi par
exemple de I'endomorphisme u — wAuwde A F siw € F .

Soit G le groupe des automorphismes de 1’espace vectoriel T, qui est isomorphe
au groupe des matrices inversibles d’ordre n sur C.
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13



14

4 ANDRE WEIL

Tout X € G détermine un automorphisme X’ = X de l'espace dual T, le
transposé de X, et un automorphisme X" de 7", donc aussi un automorphisme de
F =T +T" et par suite un automorphisme X; de l'algébre A\ F'; X" s’appellera
Vantitransposé de X ; c’est le transformé de * X par I’application f — f de T sur T,
et on le notera X” =*X. Il est clair que X; induit un automorphisme sur chacun
des espaces Fy ;, ou autrement dit est permutable avec chacun des projecteurs F, .
Si en particulier on prend pour X ’automorphisme ¢ — it de T' et qu’on convienne
de noter C' 'automorphisme X; correspondant, C' induira sur F, ; I’automorphisme
u > %Py ; autrement dit, on a

(1.4) C=> i""Pyy.
a,b

Ce qui précéde montre que X +— X7 est une représentation du groupe opposé a G
dans le groupe des automorphismes de A F'; cette représentation est réductible et
somme de celles qu’elle induit sur les espaces Fy p; on peut montrer que celles-ci
sont irréductibles.

Soit Fy ’ensemble des éléments réels de F'; c’est un espace vectoriel sur R, qui
n’est autre que le dual de ’espace vectoriel sur R sous-jacent a T Il est immédiat
que tout z € F' s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme z = x + iy, avec
x € Fy,ye Fo;onaz = (z+2)/2, y = (2 — 2)/2i. Une base (z1,...,2,) de T"
étant choisie, posons z, = Ty + Yo avec T, € Fy, Yo € Fy (1 < a < n); on aura
donc zZ, = x4 — 1Ya, ce qui montre que (T1,Y1,-..,Tn,Yn) est une base de F' (sur
C), donc un systéme de générateurs de A F. Tout f € F s’écrit donc d’une maniére
et d’une seule sous la forme

[= Z(faxa + naya)

avec &4 € C, 1, € C. Comme f € Fy équivaut a f = f, il s’ensuit que

(xlaylw"axnayn)

est une base de Fy sur R. L’algébre extérieure A Fy déduite de l'espace vectoriel
F, sur R a donc une base sur R formée des éléments de la forme

(Tay A N, ) N (s A= Ayg,),

éléments qui forment aussi une base de A F sur C. Cette algébre A Fp, dont les
éléments homogénes de degré p s’appellent les p-covecteurs réels sur 7' (ou plus
correctement sur lespace vectoriel sur R sous-jacent a T') s’identifie ainsi avec la
partie de A\ F' formée par les combinaisons linéaires a coefficients réels de produits
d’éléments de Fy (1 étant considéré comme un tel produit). Tout élément u de A\ F
s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la forme u = v + iw, avec v et w dans
N Fo; on pose & = v —iw. Lapplication u — @ de A F sur A\ F est antilinéaire, est
un automorphisme de 'anneau A\ F' (et méme de A F considérée comme algébre
sur R) et prolonge I'application f +— f de F sur F'; réciproquement, ces propriétés
suffisent a la caractériser. Pour que u € A F' soit réel, c’est-a-dire soit dans A Fp, il
faut et il suffit que u = a.

L’application u + @ induit, pour tout a,b, une application antilinéaire biuni-
voque de Fyp sur Fp o, plus précisément, on a (P,pu) = P, (@), ce qu’on écrit
aussi pa,b = P, 4. En particulier, u — % induit une application antilinéaire de F, ,
sur Fy, o ; Fy,q a donc une base formées d’éléments réels. Il en est ainsi de Fy o et
de F), , qui sont tous deux de dimension 1; Fp ¢ est engendré par 1, élément unité
des algebres A\ F et A\ Fy; et, si comme plus haut les z, = x4 + iy, forment une
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base de T", F, ,, est engendré par 1’élément réel

. n
i
(1.5) (2) (ZAANZ)A A (2 ANZ) = (@1 A1) A A (T A Yn)-
On notera que cet élément s’écrit aussi
2
27(21/\--~/\zn)/\(21/\--~/\2n)
ce qui montre que, si on remplace la base (z1,...,2,) par une autre (z1,...,2,),

il se multiplie par J.J o1 .J est le déterminant de la seconde base par rapport a la
premiére ; son signe est donc indépendant du choix de la base. On conviendra de
choisir une fois pour toutes, dans T (ou plus correctement dans l’espace vectoriel
sur R sous-jacent a T), l'orientation pour laquelle le (2n)-covecteur réel (1.5) est
positif ; c’est celle qui est déterminée par les coordonnées x1,¥1,...,Tn,Yn Prises
dans cet ordre (ou dans tout ordre qui s’en déduit par une permutation paire).

Un endomorphisme A de I’espace vectoriel sous-jacent a A F' est dit réel s’il laisse
invariants les éléments réels, ou, ce qui revient au méme, si (Au) = A(@) pour tout
u € AF. 1l en est ainsi par exemple de P, , quel que soit a, et de 'opérateur C
défini par (1.4), comme on le vérifie immédiatement.

1.2. Par une forme hermitienne sur 'espace T, on entend une fonction H(t,t’)
a valeurs complexes, définie sur 1" x T, telle que pour tout ¢ € T 'application
t' — H(t,t') de C dans T soit C-linéaire (et définisse donc une forme linéaire sur
T), satisfaisant de plus a la condition de « symétrie hermitienne »

H(t',t) = H(t,t).

Il s’ensuit que, pour tout t' € T, lapplication t — H(¢,t") de T dans C est
antilinéaire.

Posons
(1.6) H(t,t") = S(t,t") +iA(t, 1),

S(t,t") et A(t,t") étant réels. Il résulte immédiatement des condition imposées & H
que S est une forme R-bilinéaire symétrique et A une forme R-bilinéaire alternée,
et qu’on a

(1.7) S(t,t")y = —A(it, t') = A(t,it"), A(t,t") = S(it,t') = —S(¢,it")
(1.8) S(it,it") = S(t,t'), A(it,it") = A(t,t)

Réciproquement, supposons donnée, soit une forme R-bilinéaire symétrique S sa-
tisfaisant a la premiére des relations (1.8), soit une forme R-bilinéaire alternée A
satisfaisant & la seconde de ces relations; dans le premier cas la seconde des re-
lations (1.7) définira, comme on le vérifie aussitot, une forme alternée A, et dans
le second cas la premiére des relation (1.7) définit une forme symétrique S'; dans
Pun ou Pautre cas la relation (1.6) définit alors une forme hermitienne H. Les re-
lations (1.8) expriment que S et A sont invariantes par lautomorphismes ¢t — it
de T'. On peut donc dire que les relations ci-dessus établissent des correspondances
biunivoques entre ’ensemble des formes hermitiennes sur 7', ’ensemble des formes
symétriques invariantes par t — it, et 'ensemble des formes alternées invariantes
par t — 4t. Si on pose de plus

O(t) = H(t,t) = S(t,1),
® est une forme quadratique dont la donnée détermine réciproquement S au moyen

de la formule
25(t, 1)y =@t +t') — D(t) — D(t),

15

ne 2



16

17

6 ANDRE WEIL

et détermine donc A et H pourvu que S soit invariante par ¢ — it ; pour qu'il en
soit ainsi, il faut et il suffit que ® le soit. C’est quelquefois la forme quadratique ®
qu’on appelle « forme hermitienne ».

Une base (21, ..., z,) étant choisie pour le dual 77 de T, toute forme C-linéaire
sur T s’écrit t — Y n24(t), et toute forme antilinéaire s’écrit t — Y €420 (f). On
en conclut aussitot que toute forme « sesquilinéaire » en ¢, t’, ¢’est-a-dire antilinéaire
en t et linéaire en t/, est combinaison linéaire des formes (¢,t") — Z,(t)z5(t'); en
particulier, si H est hermitienne, on aura

(1.9) H(t,t')= > hapZa(t)zs(t),

a,f=1

la condition de « symétrie hermitienne » s’écrivant alors hg, = Ba,g. On sait
qu’étant donnée une telle forme H, on peut toujours choisir une base (z,) pour
T’, ou autrement dit un « systéme de coordonnées complexes » pour T, de telle
sorte que hog = 0 pour a # 3, c’est-a-dire que ||hag| soit une matrice diagonale;
quant aux hgaq, ils sont en tout cas réels.

On dit que H est non-dégénérée si, quel que soit t' # 0, il y a un ¢t € T tel que
H(t,t") # 0; en vertu des formules (1.6) et (1.7), il faut et il suffit pour cela que
S soit non-dégénérée, ou encore que A le soit. Si H est mise sous la forme (1.9),
il faut et il suffit, pour que H soit non-dégénérée, que 'on ait det(hq,s) # 0. On
dit que H est positive si la forme quadratique associée ® est positive, c’est-a-dire
si ®(t) = H(t,t) > 0 quel que soit t; pour que H soit positive et non-dégénérée, il
faut et il suffit 'on ait ®(¢) > 0 pour tout ¢t # 0; en ce cas, on peut choisir la base
(2o) de maniére que la matrice ||hqgl|| soit la matrice unité.

Si (f1,..., fan) est une base de Fy, les f, A f,, pour 1 < p < v < 2n, en forment
2 ) .
une pour A\“ Fp; d’autre part, les formes alternées

A (t,) = Fu@) fo (') = Fu () fu(t)

forment, pour 1 < pu < v < 2n, une base de 'espace des formes R-bilinéaires
alternées a valeurs réelles sur T'. Il est immédiat que I'isomorphisme de /\2 Fy sur
ce dernier espace qui fait correspondre A,, a f, A f, pour 1 < pp < v < 2n fait aussi
correspondre la forme f(t)g(t') — g(t)f(t') & f A g quels que soit f € Fy,g € Fo,
et qu’il est complétement déterminé par cette condition; on dit, comme on sait,
que c’est 'isomorphisme canonique entre les espaces en question. Soit maintenant
u un élément quelconque de /\2 Fp; on peut le considérer comme élément de /\2 F;
soient v = P gu,w = Py ju, d’ou ¥ = Py 2u puisque v est réel ; pour la méme raison
on a w = w. On aura donc

u=v+w+7v, Cu=—-—v+w-—7.

Mais Cu est par définition le transformé de u par ’automorphisme de A F' induit
par 'automorphisme ¢ — it de T'; pour que u soit invariant par cet automorphisme,
il faut et il suffit évidemment que la forme R-bilinéaire alternée associée a u le soit.
En vertu des formules ci-dessus, u = Cu équivaut & v + v = 0, c’est-a-dire © = w,
ou encore u € Fj 1. Donc, pour qu'une forme R-bilinéaire alternée soit invariante
par t — it, il faut et il suffit que le bicovecteur correspondant soit bihomogéne de
bidegré (1, 1) ; et 'isomorphisme canonique défini plus haut induit un isomorphisme
entre 'espace de ces formes et 1'espace des éléments réels de F1 ;.

Appliquons ceci & la forme hermitienne H(t,t') considérée tout a I'heure, a son
expression (1.9) au moyen des Z,, 23, et sa partie imaginaire A(t,t') définie par
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(1.6). On a
At t) = % S s (Za(®)25(t) — 25(H)7a ()
a,B

et par suite le bicovecteur associé peut s’écrire
i
(1.10) u= §Zha52:5/\2a.
a,B

On notera que, si ||hqg|| est la matrice unité, de sorte qu’on a

7 _
u:§Zza/\za,

u™/n! n’est autre que 1'élément de F, ,, défini par la formule (1.5); par suite, si on
oriente I’espace T conformément aux conventions de la fin du §1.1, ™ est alors un
(2n)-covecteur réel strictement psositif. Comme on peut, pour toute forme hermi-
tienne positive non-dégénérée H, supposer la mtrice ||hqg|| ramenée a la matrice
unité par un choix convenable de la base, on en conclut que u"™ est strictement
positif chaque fois que u est le bicovecteur associé a une forme hermitienne positive
non-dégénérée.

1.3.  Dans tout le reste de ce chapitre, nous supposons donnée une fois pour toutes
une forme hermitienne H sur T ; comme au §1.2, nous noterons S, A et u les formes
symétrique et alternée et le bicovecteur associés a H. On supposera que H est
positive non-dégénérée ; cette hypothése n’est d’ailleurs pas indispensable pour les
résultats purement algébriques du présent chapitre (ni d’ailleurs non plus pour les
résultats purement locaux du chapitre suivant); ceux-ci restent valables pourvu
qu’on suppose H non-dégénérée, comme on le vérifie, soit directement, soit & partir
des résultats qui vont suivre au moyen du principe de prolongement des identités
algébriques (cf. BOURBAKI, [2, IV, §2, Th. 2]).

On dit que la donnée de la forme hermitienne positive non-dégénérée H définit
sur T une structure d’espace hermitien. A titre auxiliaire, on supposera choisie une
fois pour toutes une base (z,) de T" (un « systéme de coordonnées » dans T') pour
laquelle H s’écrive sous la forme

H(t,t) =Y zZa(t)za(t);

comme précédemment, on posera z, = To + Wa, l€S Ty, Yo €tant réels. On aura
donc
(P(t) = H(tat) = Zza(t)za(t) = Z(xa(t)z + yoz(t)Q)'
« «

Mais on sait que la donnée d’une forme quadratique positive dans un espace vectoriel
E sur R détermine sur 'algébre des multicovecteurs sur F un opérateur * défini
comme suit (DE RHAM, [10, §24]). L’espace E étant supposé orienté, et la forme
quadratique écrite comme somme de carrés f? + - -+ f2, au moyen du choix d'une
base convenable (f1,..., fin) dans le dual de E, on aura, pour toute permutation
paire (i1,...,%p, 1, -, m—p) des indices (1,2,...,m) :

*(fh /\/\flp) :fJ1 /\/\fjm—p

Pour tout p, * est alors 'isomorphisme de ’espace vectoriel des p-covecteurs sur
Pespace vectoriel des (m — p)-covecteurs qui est déterminé par les formules ci-
dessus ; on démontre qu’il ne dépend pas du choix de la base (f;) mais seulement
de la forme quadratique donnée sur F, forme & laquelle il est donc associé d’une
maniére invariante (cf. BOURBAKI, [2, 111, §8]).

n°3
18
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Cette définition de * s’applique en particulier a ’algébre A Fy des multicovecteurs
réels sur T et a la forme quadratique H(t,t). On conviendra de prolonger x 4 \ F' de
telle sorte qu’il soit C-linéaire sur \ F; cette condition le détermine d’une maniére
unique; * est alors, au sens du §1.1, un opérateur réel sur A F, et détermine un
isomorphisme de \? F sur A*"* F.

Pour déterminer * d’une maniére plus précise, nous allons introduire momenta-
nément les notations suivantes. Soit N = {1,2,...,n}; pour toute partie M de N,
désignons par v(M) le nombre d’éléments de M, et posons

wy = H (24 A Z) = (—2i)"3D H (T Ayu),
pneM pneM
ces produits étant indépendants de l'ordre des facteurs parce que ceux-ci sont de

degré 2 et par suite permutables entre eux et avec tout élément de A F.

Soit encore A I’ensemble des suites dont le premier élément est +1 ou —1 et les

autres sont des éléments distincts de N ;si A = (£1,aq,...,a,) est une telle suite,
convenons de noter par |A| 'ensemble {aq,...,aq}, par v(A) Ventier a = v(|A]),
et de poser

zA = *20, N+ N 2q,,
le signe du second membre étant celui qui figure en téte de A ; convenons de définir
de méme z 4 et y4. Disons qu’un couple (A’; A”) € A x A est une partition de A si
za = za' N\ zar et que deux telles partitions (A, A”) et (4], A7) sont équivalentes
si |A'| = A}, ce qui implique |A”| = |AY|. On aura, avec ces notations

zA = Zi”(A Yz ar Nyan,

la sommation étant étendue & un systéme complet de représentants pour les classes
d’équivalence de partitions de A.

Cela posé, tout élément de base de la forme (1.3) peut aussi s’écrire sous la forme
za N Zp N wyy, les ensembles |Al,|B| et M étant deux a deux disjoints. Calculons
le transfomé d’un tel élément par *. On a

24 NZp ANwy = (_Qi)V(M) Z,L‘V(A”)*V(Bu)xA, ANyar Nxg Nygr N H (;U’u A y#)
pneM

la sommation étant étendue a des systémes complets de représentants (A’, A”) et
(B’, B") pour les partitions de A et celles de B. Posons

M’ =N — (JA|U|B|UM).

Appliquant ce qui a été dit plus haut pour 'opérateur * défini au moyen d’une
forme écrite comme somme de carrés, on voit qu’on aura

*(ZA/\EB/\UJM) =
= (—Qi)V(M) Z(_l)riu(A )—v(B )l‘A” ANyar Nxgr Nyg: A H (xu /\yu)
peM’
ou on a posé
1
5 (v(4) +v(B)) (v(A) + v(B) — 1).
Soit A} I’élément de A qui ne differe de A” que par le signe et qui est tel que
(A}, A’) soit une partition de A; quand (A’, A”) parcourt un systéme complet de
représentants des partitions de A, il en est de méme de (A7, A’). En faisant usage
de cette remarque, on obtient, par un calcul facile, le résultat suivant :

r=v(A)w(A") + v(B)v(B") +

v(M)+ 2ot (=2i)P—" ‘a—b

x(za NZp ANwpr) = (1) 1" PzaNZ Nwp,
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ou M' =N — (JA|U|B|U M), ot (a,b) est le bidegré de z4 A Zp A wps et ou p est
son degré, c’est-a-dire qu’on a

a=v(A)+v(M), b=v(B)+v(M), p=a+b.
Ces formules mettent en évidence que * transforme tout p-covecteur de bidegré
(a,b) en un (2n — p)-covecteur de bidegré (n — b,n — a); autrement dit, on a

*Pa,b = Pn—b,n—a*a

d’out résulte que * est permutable avec C, ce que nous écrirons aussi
(1.11) [*,C] =0

en convenant suivant 'usage d’écrire [X,Y] = XY — Y X chaque fois que X,Y sont
deux endomorphismes d’un espace vectoriel. Notons encore que, la dimension de
Pespace T sur les réels étant paire, ** n'est autre que l'opérateur w (DE RHAM,
[10, §24]) qui multiplie par (—1)P tout p-covecteur, et qui ’sécrit aussi w = C?; on
a ainsi :

2n
(1.12) w=x>=C?%= Z(—l)PPp, st =wx =xw, C!'=wC=Cuw.

p=0

1.4. Deésignons par u, comme au §1.2, le bicovecteur associé a la partie imaginaire
de la forme H définissant la structure de ’espace hermitien 7'; dans le systéme de
coordonnées qu’on a choisi, on a

) _ )
U = 5220‘/\20‘: sza’
(0% (03
c’est un bicovecteur réel de bidegré (1,1). Pour tout v € A F, on posera :

Lv=uAv, Av=wx(uA*)=w+Lxv=x 'Lxov.
Les opérateurs L, A sont réels, bihomogénes, de bidegrés respectifs (1,1) et (=1, —1);
on vérifie immédiatement qu’ils sont permutables avec w et C' :
(1.13) [L,w] =[L,C]=[A,w] =[A,C] =0.
Il est clair qu’on a, avec les notations du §1.3 :
L(za N Zp Awyy) = %ZA AZg A (MEZM wMU{H}).

D’autre part, les formules du §1.3 permettent de vérifier, par un calcul facile, qu’on
a

_ 2 _
A(ZA Nz N\ wM) = gZA ANz N\ (Z wM,{M}).
neM
On en conclut immédiatement qu’on a, p étant toujours le degré de z4 AZg Awyy :

(AL—LA)(ZA NZp AwM) = (n—p)zA ANZp Nwy

d’otu la formule

2n
(1.14) AL} =) (n—p)P,.
p=0
On en conclut, pour r > 1 :
r—1 2n
A, L] = ZL’" PTUALILP =YY (n—p)L" "7 P,L7;
p=0 p=0

mais L est homogene de degré 2, c’est-a-dire qu’on a P,L = LP,_5; on obtient

21

n°4

22
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donc
r—1 2n

(AL =L (0= p)Ppay
p=0p=0
ou bien entendu P,_s, se réduit a 0 si p — 2p < 0. Le coefficient de P, dans le

second membre est
r—1

> (n—q-2p)

p=0
pourvu que ¢ + 2(r — 1) < 2n; mais, si cette derniére inégalité n’est pas satisfaite,
on a L"~'P, = 0 puisque L" "' Pjv est de degré > 2(r — 1) 4+ ¢. On peut donc écrire

en définitive
2n

A L= r(n—q-r+1)L"'P,.

q=0
On dira qu’un élément homogéne v de \ F' est primitif si Av = 0.

Soit v un p-covecteur primitif; pour » > 1,s > 1, on aura
ASL'v=AN"YAL" —L"Nv=r(n—p—r+ )AL 1o,
ce qui permet, par récurrence sur i, d’écrire le premier membre, pour tout ¢ <

min(r, s), comme produit de A**L" *v et d’un coefficient numeérique facile a cal-
culer ; en particulier, pour i = s < r, on aura :

(1.15) A°L"v =r(r—1)--- (r—s+1)(n—p—r+1)(n—p—r+2) - - - (n—p—r+s)L" 0.
Supposons qu’on ait pris s =n+ 1,r =n+¢g+ 1,9 > 0; alors L™v est de degré
> 2n et est donc 0; quant au coefficient numérique du second membre, il est # 0

sigq>mn—p+1;en ce cas, on aura donc L% = 0. En posant, suivant 1'usage,
2T = max(z,0) pour tout z € R, on a donc démontré ce qui suit :

Théoréme 1.1. Si v est un p-covecteur primitif, on a Liv = 0 pour tout q >
(n—p+1)*.

Corollaire 1.2. Il n’y a pas de p-covecteur primitif non nul de degré p > n.

Le corollaire résulte du théoréme, en y prenant g = 0.

Théoréme 1.3. Pour tout p-covecteur primitif v, on a

(p+1) r!
1.16 L'v=(-1)"2" — " _[nPrC
(1.16) *L"v = (—1) = p—1) v

chaque fois que 0 <r <n—p, et xL"v =0 pour r > n — p.

La seconde assertion résulte du th. 1.1; formellement, on peut convenir de consi-
dérer (1.16) comme valable méme si r > n—p, en interprétant 1/(n—p—r)! comme
1/T(n —p —r+ 1) qui s’annule pour > n — p. Suivant 'usage, on convient que
0l =T(1)=1.

Supposons donc r < n — p. Ecrivons v comme combinaison linéaire d’éléments
ZzaNZB Nw)ps -

V= Z EA,B,MZA NzZp Nwps.
A,B,M
L’hypothése Av = 0 s’écrit alors, d’aprés la formule établie plus haut :

Z §a,B,MZANZB N (Z wM_{u}) =0

A,B,.M neEM
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Il s’ensuit que, si on pose
VAB = E éaB,MZANZB Nwyy
M

chacun des v, p est lui-méme primitif. Il suffira donc de faire la démonstration pour
un p-covecteur tel que v4 g, ou autrement dit de considérer le cas ot v est de la
forme

v =24 NAZp A (Z&(M)wzu),
M

la sommation étant étendue a toutes les parties M de N — |A| — |B| formées de
m éléments, o m est déterminé par 2m = p — v(A) — v(B). On posera N’ =
N —|A| — |B|. L’hypothése Av = 0 s’écrit alors :

> &M u{py) =0

nEN’—M'
pour toute partie M’ de N’ telle que v(M') =m — 1.
Supposons en particulier que N7, Ny soient deux parties disjointes de N’ telles 24

que N’ = Ny U Na; posons M] = Ny N M', M) = Non M'; la relation ci-dessus
s’écrit :

Y. Mufuh+ Y EM'ufu}) =0

HENL—M] HEN2—M)

Pour un entier » donné tel que 1 < r < m, faisons parcourir & M’ I’ensemble des
parties de N telles que v(M/{) =r—1,v(M}) = m—r; si M’ est tel et qu’on prenne
w € Ny — M/, Vensemble M = M'U{u} sera tel que v(M) = m,v(NyNM) =r; et
toute partie M de N’ ayant ces propriétés pourra étre mise sous la forme M’ U{u},
avec M’ et p comme on a dit, de r maniéres différentes. De méme, si M’ parcourt
le méme ensemble et qu’on prenne p € Ny — M, Vensemble M = M’ U{u} sera tel
que v(M) = m,v(N; N M) =r — 1, et toute partie M de N’ ayant ces propriétés
pourra étre écrite sous la forme M’ U {u}, avec M’ et u tels qu’on vient de le dire,
de m — r + 1 maniéres différentes. Posons, dans ces conditions :

Sp(N1) =Y _&M) (M C N w(M)=m,v(NyNM)=r).
M

La relation écrite plus haut, sommée pour tous les M’ en question, donne :
TST(Nl) + (m —-7r+ ]-)Sr—l(Nl) = 0,
d’ou on déduit immédiatement Sy, (N1) = (—1)™Sp(N71). On a d’ailleurs

Sm(Nl): Z S(M)

MCN;
et So(N1) = Sp (N’ — N1); en particulier, Sy, (N1) = £(Ny) pour v(Ny) = m.

Appliquons maintenant les résultats du §1.3; on a
*V =7vz4 N ZB N\ (Zf(M)wN/,M)
M
ou le coefficient v est donné par
v = (71)m+%(72Z‘)pfniu(A)7u(B)

On a d’autre part 25
u" P = (=20)P7"(n — p)! Z WR
R
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ou la sommation est étendue a toutes les parties R de N telles que v(R) =n — p;
on en déduit :

L" Py = (=20)P""(n —p)lza A Zp A <Z £(M)wMUR)

M,R
la sommation étant étendue a tous les couples (M, R) de parties disjointes de N’
telles que v(M) = m,v(R) = n—p; le dernier facteur au second membre n’est alors
pas autre chose que Y S, (T)wr, la sommation étant étendue a toutes les parties
T de N’ telles que v(T) = m + n — p, et S, (T) étant défini comme il a été dit.
Tenant compte des formules démontrées ci-dessus pour Sy, (N1), So(NV1), on aura
donc

L Py = (—1)™(=20)P~"(n — p)lza A 5 A (Z Sy (N — T)wT).
T

Mais L™ Pv a méme degré 2n — p que *v, donc le dernier facteur de l’expression
qu’on vient d’obtenir pour L"Pv a méme degré que le dernier facteur de I’expression
donnée ci-dessus pour v, ce qui revient & dire que

m+n—p=v(N')—m;

pour tout T C N’ ,v(T) = m+n — p, on a donc ¥(N' — T) = m et par suite
Sm(N'=T) = £(N'—T). Il est clair dans ces conditions que les expressions obtenues
pour L™ Py et pour *v ne différent que par les facteurs numériques qui y figurent ;
la comparaison de ceux-ci achéve alors de démontrer la formule du théoréme 1.3
dans le cas r = 0.

Pour passer de 1a au cas général, observons qu’on a
£L70 = (+L™ ) (#0) = (<7 L7 (x0) = AT v,
et par suite, d’aprés ce qu’on vient de démontrer :
p(p+1) 1
2 -
(n—p)!
Mais, C' étant permutable avec A, Cv est primitif en méme temps que v. Comme

r <n—p, la formule (1.15) s’applique, et la conclusion du théoréme 1.3 en résulte
immédiatement.

xL"v = (—1) AL PCo.

Théoréme 1.4. Soit v un élément homogéne de N\ F ; soit p son degré. On peut
d’une maniére et d’une seule, mettre v sous la forme

(1.17) v="Y_ L,

r>(p—n)t

ot, pour tout r > (p—mn)*, v, est un (p— 2r)-covecteur primitif. De plus, il y a des
polynomes non commutatifs @, (L, ), a coefficients rationnels, tels que, pour tout
p-covecteur v, les éléments v, figurant dans Uexpression (1.17) de v soient donnés
par

vy = ®p (L, A)v.

Par un polynome non commutatif ®(X,Y) a deux indéterminées X,Y, a co-
efficients rationnels, on entend, suivant 1'usage, tout élément de l’algébre libre &
élément unité engendrée sur le corps Q des rationnels par les indéterminées XY ;
c’est donc une combinaison linéaire a coefficients dans Q de monomes dont chacun
est, soit 1, soit un élément du monoide libre engendré par X,Y. Un tel polynome
étant donné, on peut d’'une maniére évidente, y substituer & X,Y deux éléments
de n’importe quelle algébre sur Q a élément unité, et par exemple deux endomor-
phismes d’un espace vectoriel sur un corps de caractéristique 0. Au moyen de (1.14),
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on vérifierait d’ailleurs sans peine qu’on pourrait supposer les polynomes ®@,, (L, A)
ramenés a la forme

@y (L, A) = Z Ap,r,s LA™,

avec des a, s rationnels; mais cela n’importe pas a notre objet.

Démontrons d’abord qu’une expression de la forme (1.17) pour v, si elle existe,
est unique, ou autrement dit que v = 0 entraine v, = 0 si les v, sont des (p — 2r)-
covecteurs primitifs. Sinon, en effet, soit s le plus grand entier tel que vy # 0.
Multipliant par A®, nous aurons

S AL =3 ATTAN (L) =0,

la sommation étant étendue aux r tels que (p —n)*t <7 < s. En vertu de (1.15),
A" L™, ne differe de v, que par un facteur numérique et est donc primitif, de
sorte que tous les termes de la somme ci-dessus, sauf celui qui correspond a r =
s, s’annulent ; on a donc A°L"vs = 0, ce qui, d’aprés (1.15), entraine vy = 0,
contrairement & I’hypothése.

Démontrons maintenant le lemme suivant :

Lemme 1.5. Il existe des polynomes non commutatifs @, (L, A) & coefficients
rationnels (0 < p < 2n;(p —n)" < s <r) tels que, si on pose

r—1
qg={p-n)", vs=,,(L,A)v, vV =v-— Z Lov,
s=q

v soit de degré p—2s chaque fois que v est de degré p, et que, pour tout p-covecteur
v satisfaisant a A"v = 0, on ait Avy =0 pour q < s <r, et A%’ =0.

Pour r = ¢, il n’y a rien a démontrer; la formule définissant v’ doit en ce cas
s’interpréter comme v’ = v. On procédera par récurrence. Soit r > ¢; soit v un
p-covecteur satisfaisant 4 A"Tlv = 0; alors A"v est primitif de degré p — 2r, et on
aura donc, en vertu de (1.15), A"L"(A"v) = vA"v, ot v est donné par

y=rln—p+r+1)---(n—p+2r)
et n’est donc pas nul puisque r > p — n. On aura donc
A" (v —~TL"A™v) = 0,

et par suite on pourra appliquer I’hypothése de récurrence & v — v 'L"A"v. 1l
s’ensuit qu’en posant

@i, (LA) =y THAT,

Ppri1,s(LA) = Pprs (L, A) - (1= '7_1LTAT) (g<s<m),
on satisfera aux conditions du lemme.

Appliquons d’abord le lemme dans le cas p < n, c’est-a-dire ¢ = 0 ; alors A%’ =0
devient simplement v' = 0; si en méme temps on prend r tel que 2r > p, on aura
A"v = 0 quel que soit v de degré p, ce qui démontre le théoréme dans ce cas. Soit
maintenant p > n; alors v’ est de degré 2n — p < n, donc, d’aprés ce qu’on vient
de démontrer, on pourra écrire

) = Z L™,

r>0

ou v). est primitif de degré 2n — p — 2r. De A%’ = 0 on déduit alors

27

Lemme
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0=xA%"= L% = Z LTy
r>0
dans cette relation, les termes du dernier membre sont de degré p; en vertu de
Punicité de D'expression (1.17) pour les p-covecteurs quand une telle expression
existe, la relation ci-dessus entraine donc v. = 0 pour tout r, donc v’ = 0. Le
théoréme s’ensuit alors comme pour p < n.

Corollaire 1.6. Soit v un p-covecteur tel que L™v = 0; alors, dans ’expression
(1.17) de v, on a v, = 0 pourr > (p—n+m)". En particulier, sip < n, L"Pv =0
entraine v = 0; pour que v soit primitif, il faut et il suffit que l'on ait p < n et
Lr—rtly = 0.

L’hypothese s’écrit en effet Y L™ v, = 0; v, étant primitif de degré p — 2r,
le théoréme 1.1 montre que L™ " v, s’annule pour r < p — n + m; on aura donc
ST L™y, = 0, la sommation étant étendue aux 7 > (p — n + m)*. Les termes
du premier membre sont de degré p + 2m; en vertu de l'unicité de (1.17) pour les
(p + 2m)-covecteurs, les v, figurant dans ce premier membre sont donc nuls.

Le corollaire montre que, pour 0 < m < n—p, L™ induit sur A” F une injection
dans A*"*" F, ou autrement dit un isomorphisme de cet espace sur son image par
L™. Soit, pour 0 < p < n w, l'espace vectoriel des p-covecteurs primitifs; c’est le
noyau de 'application A de A" F dans A\ 2 , ou encore, d’aprés ce qui précéde,
le noyau de I'application L™=t de A" F' dans Pespace des (2n — p+ 2)-covecteurs.
Pour tout p < n, et tout m < n—p, L™ induit un isomorphisme de w, sur L™ (w,) ;
et la premiére partie du théoréme 1.4 peut s’exprimer en disant que A F' est somme
directe des espaces vectoriels L™ (wy) pour 0 <p<mn, 0<m <n—p.

On peut pousser plus loin cette décomposition de A F' en somme directe. On a
déja vu, en effet, que tout p-covecteur primitif est somme de p-covecteurs primitifs
bihomogeénes ; c’est d’ailleurs 1a une conséquence immédiate de la bihomogénéité de
A, qui entraine que, si v est primitif, les composantes bihomogénes P, v de v le sont
aussi. Soit donc, pour 0 < a+b < n, w, ;, I'espace des covecteurs primitifs de bidegré
(a,b); on a en particulier, pour 0 < a < n, w, 0 = Fyo et wo,, = Fo,q; car A, étant
bihomogeéne de bidegré (—1,—1), s’annule nécessairement sur tout covecteur de
bidegré (a,0) ou (0, a). Alors w, est somme directe des @, pour a + b = p; pour
0<m < n—(a+b), L™ induit sur w,; un isomorphisme de @, ; sur son image
L™(wap) dans Fyym p+m; /\F est somme directe des L™(w,p); et, quels que
solent a et b, F, j, est somme directe des L™ (wg—m p—m) pour 0 < m < min(a,b).

Des formules démontrées ci-dessus, il résulte que les espaces L™ (w, ) sont ap-
pliqués les uns dans les autres par les opérateurs P, p, L, %, A, et par conséquent par
tous les endomorphismes de I’espace vectoriel sous-jacent & A F' qui appartiennent
a l'algébre engendrée par ces opérateurs. Ce fait, qui s’est présenté ici comme un
résultat de calcul, peut s’expliquer autrement. Soit U le groupe des automorphismes
de l'espace hermitien 7" muni de la forme H, c’est-a-dire le groupe des automor-
phismes de I’espace vectoriel T' sur C qui laissent invariante la forme hermitienne
H ; pour le choix de la base adopté jusqu'ici, U s’identifie au groupe unitaire a n
variables. On a déja vu au §1.1 que tout automorphisme de T', donc en particulier
tout X € U, détermine un automorphisme X’ = *X de T’ = F} o et un automor-
phisme X” = X de T” = Fy1, donc un automorphisme de F = T’ + T" et par
suite un automorphisme X; de A F. Comme les opérateurs L,*, A sont canoni-
quement associés a la structure hermitienne de T et que X est un automorphisme
de cette structure, il s’ensuit qu’ils sont permutables avec X; et que par suite les
espaces L™ (twg ) sont stables par X;. Autrement dit, 'application X — X3, qui
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est une représentation du groupe opposé & U dans le groupe des automorphismes
de A F, se décompose suivant les espaces L™ (w,,;) et induit sur chacun de ceux-ci
une représentation du méme groupe. On peut démontrer que les représentations
de ce groupe ainsi induites sur les L™ (wqp) sont irréductibles ; autrement dit, la
décomposition de A F' en somme directe des espaces L™ (w,,p) réalise précisément
la décomposition de X +— X7 en représentations irréductibles du groupe opposé a
U. Il s’ensuit alors, bien entendu, que tout opérateur permutable avec tous les X
transforme les uns dans les autres les espaces L™ (wg ). On peut aussi tirer de la,
au moyen de résultats trés généraux das a S.S. CHERN [4], le théoréme de HODGE
que nous démontrerons & la fin du chapitre suivant, d’aprés lequel les composantes
suivant les L™ (wg ) de toute forme harmonique sont elle-mémes harmoniques.

2. GEOMETRIE KAHLERIENNE LOCALE

2.1.  On supposera connues les notions de variétés a structure C* et de variété a
structure analytique réelle (cf. DE RHAM [10, §1]) ; le mot « différentiable » sera pris
comme synonyme de C'*° et sera le plus souvent sous-entendu, toutes les variétés,
fonctions, formes qu’on aura a considérer étant donc supposées différentiables (c’est-
a-dire C'*) sauf lorsque le contexte indique qu’on ne fait pas cette hypothése.

On aura besoin aussi de la notion de variété a structure analytique complexe de
dimension complexe n; par analogie avec celle de variété C*° (DE RHAM [10, §1])
nous définirons une telle variété comme un espace topologique séparé V', a base
dénombrable, muni de la donnée pour chaque x € V d’une classe de fonctions a
valeurs complezes, dites holomorphes ou analytiques complexes au point x, définies
chacune dans un voisinage ouvert de x, de fagon a satisfaire & 'axiome :

Pour chaque u € V il existe un voisinage ouvert U de u et une application F de
U dans C™, ayant les propriétés suivantes : a) F est un homéomorphisme de U sur
un ouvert de C™ ; b) soient x un point de U, U’ un voisinage ouvert de x. et F' la
restriction de F a U NU'; alors, pour que f, définie dans U’, soit holomorphe en
x, il faut et il suffit que fo F~1 le soit en F(z) (c’est-a-dire dans un voisinage de
F(z) dans C™).

Une telle application F' est appelée une carte de U ; si 'on a

F(z) = (z1(2),...,2za(x)),
on dit que les z;, qui sont des fonctions holomorphes dans U en vertu de I’axiome,
forment un systéme de coordonnées locales dans U. Une structure analytique com-
plexe sur V sera fréquemment définie au moyen de la donnée d’un recouvrement
{U;} de V, et, pour chaque U;, d’une carte, c’est-a-dire d’un systéme de coordonnées
locales (cf. DE RHAM, loc.cit.).

La donnée sur V' d’une structure analytique complexe de dimension complexe n
implique celle d’une structure analytique réelle de dimension 2n, dite sous-jacente
a la précédente; il suffit pour I'obtenir de prendre pour coordonnées locales, au
voisinage de chaque point, les parties réelles et imaginaires des coordonnées lo-
cales complexes. Rappelons que la donnée sur V' d’une structure analytique réelle
implique celle d'une structure différentiable de méme dimension, définie par les
mémes coordonnées locales.

Sur toute variété différentiable, on peut considérer des formes différentielles (de
tous les degrés) a valeurs complexes; si V est une telle variété, et T' I’espace vectoriel
des vecteurs tangents & V en un point xz € V, toute forme différentielle w de degré
1 & valeurs complexes, définie dans un voisinage de = sur V, détermine sur T
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une application R-linéaire ¢t — w(x;¢) de T dans C. Supposons en particulier V
analytique complexe, de dimension complexe n ; soient z1,..., 2, des coordonnées
locales complexes dans un voisinage de x ; alors, en posant z, = T+ 1Yq, les Tq, Yo
forment un systéme de coordonnées locales réelles (pour la structure C*° sous-
jacente a la structure donnée) dans le méme voisinage de x sur V' ; par suite, les 2n
formes t — dzo(x;t), t — dys(z,t) sur Pespace T sont linéairement indépendantes ;
autrement dit, I’application

t— (dzi(x;t),. .., dz,(x;t))

de T dans C" est un isomorphisme de 7" sur ’espace vectoriel sur R sous-jacente a
C". On peut donc utiliser 'application réciproque de celle-1a pour transporter a T la
structure d’espace vectoriel sur C qui est canoniquement définie sur C" ; la structure
ainsi définie sur T satisfera donc a la condition dz,(x; A\t) = Adzs(x;t) quels que
soilent t e T,A € C,et « =1,2,...,n; et cette condition la définit. Mais soit alors
z une fonction holomorphe quelconque dans un voisinage de z sur V; en vertu
de 'axiome des structures complexes, on pourra, dans un voisinage suffisamment
petit de = sur V, écrire z = f(z1,...,2,), ou f est une fonction holomorphe des n
variables complexes z, dans un voisinage du point (z1(x),...,z,(z)) dans C™. 1l
s’ensuit qu’on a, au voisinage de x :

dz = fidz1 + -+ + fldzn,

les f/, étant les dérivées partielles de f par rapport aux z,. On a donc dz(z; At) =
Adz(x; t) quels que soient ¢t € T, A € C, et z holomorphe sur V au voisinage de x ; et,
d’aprés ce qui précéde, cette condition définit complétement la structure d’espace
vectoriel complexe sur T'; on voit ainsi que celle-ci est indépendante du choix des
coordonnées locales z.

On va maintenant définir une espéce de structure plus générale que les structures
analytiques complexes, & savoir les structures quasi-complexes. La donnée d’une
telle structure comporte d’abord la donnée d’une structure de variété différentiable
de dimension paire 2n sur un espace V, et de plus, sur I'espace T, des vecteurs
tangents & V en tout point x € V, d’une structure d’espace vectoriel sur C, de
maniére & satisfaire ’axiome suivant :

Pour chaque w € V, il existe un voisinage ouvert U de u et n formes différen-
tielles a valeurs complexes wy, . ..,w, définies (et différentiables C*°) dans U, tels
que, pour tout © € U, l'application

t (w(z;t), .. wn(x;t))
soit un isomorphisme sur C" de T, muni de sa structure d’espace vectoriel sur C.

On dira alors que les w, forment un systéme de formes de structure au voisinage
de u; il est clair que, si (w),) est un autre systéme analogue, on aura, dans un
voisinage de u, w, = > 5 fapws, Ol || fapll est une matrice inversible de fonctions

C* & valeurs complexes.

Les définitions et résultats du §1.1 s’appliquent d’une maniére évidente aux
formes différentielles complexes sur toute variété quasi-complexe. En particulier,
une forme différentielle sera dite bihomogene de bidegré (a,b), si, au voisinage de
tout point u de V, elle peut s’écrire au moyen d’un systéme de formes de structure
wq comme combinaison linéaire (& coefficients C'* & valeurs complexes) des formes

(wal/\-../\waa)/\(wﬁl/\.-./\ajﬁb)
(1< < <a,<nm; 1< B <--- < By <n).
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Toute forme différentielle n s’écrit comme somme de ses composantes bihomogénes
P, pn. L’opérateur C est toujours défini par la formule (1.4) du §1.1. Une forme n
est réelle si et seulement si n = 7.

On convient d’orienter (une fois pour toutes) toute variété quasi-complexe en
lui donnant I'orientation qui rend positive la forme

(3 anan-ntsana

chaque fois que les w, forment un systéme de formes de structure dans un voisinage
d’un point de la variété. Il s’ensuit que toute variété quasi-complexe est orientable.
Il n’est d’ailleurs pas vrai que toute variété C*° orientable de dimension paire puisse
étre munie d’une structure quasi-complexe ; elle doit pour cela satisfaire & d’autres
conditions, elles aussi de nature topologique, qui ont fait I'objet de divers travaux
récents.

2.2, Sur une variété analytique complexe, toute forme bihomogéne de bidegré (a, b)
peut s’exprimer localement, au moyen de coordonnées locales z,, comme somme de
termes de la forme

f(dzay N+ Ndza,) A (dZg, A--- ANdZg,).

Comme df est combinaison linéaire des dz,, dZzs, la différentielle d’un tel terme est
somme de termes bihomogenes de bidegrés respectifs (a + 1,b) et (a,b+ 1). Donc,
quelle que soit la forme 7 bihomogeéne de bidegré (a,b), dn est somme de deux
formes bihomogenes de bidegrés respectifs (a + 1,b) et (a,b+ 1).

Il n’en est pas nécessairement de méme sur une variété quasi-complexe. Sur une
telle variété, soit (w,) un systéme de formes de structure au voisinage d’un point;
posons

Na = Pao(dwa), 1 = Pri(dws), 1a = Po2(dwa).
la différentielle de la forme

frway Ave Awa, ) A (@p, A -+ Aiog,)

sera somme des termes obtenus, d’une part en remplagant le facteur f par df,
d’autre part en remplagant, soit un facteur w, par (1, +1,, +15, ), soit un facteur
wg, par £(ng; +77/ﬂj +7—7/ﬁ/j ), les signes étant convenablement choisis. Il s’ensuit qu’en
tout cas cette différentielle est somme de formes bihomogénes de bidegrés respectifs
(a—1,b+2),(a,b+1),(a+1,0) et (a+2,b—1); elle se réduit & une somme de
formes bihomogenes de degrés (a,b+ 1) et (a + 1,b) si Pon a 0] = 0 quel que soit
. On peut énoncer ce résultat comme suit :

Proposition 2.1. Soit V une variété quasi-complexe. Pour que, quels que soient
a,b, la différentielle de toute forme bihomogéne de bidegré (a,b) soit somme de
formes bihomogénes de bidegré respectifs (a + 1,b) et (a,b+ 1), il faut et il suffit
qu’il en soit ainsi pour les formes de bidegré (1,0), ou autrement dit qu’on ait
Py 2(dw) = 0 quelle que soit w de bidegré (1,0).

Lorsqu’il en est ainsi, on dira que la structure quasi-complexe donnée sur V est
intégrable. Toute structure analytique complexe est donc quasi-complexe intégrable.

Soit V' quasi-complexe intégrable; si 77 est une forme bihomogéne de bidegré
(a,b) sur V, on posera :

d'n= Pay1(dn), d"n= Papi1(dn)
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Il est immédiat qu’on a, pour une telle forme :
1
(2.1) dn=dn+d'n, d(Cn) = 2(C’d'7] —cd"n).

Convenons de définir un opérateur d© au moyen de la formule :
d° =Cc~tdc.
Les formules (2.1) montrent qu’on a, pour toute forme bihomogeéne :
2d =d+id® |, 2d"=d—id°.

Si on convient de définir en général d’,d” par ces formules, ces opérateurs coinci-
deront, pour toute forme bihomogéne, avec ceux qui ont été définis ci-dessus; ils
sont donc bihomogénes, de bidegrés respectifs (1,0) et (0,1). On notera que d“
est, comme d, un opérateur réel, c’est-a-dire qu’il est son propre transformé par
Popérateur n — 7, ou encore qu'’il est permutable avec celui-ci. Quant aux opéra-
teurs d’,d”, ils sont imaginaires conjugués 'un de I'autre, c’est-a-dire qu’ils sont
transformés 'un de l'autre par 'opérateur n — 17, ce qui s’exprime par la formule

(dn) = d"(n).
Il est clair, par linéarité, que les formules (2.1) restent valables quelle que soit la
forme 7.

On ad(aApB) = (da) A B+ (wa) AdS; comme C est un automorphisme de al-
gébre extérieure des formes différentielles, on tire immédiatement de 1a une identité
analogue pour d°, et par suite aussi pour d’,d".

D’autre part, on a, quelle que soit la forme 7 :
O — d(d'f]) — d/277+d/d//77+d”d/77+d//277.

Appliquant cela & une forme de bidegré (a,b), on voit qu’alors d’?n, (d'd” + d"d')n
et d"?n sont bihomogénes de bidegrés respectifs (a + 2,b), (a + 1,0+ 1), (a,b + 2) ;
ils doivent donc s’annuler séparément. On a donc:

(2.2) d?=0, d”?=0, dd"+d'd=0o.

Tenant compte de la définition de d°, on tire de 1a :

(2.3) 2id'd" = —2id"d' = dd® = —d“d

2.3.  Une fonction holomorphe de n variables (z1,...,2,), définie dans un ouvert

de C™, peut se définir comme une fonction f a valeurs complexes, indéfiniment
différentiables (au sens de la structure C'*° sous-jacente a la structure complexe
de C™) et dont la différentielle df est une combinaison linéaire des dz,. Avec les
notations introduites ci-dessus, cette derniére condition s’écrit simplement d” f = 0;
autrement dit, la relation d” f = 0 est équivalente aux conditions dites de CAUCHY-
RIEMANN. On sait d’ailleurs que la condition d’indéfinie différentiabilité (au sens
réel) peut étre remplacée par une condition beaucoup plus large; mais peu nous
importe ici.

Sous la forme d”f = 0, la condition ci-dessus se transporte immédiatement &
toute variété a structure analytique complexe; sur une telle variété, par consé-
quent, les fonctions holomorphes sont celles qui satisfont a d” f = 0, 'opérateur d”
étant défini au moyen de la structure quasi-complexe sous-jacente & la structure
analytique complexe donnée. Une structure quasi-compleze ne peut donc étre sous-
jacente qu’a une seule structure analytique complexe. Pour qu’elle soit sous-jacente
a une telle structure, il est nécessaire, comme on I’a vu, qu’elle soit intégrable;
d’aprés un résultat récent de NEWLANDER et NIRENBERG [9], cette condition est
suffisante, ce qui entraine, d’aprés ce qui précéde, qu’il n’y a pas de distinction
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a faire, sur une variété C'°°, entre structures analytiques complexes et structures
quasi-complexes intégrables (compatibles avec la structure C* donnée). Nous main-
tiendrons néanmoins cette distinction dans ce qui suit ; cela peut permettre, dans
certaines circonstances, d’éviter d’avoir & faire usage du théoréme en question ; et
nous nous contenterons de faire voir qu’il n’y a pas de distinction & faire, sur une
variété analytique réelle, entre structures analytiques complexes et structures quasi-
complexes intégrables (compatibles avec la structure analytique réelle donnée). Il
suffit pour cela de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soit V' une variété analytique réelle de dimension 2n ; supposons
donnée sur V une structure quasi-complexe intégrable telle qu’au voisinage de tout
point de V il existe un systéeme de formes de structure analytiques. Alors il existe sur
V' une structure analytique complexe déterminant a la fois la structure analytique
réelle et la structure quasi-complexe données.

Le théoréme étant purement local, on peut se borner au cas ou V' est un voisinage
de 0 dans R?"; soit (ws) un systéme de formes de structure analytiques dans ce
voisinage. On peut écrire

2n
Wo = Zfaj(l'l, e ,SUQn)d(Ej,
j=1

oil les fo; sont des fonctions & valeurs complexes qui peuvent se développer au
voisinage de 0 en séries de TAYLOR convergentes en x1,...,Za,. Si on considére
R?" comme plongée dans C?", il y aura un voisinage U de 0 dans C?" o les
développements de TAYLOR des f,; convergent et définissent donc des fonctions
holomorphes qu’on notera encore fq; ; les formules wq = > j fajdx; définissent alors
n formes différentielles dans U, qui induisent sur R?* N U les formes de structure
données. Soit de plus g.; la série de TAYLOR qui se déduit du développement de
TAYLOR de f,; en remplagant chaque coefficient par son imaginaire conjugué; les
gaj seront, elles aussi, convergentes dans U. Posons, dans U, 17, = Y j Jajdx; ; sur
R2" N U, ces formes induisent les @,

Comme les w, sont les formes de structure d’une structure quasi-complexe, les
2n formes

2n 2n
Wa(051) = faj(O)tj,  @al05t) =Y ga; (0)t;
j=1 j=1

constituent une base pour I’ensemble des applications R-linéaires dans C de ’espace
T des vecteurs tangents a V' en 0; elles sont donc linéairement indépendantes sur
C, d’ou il s’ensuit que les 2n formes w, 1, sont linéairement indépendantes en 0 et
par suite dans un voisinage suffisamment petit U’ de 0 dans U ; on peut donc, dans
U’, exprimer les dzr; comme combinaisons linéaires a coefficients holomorphes des
Wa, Mo, €6 par suite exprimer les dw, comme combinaisons linéaires a coeflicients
holomorphes des wq A wg,wa ANg,Na AN :

dwo = Z Papry (T)ws Awy + Z Xagy(T)wp A1y + Z VapyTs Ny
B<y By B<y

La structure quasi-complexe donnée étant supposée intégrable, les 1,5+ (z) in-
duisent 0 sur R?*NU’; ces fonctions étant holomorphes, elles s’annulent donc dans
U’, ce qui montre que, dans U, les dw, peuvent s’écrire sous la forme > gwp A Oap
ol les 0, sont des combinaisons linéaires des dx; a coefficients holomorphes. Or
ce sont précisément 1a les conditions d’intégrabilité compléte du systéme de PFAFF
wq = 0; et le théoréeme de FROBENIUS sur les systémes de PFAFF complétement
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intégrables dans le domaine analytique complexe montre qu’il existe alors un voisi-
nage U” de 0 dans U’, et n fonctions F,(x1,...,x2,) holomorphes dans U”, telles
que dans U" les dF, puissent s’exprimer comme combinaisons linéaires des w,, et
les w, comme combinaissons linéaires des dF,,, avec des coefficients holomorphes.
Il s’ensuit que, si on note z, la restriction de Fj(x1,...,22,) & R>"NU", les diffe-
rentielles dz, forment un systéme de formes de structure dans U” pour la structure
quasi-complexe donnée sur V. De plus, les 2n formes dz,(0;t), dZ,(0;t) forment une
base pour I’ensemble des applications R-linéaires de T' dans C ; par suite, si on pose
Za = Uq + Uy, les u, et v, étant & valeurs réelles, les formes dug, (0;t), dv, (0;t)
constituent une base de 'espace des formes R-linéaires sur T', c’est-a-dire qu’elles
sont linéairement indépendantes. D’apreés le théoréme des fonctions implicites, il y
a donc un voisinage Uy de 0 dans R?" N U” sur lequel lapplication z +— (24(z))
induit un homéomorphisme de Uy sur un ouvert de C". On définira une structure
complexe dans Uy en y prenant les z, comme coordonnées complexes locales ; il est
clair alors que cette structure a les propriétés annoncées dans notre proposition.

Sur une variété quasi-complexe intégrable, on dira qu'une forme différentielle ) de
degré p est holomorphe si elle est bihomogeéne de bidegré (p, 0) et satisfait a d’n = 0;
en particulier, une fonction f sera dite holomorphe si d”f = 0. Sur une variété
analytique complexe, cette derniére notion coincide avec la notion usuelle ; et, pour
qu'une forme de degré p soit holomorphe, il faut et il suffit qu’elle s’exprime au
voisinage de tout point de la variété au moyen de coordonnées complexes locales z,,
comme combinaison linéaire des dzqo, A+ - Adzq, avec des coefficients holomorphes ;
la vérification de ce résultat est immédiate. Il est clair que toute forme fermée de
bidegré (p,0) est holomorphe.

Proposition 2.3. Soit V une variété a structure quasi-complexe intégrable ; alors
toute fonction F a valeurs complexes sur V, de la forme F = f + g avec [ et
g holomorphes, satisfait a d'd”F = 0. Réciproquement, si le premier groupe d’ho-
mologie de V' est nul, toute fonction F sur V satisfaisant o d'd"F = 0 est de la
forme F = f + g avec f et g holomorphes; et, F' étant donnée, f et g sont bien
déterminées par ces conditions & des constantes pres.

La premiére partie résulte immédiatement des relation (2.3). Quant a la réci-
proque, supposons que d'd”"F = 0; d’aprés (2.2) et (2.3), cela équivaut a d(d'F) = 0.
Si le premier groupe d’homologie de V' est nul, d(d’F) = 0 entraine qu'il y a une
fonction f sur V telle que df = d'F'; cela équivaut a d'f = d'F et d”f = 0, ce qui
s’écrit aussi, en posant g = F — f, d'(g) = 0 et d”f = 0. Mais d'(g) = 0 équivaut
a d’g = 0. Donc f et g sont holomorphes, et on a FF = f+g. Si F = 0, on a
df=0,d"(g) =0, donc f et g sont constantes.

Corollaire 2.4. Sur une variété quasi-complexe intégrable V , toute fonction F qui
est, soit la partie réelle d’une fonction holomorphe, soit de la forme F = log|f|?
avec f holomorphe et partout mon nulle, satisfait a d'd”F = 0. Réciproquement, si
le premier groupe d’homologie de V est nul, toute fonction F a valeurs réelles, satis-
faisant a d’'d’F = 0, est la partie réelle d’une fonction holomorphe, bien déterminée
a une constante purement imaginaire pres.

En ce qui concerne la derniére assertion, il suffit d’observer que, si F' = f + g est
a valeur réelles, on a f —g = f — g, donc h = f — g est a valeur réelles: si f et g
sont holomorphes, on a d”h = 0, donc aussi, si h est & valeur réelles, d’h = 0, d’ou
dh = 0; h est donc constante, et F' est la partie réelle de la fonction holomorphe
2f — h.

Corollaire 2.5. Soit V une variété a structure complexe de dimension complexe
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n. Soit © une forme différentielle de degré 2n, réelle et partout > 0, sur V. Alors
il y a surV une forme Q et une seule, réelle et bihomogéne de bidegré (1,1), telle
que, Si 21, ..., 2, sont des coordonnées complexes locales dans un voisinage U d’un
point de V et si F' est la fonction définie dans U par

O =i"F [ [ (dza A dza).

a=1

Q s’exprime dans U par Q = id'd" (log F).

La variété V étant orientée comme il a été dit a la fin du §2.1, 'hypothése © > 0
implique, avec les notations de I’énoncé, qu’on a F' > 0 dans U. Si, au voisinage
d’un point de U, (2., ..., z},) est un autre systéme de coordonnées locales, on aura,
au voisinage de ce point :

dzy N+ Ndzl, = Jdzy A+ Ndzy,

ou J est le jacobien de (2, ..., z},) par rapport a (21, .. ., 2,) et est donc une fonction
holomorphe non nulle. Le coefficient F' de l'expression de © au moyen des 2’ est
donc F' = F(JJ)~, ce qui donne

d'd"(log F") = d'd"(log F) — d'd"(log |.]|*).

Le second terme du second membre est nul d’aprés le corollaire 2.4. Cela montre
bien que la forme (2 est indépendante du choix des coordonnées locales.

2.4. La relation d?> = 0 sur une variété différentiable signifie que, si w = dn, on
a dw = 0; réciproquement, si w est de degré p > 0 et si dw = 0, on sait (DE
RHAM [10, §19]) que tout point a un voisinage dans lequel on peut mettre w sous la
forme dn. En raison de la relation d’? = 0, une question analogue de pose au sujet
de l'opérateur d’; il y sera répondu au §4.4. Pour l'instant, nous démontrerons
seulement un résultat partiel :

Proposition 2.6. Soit V une variété a structure complexe. Soit w une forme sur'V,
analytique au sens réel, telle que d'w = 0. Alors tout point de V' a un voisinage dans
lequel on peut mettre w sous la forme w = d'n+(, ot  est une forme holomorphe.

La question étant purement locale, on peut supposer qu’on est dans un voisinage
de 0 dans C™. Pour toute suite croissante A = (g, ..., a,) d’éléments distincts de
lensemble {1,2,...,n}, posons

WA =d2ay N+ Ndza,,
a
na = Z(—l)j“z%dza1 AN Ndzay , Ndzay N+ Ndza,,
j=1

en convenant de prendre wq = 1,74 = 0 pour a = 0. Dire qu'une forme donnée
dans un ouvert de C™ est analytique au sens réel signifie qu’elle s’écrit comme
combinaison linéaire des formes wa Awp avec des coefficients qui sont des fonctions
analytiques des parties réelles et imaginaires des z,, donc peuvent se développer au
voisinage de tout point en séries de TAYLOR convergentes. Au voisinage de ’origine,
il revient au méme de dire que ces coefficients peuvent de développer en séries de
puissances des z,, Z,. Convenons de ranger en une suite (M, (z)) Uensemble de tous
les monomes en z1,..., z, ; toute série de puissances dans les z,, Z, pourra s’écrire
>, M,(2)P,(Z), ou les P,(Z) sont des séries de puissances dans les Z,; et toute
fonction analytique au sens réel au voisinage de 0 pourra s’écrire dans un voisinage
de 0 comme une telle série, les P,(Z) et la série ) M, (z)P,(z) étant absolument
convergentes dans ce voisinage. Par suite, toute forme différentielle, analytique au
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sens réel au voisinage de 0, pourra s’écrire dans un voisinage de 0 comme somme

des termes de la forme
(Z Mu(z)Py(z))wA A @B,

cette expression étant d’ailleurs unique. Pour chaque v, soit d,, le degré du monome
M, (2); a désignant toujours le degré de la forme wy, convenons de définir un
opérateur I’ en posant

I’((Z My (2)Py (2) Jwa Aw3> -(> ajdy My(2)pu(2) )14 A 5,

étant entendu que pour a = 0 le second membre est 0; il est clair que la série du
second membre est absolument convergente dans tout voisinage de 0 oit la série du
premier membre est convergente. La définition de cet opérateur s’étend alors par
linéarité a toutes les formes différentielles analytiques au sens réel dans un voisinage
de 0; si w est une telle forme, il en est de méme de I'w, bien que I’w ne soit pas
nécessairement définie dans le méme voisinage de 0 que w. Supposons d’autre part
les monomes M, (z) ordonnés de telle sorte que My(z) = 1, donc dy = 0; définissons
un opérateur J’' en posant

(S mere)as) = niEes

et J'w = 0 pour toute forme w bihomogeéne de bidegré (a,b) avec a > 0, et étendant
cette définition par linéarité & toutes les formes analytiques réelles au voisinage de
0. Un calcul facile montre alors que l'on a, chaque fois que w est une telle forme :

w=dl'v+I'dw+ Jw,

cette relation étant satisfaite dans tout voisinage de 0 ol toutes les séries de puis-
sances qui interviennent dans ’expression de w sont convergentes. La proposition
2.6 suit aussitot de 1a si on remarque de plus que J'w est holomorphe par définition,
quelle que soit w.

2.5. Soit V une variété quasi-complexe. Supposons donnée sur V une forme dif-
férentielle 2 réelle bihomogene de bidegré (1,1). Localement, Q pourra s’exprimer
au moyen de formes de structures wy, :

i _
Q= 5 Zha[;u@ N Wq s
o,
ou les hqp sont des fonctions différentiables a valeurs complexes; pour que € soit
réelle, il faut et il suffit que hgo = hag.

Au bicovecteur déterminé en chaque point de V par §2, on a vu au §1.2, qu’on peut
associer d’'une maniére invariante une forme hermitienne sur ’espace des vecteurs
tangents a V en ce point ; si celle-ci est partout positive non-dégénérée, on dira que
la forme Q est positive non-dégénérée. En ce cas la forme hermitienne associé a {2
détermine sur V un ds? qui, au moyen des formes de structure w, et des coefficients
hap de 'expression de (2, s’écrit comme suit :

ds® = Z hag@awﬂ,
a,B
la multiplication devant ici s’entendre au sens des formes quadratiques de différen-
tielles.

La structure définie sur une variété V par la donnée sur V d’une structure
quasi-complexe et d’une forme Q réelle positive non-dégénérée de bidegrée (1,1)
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est dite structure hermitienne; ) s’appelle forme fondamentale de la structure.
Le ds? associé comme ci-dessus &  détermine alors sur V une structure d’espace
de RIEMANN, dite sous-jacente & la structure hermitienne donnée; celle-ci permet
(DE RHAM [10, 8§24 et 25]) de définir des opérateurs *,d et A opérant sur les
formes différentielles réelles, et qu’on convient d’étendre par linéarité aux formes
différentielles complexes. L’opérateur x opére « ponctuellement », c’est-a-dire sur
les multicovecteurs en chaque point, et a été longuement étudié au §1; si on tient
compte du fait que la dimension (réelle) de V est paire, on voit que la définition
des deux autres s’écrit

6= —xdx, A=dd+dd;

rappelons encore que A est permutable avec *, d et 6. Comme d, les opérateurs 9, A
sont locauz, c’est-a-dire que, si une forme a s’annule dans un ouvert U sur V, il en
est de méme de da, Aa.

D’autre part la définition des opérateurs L, A, donnée au §1.4 pour les multico-
vecteurs, s’étend immédiatement aux formes différentielles sur V' :

La=QANa, A=+ 'Lx=wxLx.

Théoréme 2.7. Soit V' une variété hermitienne dont la forme fondamentale € est
fermée, c’est-a-dire satisfait a dQ2 = 0. Alors on a

(24) [L,d] =0, [A,d] =0, [L,6]=d°=C"1dC, [Ad]=—-6°=-C"1sC.

La premiére relation s’écrit aussi Ld = dL, et exprime que L est permutable avec
d; c’est une conséquence immédiate de 'hypothése d{2 = 0. La seconde exprime de
méme que A est permutable avec ¢ ; compte tenu des définitions de A et §, c’est
une conséquence immeédiate de la précédente.

Les deux autres relations s’écrivent aussi
LS — 6L =C7'dC, Ad—dA=-C7'5C

Compte tenu des définitions de A et §, chacune d’elle est une conséquence immédiate
de lautre ; démontrons par exemple la derniére. Soit n une forme différentielle de
degré p; appliquant le théoréme 1.4, nous poserons

Nr = (I)p,r(Lv A)77,

ou les @, , sont tels qu’ils ont été définis dans ce théoréme. On a alors An, = 0,
et n = > L"n,. Il s’ensuit qu’il suffit, pour démontrer la formule en question, de
vérifier qu’on a

Ad(L™n) — dA(L™n) = —C~16C (L")

pour toute forme 7 qui satisfait & Anp = 0. Soit p le degré de n; d’aprés le théoréme
1.1, on peut supposer que p < n et r < n — p, car dans le cas contraire on aurait
L™p=0;etona L" Pty =0, dou aussi L" P+!dn = 0 puisque d est permutable
avec L. Mais dn est de degré p + 1; appliquant & dn le théoréme 1.4, et tenant
compte du corollaire 1.6 de ce théoréme, on voit qu’on aura dn = 1y + Ln, avec
Ang = 0,An; = 0. On a donc, en tenant compte de la permutabilité de d et L et en
utilisant la formule (1.15) :

AdL™np = AL"no + AL™ 'y = r(n—p-— r)L’ban +(r+n—p—r+ 1)L,
dAL™n) =r(n—p—r+1dL" 'n=r(n—p—r+1)(L" 9o+ L"™n).

D’autre part, on a
—C715C (L) = C~ 1 % dC(xL"n).
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En vertu du théoréme 1.3, on a xL"n = vL""P~"Cn, ou v est le coefficient numé-
rique figurant au second membre de la formule (1.16) dans ce théoréme. Comme d
et C sont permutables avec L, on a donc :

~C710L ) = (=1)P7C™ % (L" 7P + L"),

Il suffit alors d’appliquer encore une fois aux deux termes du second membre de
cette derniére relation le théoréme 1.3, et de tenir compte encore de la permutabilité
de C et L, pour achever la vérification de la formule annoncée.

Corollaire 2.8. Les hypotheses étant celles du théoréeme 2.7, on a :

(2.5) [L,d°]=0, [A,6°]=0, [L,6° =—d, [A,d°]=24".

Ces relations s’obtiennent en effet & partir des relations (2.4) en multipliant celles-
ci & gauche par C~! et & droite par C, compte tenu de ce que C est permutable
avec L et A et de ce qu'on a C? = w et parsuite (d°)¢ = —d et (§9)¢ = —6.

Corollaire 2.9. Les hypothéses étant celles du théoréme 2.7, on a én = 0 pour
toute forme bihomogéne n satisfaisant o dn = 0,An = 0, et en particulier pour
toute forme fermée de bidegré (a,0) ou (0,a).

En vertu de la derniére des relatione (2.4), dn = An = 0 entraine C~16Cn = 0,
donc 6Cn = 0 et par suite dn = 0 si  est bihomogéne. Comme A est bihomogéne
de bidegré (—1,—1), on a An = 0 pour tout 7 de bidegré (a,0) ou (0,a), d'ou la
derniére assertion.

Corollaire 2.10. Les hypothéses étant celles du théoréme 2.7, on a AF = 0 pour
toute fonction F satisfaisant o d'd’F = 0.

Il suffit, pour le voir, d’appliquer la seconde partie du corollaire 2.9 aux formes
d'F et d'F.

2.6. Soit V une variété hermitienne dont la structure quasi-complexe soit inté-
grable. Comme C est permutable avec %, on a §¢ = — % d“*; on peut donc poser:

(2.6) 8 =—xd'x= %(5 —i6), 8 =—xdx= %(5“50).

La premiére expression pour ¢’ montre que ¢’ est bihomogéne de bidegré (—1,0),
et de méme 6” est bihomogene de bidegré (0, —1). Des relations (2.2), on déduit
immeédiatement les suivantes :

(2.7) 5/2 — 5//2 — 5/6// + 6//5/ — 0;
bien entendu, on a aussi pour ¢, " des relations analogues a (2.3).

On dira désormais qu’on a défini sur une variété V une structure kdhlérienne
si on s’est donné sur V' une structure hermitienne satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

(a) la structure quasi-compleze sous-jacente est intégrable ;
(b) la forme fondamentale Q) est fermée, c’est-a-dire que dQ = 0.

Le théoréme 2.7 s’applique alors, ainsi que ses corollaires. Il s’ensuit immeédiate-
ment qu’on a, sur toute variété kihlérienne :

[Ld]=[Ld]=0 , [A&]=[Ad]=0

2.8
(28) L6 =id", [L,6"]=—id, [Ad]=i8", [Ad"]=—id.
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Notons aussi les relations
6d = —d°s = 616 = —d°Ad°,
d5¢ = —69d = §° LY = —dAd,
d'é’ =—-5"d = —id" L8 = —id' Ad',
d's = —§'d" =id' Lé' = id"Ad".

(2.9)

Le premiére par exemple s’obtient en remplacant, dans §d© ou bien dans d°§, soit
d® par son expression tirée de la troisiéme relation (2.4), soit § par son expression
tirée de la quatriéme relation (2.5) ; et les autres s’obtiennent de méme.

Théoréme 2.11. Sur une variété kdhlérienne, A est un opérateur bihomogéne de
bidegré (0,0) permutable avec x,d et L ; et on a

(2.10) %A = d'§ +5d =d"s" +5"d".

On sait déja que A est permutable avec * et d. On a, puisque d et L sont
permutables

AL — LA = dSL — Ld + 6dL — Lsd = —d(L§ — §L) — (LS — SL)d.
Appliquant le théoréme 2.7, on voit que le dernier membre s’écrit —dd® — d°d; il

s’annule donc d’aprés (2.3), ce qui montre que A et L sont permutables.

D’autre part, remplacons, dans le définition de A,§ par son expression de la
derniére relation (2.5); il vient :

A = dAd® — dd°A + Ad“d — d° Ad.

Multiplions & gauche par C~! et a droite par C'; on obtient :

AY = —d%Ad + d°dA — Add® + dAdC.
Compte tenu de (2.3), on voit que ces expressions de A et A® sont identiques; on
a donc A = A®. Considérons alors I’expression

Ad'6 +8'd') = (d+id°) (6 —i69) + (6 — i69)(d + id®)
= (dd + 6d) + (d96° + 69d°) +i(d° 6 + 5d°) — i(dsC + 6 ).

Au dernier membre, les deux derniers termes sont nuls en vertu de (2.9) ; les deux
premiers sont égaux, I'un a A, Pautre & A® qui n’est autre que A. Cela démontre
la premiére des relations (2.10). En changeant ¢ en —i dans ce calcul, on obtient de

méme la seconde. L’une ou 'autre de ces relations montre que A est bihomogéne
de bidegré (0,0).

Corollaire 2.12. Sur une variété kihlérienne, A appartient au centre de [’algébre
d’opérateurs engendrée par *,d, L et les P, . En particulier, A est permutable avec

C,A,d,d",6,06,8".

Pour énoncer le résultat suivant, rappelons qu’on appelle harmonique toute forme
7 qui satisfait & An = 0.

Corollaire 2.13. Soit n une forme harmonique de degré p sur une variété kihlé-
rienne. Alors, dans la décomposition canonique de n fournie par le théoréme 1.4

(2.11) n= Z Ly nr = Ppr(L,A)y,  Anr =0,
r>(p—n)*

les formes n, et L™n,. sont harmoniques.

C’est une conséquence immédiate du fait que A est permutable avec L et A, et
de Pexpression des 7, au moyen de 1 donnée par la deuxiéme des relations (2.11).

Th. 2
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3. STRUCTURES INDUITES ; STRUCTURES QUOTIENTS ; CONSTRUCTION DE
METRIQUES KAHLERIENNES

3.1. Soient V, W deux variétés analytiques complexes, de dimensions complexes n
et p respectivement. Soit ¢ une application continue de W dans V. On dira que ¢
est holomorphe ou analytique complere en x € W si, quelle que soit la fonction f
défini dans un voisinage de ¢(z) sur V et holomorphe en ce point, la fonction f o
est holomorphe en x sur W. Soient z1,..., 2, un systéme de coordonnées locales
au voisinage de ¢(x) sur V, et ws, ..., w, un tel systéme au voisinage de = sur W;
supposons ¢ holomorphe en x; alors les fonctions z, o ¢ sont holomorphe sur W
en x, de sorte qu’en vertu de ’axiome des structures complexes il y a n fonctions
©Ya(w1, ..., wp), holomorphes dans un voisinage du point (wq(z),...,wy(z)) dans
CP, telles que 'on ait, pour u suffisamment voisin de x :

za(p(u) = pa(wi(u),...,wp(u))  (L<a<n).
Réciproquement, s’il en est ainsi, il résulte immédiatement de ’axiome des struc-
tures complexes que ¢ est holomorphe en z. Si ¢ est holomorphe en tout point de

W, on dira que ¢ est une application holomorphe ou analytique compleze de W
dans V.

Proposition 3.1. Soient V,W deux variétés analytiques complezes, de dimensions
n et p respectivement. Soit p une application de W dans V', holomorphe en x € W.
Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) toute fonction g définie dans un voisinage de x sur W et holomorphe en x
coincide dans un voisinage de x avec une fonction de la forme f oy, ot f
est définie dans un voisinage du point p(x) sur V et est holomorphe en o(x)
sur'V ;

(b) ¢ détermine une application injective de l’espace des vecteurs tangents a W
en x dans Uespace des vecteurs tangents o V en o(x) ;

(¢c) il y un voisinage owvert U de x dans W, un voisinage owvert U’ de o(x)
dans V', et un systeme z1,...,2, de coordonnées locales compleres pour V
dans U’, tels que ¢ induise sur U un isomorphisme de U sur l’ensemble des
points de U’ pour lesquels on @ zpp1 = -+ = 2z, = 0, celui-ci étant muni de
la structire complexe déterminée par les coordonnées locales z1,. .., z,.

Les propriétés (a), (b), (c¢) étant purement locale, on peut, pour démontrer la
proposition, remplacer V' et W pas des voisinages de ¢(x) sur V et de x sur W
qu’on peut supposer respectivement isomorphes & des voisinages de 0 dans C” et
dans CP; autrement dit, on peut supposer que V et W sont de tels voisinages,
et aussi quon a x = 0, p(x) = 0. Soient z1,...,2, les coordonnées dans C" et
Wgq, ..., Wy les coordonnées dans CP; ¢ est alors donnée par

(w1, ..., wp) = (p1(w), ..., on(w)),
ou par hypotheése les ¢, sont n fonctions holomorphes dans W. Si on a g = f o ¢,
on aura
g(w) = fer(w), ..., on(w))
et par suite dg = ), fidpa, ot les f/, sont définies par df = )°  fldz,.

Supposons (a) satisfaite; on peut alors prendre pour g toute fonction holo-
morphe en 0 sur W, par exemple w, ; on aura donc p relations de la forme dw, =
Yoo fhdpa(l < v < p). Il s’ensuit que, parmi les n covecteurs déterminés en
0 par les formes dp,, il y en a p linéairement indépendants sur C. Si on pose
doa =Y, b, dw,, cela revient a dire que la matrice |¢/,,(0)| est de rang p, ce
qui équivaut & la condition (b).
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Supposons (b) satisfaite ; parmi les covecteurs déterminés par les dyp, en 0, il y
en a donc p linéairement indépendants ; aprés avoir fait au besoin une permutation
sur les z,, on peut supposer que ce sont dyi,...,dy,. En vertu du théoréme des
fonctions implicites, on peut prendre ¢4, ..., ¢, comme coordonnées locales sur W
dans un voisinage suffisamment petit de 0; remplagant W par ce voisinage, on
peut donc supposer qu’on a ¢, (w) = w, pour 1 < v < p. Cela posé, il résulte du
théoréme des fonctions implicites qu’on peut prendre

(Zl7 <oy Rpy Bptl T QOp+1(Zl7 s 7Zp)> R Son(zla s 7Zp))
pour coordonnées locales sur V' dans un voisinage suffisamment petit de 0; rem-

placant V par un tel voisinage, et y prenant ces coordonnées locales, on voit que ¢
n’est alors pas autre chose que 'application

(wi,...,wp) = (w1,...,wp,0,...,0),
ce qui montre que la condition (c) est satisfaite.

Enfin, supposons (c¢) satisfaite ; soit U; 'image de U par . On peut remplacer V/
par U’, W par U, puis U par U; en identifiant U & U; au moyen de ¢. Pour vérifier

(a), il suffit alors de remarquer que toute fonction G(z1, ..., z,) holomorphe sur U;
en 0 peut étre trivialement mise sous la forme F(z1,...,2p,0,...,0), avec F' holo-
morphe sur U’ en 0; on définira par exemple F par F(z1,...,2,) = G(z1,...,2p).

Considérons maintenant une application continue ¢ d’un espace topologique sé-
paré W & base dénombrable dans une variété analytique complexe V' de dimension
complexe n. Disons qu'une fonction g définie dans un voisinage de x € W sur W
est holomorphe en z si elle coincide dans un voisinage de = avec une fonction de la
forme fogp, ou f est définie dans un voisinage du point ¢(z) sur V' et holomorphe en
ce point. Nous allons montrer que la condition suivante est nécessaire et suffisante
pour que cette définition des fonctions holomorphes sur W satisfasse a ’axiome des
structures complexes de dimension p :

(C) Quel que soit x € W, il y a un voisinage ouvert U de x dans W, un voisinage
ouwvert U' de o(x) dans V', et un systéme de coordonnées locales z1, ..., z, pour V
dans U’ tels que ¢ soit un homéomorphisme de U sur l’ensemble des points de U’
pour lesquels on a zpy1 = -+ = z, = 0.

En effet, si 'axiome en question est vérifié, ¢ satisfera, pour la structure com-
plexe de dimension p définie sur W, a la condition (a) de la prop. 3.1; la condition
(c) sera donc satisfaite, et par suite & plus forte raison la condition (C). Récipro-
quement, si (C) est satisfaite, il est immédiat que ’axiome des structures complexes
de dimension p est satisfait en prenant, avec les notations de (C), z10¢,...,2,0¢
pour coordonnées locales sur W dans U.

Quand (C) est satisfaite, on a donc déterminé, au moyen de la définition ci-
dessus, une structure complexe de dimension p sur W ; on dira que celle-ci est
ltmage réciproque par ¢ de la structure complexe donné sur V ; lorsque W C V et
que ¢ est I'injection canonique de W dans V, on dit aussi que cette structure est
induite sur W par celle de V.

Quand linjection canonique dans V' d’une partie W de V satisfait a (C), on
dit que W, muni de la structure complexe induite par celle de V', est une variété
plongée dans V ; si de plus W est une partie fermée de V, on dit que c’est une
sous-variété de V.

Quand V' et W sont deux variétés a structure complexe, dire qu’une application
continue ¢ de W dans V satisfait partout aux conditions équivalentes (a), (b), (¢)
de la prop. 3.1 revient a dire que la structure complexe de W n’est autre que I'image
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réciproque par ¢ de celle de V'; on dira en ce cas que ¢ est une application partout
localement birégulicre de W sur son image dans V', ou encore (pas abus de langage)
de W dans V.

3.2.  Soit ¢ une application holomorphe d’une variété complexe W dans une variété
complexe V. A toute forme différentielle w sur V' correspond alors sur W son image
transposée p*w (DE RHAM [10, §4]), qui est une forme de méme degré. Au moyen
de coordonnées locales, on voit immédiatement que I'image transposée d’une forme
bihomogeéne de bidegré (a,b) est encore bihomogéne de méme bidegré. Il s’ensuit
que l'opérateur ¢* est permutable avec P, ; quels que soient a et b; il est donc aussi
permutable avec U'opérateur C. Comme on sait (loc.cit.) qu'il est permutable avec
d, il s’ensuit qu’il 'est aussi avec d’ et d”’. Si w est une forme holomorphe, il en est
de méme de p*w.

Soit en particulier © une forme différentielle réelle de bidegré (1,1) sur V. Soit
xr € W soit z1,...,2, un systéme de coordonnées locales sur V' au voisinage de
©(z). Au moyen des z,, Q s’écrira

i i
Q=7 Z{; hapdzs A dZq,.
a,

La forme hermitienne dans l'espace des vecteurs tangents & V en ¢(x) qui est
associée au bicovecteur déterminé par 2 en ¢(z) est alors :

H(t,1) =) hap(e(@))dza(p(a); )dzs(p(a); ),
a.p

ou t,t' sont deux vecteurs tangents & V' au point ¢(x).

On a, dans ces conditions :
* { * * * 7=
prit=g EB(W hap)(@"dzs) A (97 dZa).

Mais, par définition, p*h,g n’est autre chose que hagog et a pour valeur hog(¢(z))
au point x ; par définition aussi, si on désigne par ¢’ I'application linéaire de ’espace
des vecteurs tangents & W en x dans l'espace des vecteurs tangents & V en ¢(z)
qui est induite par ¢, on a :

O dzo(w;u) = dza(p(x); ¢'u)

pour tout vecteur u tangent & W en z. Il s’ensuit que la forme hermitienne associé
au bicovecteur par ¢*Q) en z n’est autre que H(¢'u, ¢'u’). On en conclut immédia-
tement que *() est positive si ) est positive, et que ¢*( est positive non-dégénérée
si Q est positive non-dégénérée et si de plus ¢ est une injection, c’est-a-dire si ¢
satisfait a la condition (b) de la prop. 3.1. Par conséquent :

Proposition 3.2. Soit V une variété analytique kdhlérienne; soit Q sa forme
fondamentale. Soit W une variété analytique complexe ; soit ¢ une application ho-
lomorphe et partout localement birégulicre de W dans V. Alors la forme ¢*Q image
transposée de ) par ¢ dans W, détermine sur W une structure kihlérienne.

On dira que cette derniére structure est [’image réciproque par ¢ de celle qui est
donnée sur V' ; on dira qu’elle est induite par celle-ci si W C V et si ¢ est l'injection
canonique de W dans V.
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n°3 3.3. Soient V et W deux espaces topologiques connexes et ¢ une application conti-

nue de W sur V. On dit, comme on sait, que W, muni de I’application ¢ sur V, est
un revétement de V si ¢ satisfait a la condition suivante :

(R) Tout point de V a un voisinage ouvert U tel que ¢~(U) soit réunion d’en-
sembles ouverts disjoints Uy sur chacun desquels ¢ induit un homéomorphisme o
de Uy sur U.

Alors ¢ est une application ouverte (c’est-a-dire que I'image de tout ouvert par
© est ouvert); et V est homéomorphe a l'espace quotient de W par la relation
d’équivalence p(z) = p(z') et peut étre identifié avec ce quotient.

Supposons qu’il en soit ainsi, et que de plus V' soit muni d’une structure analy-
tique complexe de dimension n, ce qui implique que V' est séparé et & base dénom-
brable; il est immédiat que W est alors aussi séparé, et il résulte des théorémes
généraux sur les revétements que W est & base dénombrable. Il est clair que ¢
satisfait a la condition (C) du §3.1, avec p = n, de sorte que W peut étre munie de
la structure complexe image réciproque par ¢ de celle qui est donnée sur V' ; si de
plus on se donne sur V une structure kdhlérienne de forme fondamentale €2, ©*Q
détermine sur W une structure kihlérienne. Enfin, avec les notations de la condition
(R), application <p;1 o, de U, sur Uy sera un isomorphisme pour les structures
complexes (resp. kihlériennes) induites sur Uy et U, par celle qu’on vient de définir
sur W.

Réciproquement, supposons donnée sur W une structure complexe (resp. kihlé-
rienne), ce qui implique que W est séparée et & base dénombrable; il est immédiat
que V est alors & base dénombrable. Supposons V' séparée ; et supposons vérifiée la
condition suivante :

(R’) Tout point de V' a un voisinage ouvert U tel que =1 (U) soit réunion d’en-
sembles ouverts disjoints Uy sur chacun desquels ¢ induit un homéomorphisme
de Uy sur U, les gy €étant tels que, quels que soient \ et u, gz);l 0, 801t un isomor-
phisme de U, sur Uy pour les structures complexes (resp. kéhlériennes) induites
sur Uy, U, par celle de W.

Alors, avec les notations de (R’), on peut transporter & U au moyen de @) la
structure complexe (resp. kihlérienne), dite quotient de celle donnée sur W par la
relation d’équivalence p(x) = p(z’). Il est clair que la structure qu’on s’était donnée
sur W est alors 'image réciproque par ¢ de cette structure quotient.

Un cas particulier important est celui ot W est un espace séparé connexe et ou
V est le quotient W/G de W par la relation d’équivalence déterminée par un groupe
d’homéomorphismes de W sur W (c’est-a-dire par la relation pour laquelle la classe
d’équivalence de € W est I'ensemble des transformés s(x) par les éléments s de
G). Pour qu’alors W, muni de son application canonique ¢ sur V' = W/G, soit un
revétement de V, il suffit que G satisfasse a la condition suivante :

(D) Tout point de W a un voisinage Uy tel que UgNsUy = & quel que soit s € G
autre que l’élément neutre.

En effet, s’il en est ainsi, on satisfera & (R), pour z € V, en prenant x € W
tel que z = @(z), puis U = ¢(Uy) ou Uy est un voisinage de z sur W satisfaisant
a (D), et enfin en choisissant pour ensembles Uy les transformés sUy de Uy par
les s € G. On peut d’ailleurs vérifier sans difficulté que (D) est nécessaire pour
que W soit un revétement de W/G. On exprime parfois (D) en disant que G est
« proprement discontinu sans point fixe » sur W. Lorsqu’il en est ainsi, et que de

plus V est séparé, il suffit évidemment, pour que (R’) soit satisfaite, que G soit

o1

52



93

Prop. 3

30 ANDRE WEIL

un groupe d’isomorphismes pour la structure compplexe (resp. kihlérienne) de W ;
cette condition est d’ailleurs nécessaire. Chaque fois qu’il en sera ainsi, on pourra
donc définir sur V' = W/G une structure complexe (resp. kihlérienne), dite quotient
par G de celle qu’on s’est donnée sur W.

3.4. Les considérations qui précédent s’appliquent immédiatement au cas ol on
prend pour W un espace vectoriel ' de dimension n sur C et pour G un groupe
discret de translations de E; il est évident et bien connu (cf. BOURBAKI [3, Chap.
VII] que la condition (D) est satisfaite et que E/G est séparé; en tant que groupe
topologique, E/G est isomorphe au produit d’un tore et d’un espace vectoriel sur
R.. La structure complexe de E étant invariante par translation, on peut définir sur
E/G la structure complexe quotient par G de celle de E'; cette structure quotient
est évidemment invariante par toute translation de F/G muni de sa structure de
groupe.

En particulier, si G est de rang 2n, on sait que F /G est compact et est isomorphe,
en tant que groupe topologique, au tore de dimension réelle 2n. Si on muni E/G
de sa structure de groupe topologique et en méme temps de la structure complexe
quotient de celle de E par G, on dira que c’est un tore complere de dimension
complexe n. Contrairement & ce qui se passe dans le domaine réel, deux tores
complexes de méme dimension ne sont pas nécessairement isomorphes (v. §6).

Soit maintenant E un espace hermitien. Comme on 'a vu au §1.2 la forme
hermitienne qui en définit la structure détermine en 0 un bicovecteur positif non
dégénéré ; si on transporte celui-ci & tout point de E par translation, on définit sur
E une forme différentielle Q de bidegré (1, 1) qui, dans un systéme de coordonnées
pour lequel la forme hermitienne fondamentale est ) " hagZa2s, s'écrira :

i _
Q= z[; hapdzg A dZ,.

Cette forme est a coefficients constants; donc elle est fermée et détermine sur F
une structure kdhlérienne invariante par translation, canoniquement associée a la
structure d’espace hermitien de F.

Si donc G est un groupe discret de translations sur F, on pourra munir E/G de
la structure kéhlérienne quotient par G de celle de E. Si G est de rang 2n, on dira
que la variété kithlérienne E/G ainsi obtenue, munie en méme temps de sa structure
de groupe topologique, est un tore kdhlérien.

3.5. Pour définir d’autres structures kihlériennes, on s’appuyera sur le résultat
suivant :

Proposition 3.3. Soient f1,..., fn des des fonctiones holomorphes sur une variété
complexe V' de dimension n. Alors la forme

Q=idd"0g(3 fl),

définie sur l’ensemble des points ou les f, ne sont pas toutes nulles, y est partout
positive. Pour qu’elle soit positive non-dégénérée en un point x de V ot f,,(x) # 0,
il faut et il suffit que, parmi les covecteurs déterminés en x par les formes d(fy/ fuy),
il y en ait n linéairement indépendants.
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Puisque les f, sont holomorphes, on a df, = d'f,,d"f, = 0, et par suite d f, =
d'f,,d f, =0, dou

Q=i(3 1 h) (S 1l dt ndf) = (3 Fudfe) A (3 fodf)) =

B %(Z f”f")_Q Z (fudfy = fudfu) A (fudfy = fudfy)

sV

Si ¢ est un vecteur tangent & V en un point x ol les f, ne sont pas toutes nulles,
et si on pose

w/w(t) = fu(x)dfv(m; t) - fl/(z)df/l.(x;t)7

la forme quadratique associée au bicovecteur déterminé par €2 en x sera, d’aprés les
définitions du §1.2 :

FO = (Y 0h) S w ()

Elle est évidemment positive et ne s’annule que si les wy,, (t) sont tous nuls, ce qui,
puisque les f,(x) ne sont pas tous nuls, équivaut a dire qu'il y a £ € C tel que
df, (z;t) = £ f,.(x) quel que soit p. Si f,,,(x) # 0, cela revient & dire qu’on a

fl/odfu(x§t) - fu(x)dfw(x;t) =0

quel que soit v, ou encore, en posant g, = f,/fu,, dg.(x;t) = 0. Pour qu’il y
ait en x un vecteur tangent t satisfaisant & ces conditions, il faut et il suffit que,
parmi les covecteurs déterminés en x par les dg,, il n’y en ait pas n linéairement
indépendants.

La prop. 3.3 va nous servir en premier lieu & définir une structure kihlérienne sur
Uespace projectif complexe P™ de dimension n. Rappelons que P" peut étre défini
comme suit. Dans C"*!, appelons « droite pointée » tout ensemble D — {0}, ot D
est une droite passant par 0; alors P" est le quotient de C"*1 — {0} par la relation
d’équivalence pour laquelle les classes d’équivalence sont les droites pointées; si
(zo,21,...,%n) est un point de la droite pointée correspondant & = € P™, on dit
que (zg,...,2,) est un systéme de coordonnées homogeénes pour . Muni de la
topologie quotient de celle de C"*! — {0} par la relation d’équivalence ci-dessus,
P" est un espace compact. Pour 0 < v < n, soit U, l’ensemble des points de P"
pour lequels z,, # 0; les U,, forment un recouvrement ouvert de P™, et, pour chaque
v, application

-1 -1 -1 -1
(o, -y Tn) = (T, X0y XY Ty 1, Ly, Tytdy- ey T, Ty)
détermine un homéomorphisme de U, sur C”. Si on prend
-1 -1 -1 -1
(T, @0y &) Ty 1, Ly Tygdye ey T Ty)

comme coordonnées complexes locales dans U,,, on définit une structure complexe
de dimension n dans P ; en effet, les coordonnées locales relatives & U,, s’expriment
comme fonctions rationnelles des coordonnées relatives a U,,, quels que soit p et v;
comme les unes et les autres restent partout finies dans U, NU,,, elles sont donc bien,
dans U, NU,,, fonctions holomorphes les unes des autres. Il est clair que la structure
complexe ainsi définie sur P est invariante par toute application projective de P™
sur P" (c’est-a-dire toute application déduite d’une application linéaire de C"*1
sur C"H1 par passage au quotient).
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Pour la structure complexe ainsi définie dans P", x,!

morphe dans U,. Dans U,,, considérons la forme

x,, est une fonction holo-

Q, =id'd’ log(z |z, 2, )?)
pn=0

Parmi les fonctions holomorphes z, 'z, sur U, se trouve la fonction constante

x, 'z, = 1; les autres forment un systéme de coordonnées locales dans U,,, de sorte
que leurs différentielles sont linéairement indépendantes en tout point de U,,. Donc,
d’aprés la prop. 3.3, £, est positive non-dégénérée en tout point de U,. De plus,
onadans U, NU, :
Q. —Q, =id'd"log|z, 'z, .

Mais le second membre s’annule d’aprés le corollaire 2.4. Il y a donc une forme
Q sur P" qui coincide avec €2, dans U, quel que soit v; les 2, étant positives
non-dégénérées en tout point de U,, il en est ainsi de 2 en tout point de P™. Donc
Q définit sur P™ une structure kdhlérienne analytique. On notera que celle-ci n’est
pas invariante par toutes les applications projectives de P™ sur P™.

Au moyen des résultats de §8§3.1 et 3.2 ci-dessus, on voit alors qu’on peut définir
une structure kdhlérienne sur toute variété W admettant une application holo-
morphe et partout localement biréguliére dans un espace projectif complexe. En
particulier, la structure qu’on vient de définir sur P™ induira une structure kih-
lérienne sur toute variété complexe plongée dans P™, et par exemple sur toute
sous-variété de P, donc sur toute variété algébrique sans point multiple dans P™.
Il résulte d’ailleurs d’un théoréme de CHOW qu’il n’existe pas d’autre sous-variété
de P" (au sens ou ce mot a été défini au §3.1) que les variétés algébriques sans
point multiple. Pour une démonstration simple de ce résultat, v. Am. J. Math. 78
(1956), p. 898.

Pour la commodité du lecteur, cette correspondence est inséré ici.
A correspondent, who wishes to remain anonymous, writes as follows:
SIR,

In a paper which has been published by your Journal, W. L. CHOW [5, Th. V] proved
the following theorem:

Every closed analytic subvariety V' of the projectif space P(C) is algebraic.

I should like to point out that there is a very simple proof for this if V is assumed to
be free from singularities.

It is no restriction to assume that V' is connected ; let n its complex dimension. In the
polynomial ring C[Xo, ..., X,], the homogeneous polynomials which vanish on V' generate
a homogeneous ideal p. Since V is connected, p is a prime ideal and defines therefore
an irreducible algebraic variety W, which is the smallest one containing V'; call m its
dimension ; we have m < n. Every rational function f on W can be written as f = P/Q,
where P, ) are homogeneous polynomials of the same degree and @ is not in p ; therefore
f induces a meromorphic function on V. This shows that the field L of rational functions
on W is isomorphic to a subfield of the field K of meromorphic functions of V. It is well-
known (cf. e.g., C. L. Siegel’s proof, Gottingen Nachrichten 1955) that K has at most the
degree of transcendency m; so we get m < n, and hence m = n; therefore W has the
same dimension as V. It is also well-known that W is analytically irreducible (this follows
from the fact that the set of all simple points on W is connected, which is easily proved
by induction on the dimension, using hyperplane sections). Therefore W = V.

Yours, etc.

X.X.X.
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3.6. On va maintenant étendre la prop. 3.3 au cas d’une infinité de fonctions f,.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4. Soient V et W deuz variétés a structures complexes. Soient (f,) et
(9v) deux suites de fonctions holomorphes, sur V' et sur W respectivement ; suppo-
sons qu’il existe des constantes A et B telles que l'on ait

S h@P <A YlawP<B

quels que soient x € V,y € W. Alors la série ), fy(x)m est absolument et
uniformément convergente sur toute partie compacte de V- x W, est partout indéfi-
niment différentiable terme a terme, et a pour somme une fonction analytique au
sens réel sur’ V-x W.

Dans cet énoncé, la différentiabilité de la série terme a terme signifie que tout
point de V' x W a un voisinage compact dans lequel chacune des séries obtenues a
partir de ) f,(2)g,(y) par différentiation (d’ordre quelconque) par rapport & des
coordonnées locales valables dans ce voisinage est uniformément convergente.

Soit V la variété a structure complexe conjuguée de V; on entend par 1a la
variété qui a méme espace topologique sous-jacent que V', mais pour laquelle, par
définition, une fonction h est holomorphe en un point z si h est holomorphe en x
pour la structure complexe de V. Considérons sur V x V les fonctions

Fn(x,x') = Z fu(@) fu(2').
v=1

Elles y sont holomorphes et partout < A en vertu des hypothéses et de I'inégalité
de SCHWARZ. D’aprés un théoréme bien connu, chaque point de V' x V a donc un
voisinage compact tel qu’il y ait une suite partielle extraite de la suite (F},) qui y
converge uniformément ; en particulier, tout point de V' aura un voisinage compact
U tel qu'il y ait une suite partielle (F,,) extraite de la suite (F,) qui converge
uniformément dans U x U. Cela entraine que la suite

Fowon) =S L)o@ = 3 1o (o)

converge uniformément dans U, et par suite que la série > |f,(x)|* elle-méme
converge uniformément dans U.

De méme, tout point de W aura un voisinage compact U’ ou la série Y, |, (y)[?
converge uniformément. D’aprés l'inégalité de SCHWARZ, on en conclut que la série

converge uniformément dans U x U’. Mais, si W est la variété conjuguée de W,
c’est 13 une série de fonctions holomorphes dans V' x W ; puisqu’elle est uniformé-
ment convergente au voisinage de tout point, il s’ensuit, comme on sait, qu’elle est
indéfiniment différentiable terme & terme au sens expliqué plus haut, et qu’elle a
pour somme une fonction holomorphe sur V x W, ce qui achéve la démonstration.

Proposition 3.5. Soit V une variété complexe de dimension complexe n. Soit (f,)
une suite de fonctions holomorphes sur V' ; supposons qu’il existe une constante A
telle que Uon ait > |f,|> < A en tout point de V.. Alors la forme

Q=idd"10g(>" fufu),

Lemme

o6
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définie sur l’ensemble des points de V' ou les f, ne sont pas toutes nulles, y est
partout positive. Pour qu’elle soit positive non-dégénérée en un point x de V ot
fuo(x) # 0, 4l faut et il suffit que, parmi les covecteurs déterminés en x par les
formes d(f,/ fuv,), il y en ait n linéairement indépendants.

D’aprés le lemme 3.4, 2 est définie, et analytique au sens réel, au voisinage de
tout point ou les f, ne sont pas toutes nulles; et le bicovecteur déterminé par €2 en
un point x ou f,,(z) # 0 est limite des bicovecteurs déterminés en = par les formes

Oy = id'd" log (i 1ol
v=1

pour m > 1. Utilisons pour celles-ci ’expression données au cours de la démons-

tration de la prop. 3.3; les w,,, (¢) étant définis comme dans cette démonstration, on

voit que la forme quadratique associée au bicovecteur déterminé par €2 en x s’écrit
" Y e D)

F(t)= lim (3 1@ 7" Y wuww(t) = (X, A (@)2)?

La démonstration s’achéve alors exactement comme celle de la prop. 3.3.

3.7.  On va maintenant définir, sur une variété V a structure complexe, des notions
qui ont été introduites et étudiées par S. BERGMANN dans le cas particuliérement
intéressant des domaines bornés de C™.

Soit V' une variété analytique complexe de dimension complexe n. Soit a une
forme bihomogeéne de bidegré (n,0) sur V' ; au moyen des formules du §1.3 on vérifie
immédiatement qu’on a, pour toute structure hermitienne de V' compatible avec sa
structure complexe, xa = i*”204; pour ces formes, 'opérateur * ne dépend donc
que de la structure complexe de V. Il s’ensuit qu’on a i”a Aa >0 en tout point
oll o n’est pas nul, ce qui est d’ailleurs évident aussi en exprimant a au moyen de
coordonnées locales. On posera, conformément & DE RHAM [10, §24] :

(avﬁ):in2/‘/a/\8

chaque fois que «, 8 seront des formes de bidegré (n,0) telles que U'intégrale soit
convergente ; on conviendra de définir («, «) par cette méme formule, que 'intégrale
soit convergente ou non, de sorte qu’on aura 0 < (a, a) < 400 pour toute forme «
de bidegré (n,0). En vertu de nos conventions générales, suivant lesquelles toutes les
formes sont supposées indéfiniment différentiables et & plus forte raison a coefficients
continus, on a (o, @) > 0 pour « # 0. Il résulte de I'inégalité de SCHWARZ que (a, ()
est défini chaque fois que (o, @) < o0 et (8, 5) < 00, et aussi que (a, @) satisfait a
I'inégalité dite du triangle :

(a+B,a+B)Y2 < (a, )V +(3,8)V/2.

Pour abréger, on posera aussi N(a) = (o, «)/?; et on posera, pour tout compact

K dans V :
NK(a):i”Q/ a A a.
K

On dira qu'une famille («,) de formes de bidegré (n,0) sur V est orthonormale si
Pon a («,,a,) =1 quel que soit ¢ et («,, /) = 0 chaque fois que ¢ # ¢'.

Proposition 3.6. Soient z1,..., 2, des coordonnées complezes locales dans un voi-
sinage ouvert U de x € V. Alors il y a un voisinage compact Uy de x dans U et
une constante A tels que, pour toute forme o holomorphe de degré n sur V, on ait,
sia= fdzy A+ Ndz, dans U, |f|*> < A(a,a) en tout point de Uy .

o7



INTRODUCTION A L’ETUDE DES VARIETES KAHLERIENNES 35

On peut supposer que les z, s’annulent en z; la carte de U qu’ils déterminent
applique alors U sur un voisinage ouvert de 0 dans C”; soit € > 0 tel que ce
dernier voisinage contienne le « polycylindre » max,, |z,| < e. Pour 0 < § < ¢, soit
U(6) 'ensemble des points de U satisfaisant 4 max,, |z,| < 0. Avec les notations de
I’énoncé, f est holomorphe dans U et peut donc se développer en série de TAYLOR

— V1 1%
f - E Auy..vp, 2 "'Znnv
V1,.eyVn

cette série étant absolument et uniformément convergente dans U(e). On a :

(o, @) > Ny () i"Q/( ) |f12dz1 A Ndzy NdZy A -+ ANdZ, =
Ul(e
S2(v1 )

vi+1) .. (v, +1)

= (2re?)" > |aul.,,yn|2(

Vis.esVn

Il suit de 14, en vertu de I'inégalité de SCHWARZ, qu’on a dans U (pe), pour 0 < p < 1

Y |aylmyn|2(pg)yl+.u+yn>2

Vl,eeosUn
< (27e?) (o, @) Z (1 4+ 1) ... (v + 1) 2t trn),
Vl,.eesUn
La série qui forme le dernier facteur du dernier membre étant convergente (et égale a
(1—p?)=27) pour p < 1, la proposition s’ensuit en prenant par exemple U; = U(g/2).

Corollaire 3.7. Les notations étant celles de la prop. 5.6, soit (aq,...,an) une
famille orthonormale finie de formes oy, holomorphes de degré n sur V. Alors, si
a, = fudzy A+ Ndzyp, dans U, ona ), |f,|2 < A en tout point de U,.

En effet, il résulte de la prop. 3.6 qu’on a alors, quelles que soient les constantes

a, :
1Y af P <AY ol
v v

en tout point de Uy, d’ou 'assertion du corollaire en prnenant x; € U; et a, =

fz/(xl)'

3.8.  Nous considérerons maintenant, avec S. BERGMANN, [’espace B(V') des formes
a holomorphes de degré n sur V telles que (a, &) < +o0o. Muni du « produit sca-
laire » (o, 8), B(V') a une structure d’espace « préhilbertien ». La proposition sui-
vante montre que c’est un espace de HILBERT (complexe).

Proposition 3.8. L’espace B(V) est complet.

Rappelons (DE RHAM [10, §9]) qu’on dit qu’une suite de formes différentielles
converge sur V' « au sens de 'espace &P(V') » si, lorsqu’on exprime ces formes au
moyen de coordonnées locales dans un voisinage de x € V, il y a un voisinage
compact de x dans lequel les coefficients de ces formes et leurs dérivées partielles
successives jusqu’a 'ordre p convergent uniformément, et cela quel que soit z € V'
s’il en est ainsi quel que soit p, on dit que la suite converge « au sens de &(V) ».
Soit alors () une suite de CAUCHY dans B(V), c’est-a-dire une suite telle que
N(a, — a,) tende vers 0 pour p, v augmentant indéfiniment. Il en résulte alors de
la prop. 3.6 que la suite (a,) converge « au sens de &°(V) » ; il résulte méme de cette
proposition, et de théorémes bien connus sur les suites de fonctions holomorphes,
que la suite () converge « au sens de & (V') » vers une forme holomorphe « ; pour
démontrer la proposition, il nous suffira alors de faire voir que ao € B(V) et que la
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suite (ay,) converge vers a au sens de B(V). Pour cela, soit € > 0; soit u tel que
N(ow, —ay) < e pour v > pj;soit K un compact tel que 'on ait

Ng(au) > N(ay) —e.

Soit K’ un compact ne rencontrant pas K ; par définition de K, on aura N (cy,) <
¢ ; par définition de p, on aura N (ow, — ) < € pour v > p. Appliquant I'inégalité
du triangle & Nk, on voit donc qu’on a pour v > u, et quel que soit le compact
K' CV—K, Ng: < 4e. Comme la suite (a,,) converge vers o « au sens de &(V) »,
donc uniformément sur tout compact, on en conclut que Nk (a) < 4e. Comme il
en est ainsi quel que soit le compact K’ C V — K, on a donc N(a) < Ng(a) + 4e,
ce qui montre que « € B(V). De plus, 'inégalité du triangle donne alors aussi
Ng (o, — ) < 16e pour v > p, quel que soit le compact K’ C V — K, et par suite

N(a, — a) < Nk (a, — a) + 16e.

Comme la suite (o) converge vers « uniformément sur K, il s’ensuit que N (o, —
a) < 17e dés que v est asseu grand, ce qui montre bien que la suite (o, ) converge
vers « au sens de B(V).

Corollaire 3.9. L’espace B(V'), muni du produit scalaire («, 3), est un espace de
HILBERT @ base dénombrable.

Il ne nous reste & démontrer que la dénombrabilité. Si B(V') n’avait pas cette
propriété, il y aurait dans B(V') une famille orthonormale («,) non dénombrable.
Mais, si € V, le corollaire 3.7 montre que ’ensemble I(z) des ¢ tels que o, # 0 en
2 est dénombrable. Soit alors (z,) une famille dénombrable partout dense de points
de V' ; un ¢, ne peut s’annuler en tous les x,, donc tout ¢ appartient & la réunion
des I(x,); celle-ci étant dénombrable, le corollaire s’ensuit.

Toujours suivant S. BERGMANN, nous sommes maintenant en mesure de démon-
trer le résultat principal que nous avions en vue.

Théoréme 3.10. Soit V une variété analytique complexe de dimension complexe
n. Soit B(V') lespace de HILBERT des formes holomorphes o de degré n sur V.
telles que (o, ) < +00. Soit () une famille orthonormale mazimale d’éléments
de B(V). Soient p1,ps les projections de VXV sur le premier et le second facteur
de ce produit, respectivement. Alors la série

O = ZpTaV A Pad,
v

est commutativement convergente dans &(V x V') et a pour somme une forme O,
analytique au sens réel, de bidegré (n,n), qui est indépendante du choix de la famille
orthonormale mazimale (av,).

D’aprés le corollaire 3.9, on sait déja que la famille («,) est dénombrable. Soit
(x,y) € V x V; solent (z1,...,2,) €t (wi,...,w,) des systémes de coordonnées
locales sur V' dans des voisinages de z et y, respectivement. Soient f,dzy A---Adzy,
et g,dwy A - A dw, les expressions de «, dans ces voisinages au moyen de ces
coordonnées locales. On a alors, dans un voisinage de (z,y) sur V x V :

piay, Apsay, = fu(2)gu(w)dzy A+ Adzy ANdwy A -+ A di,.

Le corollaire 3.7, joint au lemme 3.4, donne alors tous les résultats annoncés, sauf
celui qui dit que © est indépendante du choix des «a,,. Pour démontrer ce point,
prenons de nouveau des coordonnées locales z1,...,2, dans un voisinage U de
x € V; f, étant comme ci-dessus, © s’écrira dans U x V sous la forme

O =dz AN+ Ndz, A ny(z)pgdy.
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Pour démontrer que © est déterminé d’une maniére unique, il suffira évidemment
de démontrer que la forme 1, = f,(x)a, est déterminée d’une maniére unique
par la donnée de = et des coordonnées locales z,,. D’aprés ce qui précéde, la série qui
définit 7, est convergente au sens de &(V') et définit une forme de type (0,n) sur
V. Mais de plus le corollaire 3.7 montre que la série ) f,(x)c, converge au sens
de B(V) et a méme somme 7, au sens de B(V') qu’au sens de &(V'). Soit alors «
quelconque dans B(V'); au moyen de la famille orthonormale (a,), on peut I’écrire
sous la forme o = > a, o, avec ), la,|? < +oo. Alors, si o = fdz1 A+ Adz,
dans U, on aura

(aaﬁm) = Zaufu(x) = f(’JJ)

Si . est la forme analogue a 7,, définie au moyen d’une autre famille orthonormale

(a,), on aura de méme («,7,) = f(z) quel que soit o € B(V). Donc 7, — 7,

sera dans B(V) et orthonormal & tout élément de B(V), ce qui implique bien que
/

No = MNg-

Corollaire 3.11. Les notations étant celles du théoréme 3.10, la série
9 =" Z a, N\ ay,
v

est commutativement convergente dans & (V') et a pour somme une forme 0 de degré
2n, analytique au sens réel, partout > 0, qui est indépendante du choix des o, et
est invariante par tous les automorphismes analytiques complexes de V.

Au facteur i prés, 0 n’est autre que la forme induite par © sur la diagonale du
produit V' x V. L’invariance de 6 par les automorphismes de V' est une conséquence
immédiate du fait que 0 est canoniquement associée a la structure de V.

Corollaire 3.12. Les notations étant comme ci-dessus, soit V' l’ensemble des
points de V' ot 0 n'est pas nul. Alors il y a sur V' une forme Q0 et une seule
telle que, si les o, sont comme dans le théoréme 3.10 et s’expriment au voisinage
d’un point x € V. comme o, = f,dzy A --+ Adz, au moyen de coordonnées locales
Zu, on ait, au voisinage de T

O =idd log(z f fy).

cette forme est analytique réelle de bidegré (1,1), partout positive sur V' et est
invariante, ainsi que V', par tous les automorphismes analytiques complexes de V.

Ce sont la des conséquences immédiates du théoréme 3.10 et de son corollaire
3.11, du corollaire 2.5 et de la prop. 3.5.

Corollaire 3.13. Les notations étant comme ci-dessus, soit x € V. Pour que
x € V', il faut et il suffit qu’il y ait une forme ag € B(V) ne s’annulant pas en
x. Pour que de plus Q) soit positive non-dégénérée en x, il faut et il suffit, ay étant
une telle forme, qu’il y ait n formes o, € B(V') (1 < v < mn) telles que, si on écrit
o, = Yy au voisinage de x, les ¢, forment un systéme de coordonnées locales
sur 'V au voisinage de x.

La premiére assertion est évidente. Soit donc oy € B(V') ne s’annulant pas en x ;
les z,, étant des coordonnées locales dans un voisinage U de x, on pourra écrire oy =
fodzi A -+ ANdz, dans U, avec fo(x) # 0; il y aura alors un voisinage U’ de = dans
U ou fy # 0, et toute forme holomorphe de degré n pourra s’écrire dans U’ comme
pag, @ étant holomorphe dans U’. La prop. 3.5, jointe a la définition de Q et au
théoréme des fonctions implicites, montre alors aussitot que la condition de I’énoncé
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est nécessaire pour que ) soit non-dégénérée en x. Réciproquement, supposons
que les oy, et ¢, soient comme il est dit dans I’énoncé. Si 'on avait une relation
S g avay, = 0 & coefficients constants a,, on en déduirait ag + Y.,._; ay, = 0,
puis Y., a,dp, = 0; comme les ¢, sont un systéme de coordonnées locales en z,
leurs différentielles y sont linéairement indépendantes, donc les a, sont tous nuls.
Par suite, les formes «q, a,...,a, sont linéairement indépendante et engendrent
un sous-espace de B(V) de dimension n + 1; on peut alors choisir pour ce sous-
espace une base orthonormale ag, o, ..., telle que af = aag avec a # 0. Si, au
moyen des z,, les o, s'écrivent o], = f/dz1 A--- Adz,, on aura fi(x) = afo(z) # 0.
Comme les o, sont des combinaisons linéaires des o/, les ¢, sont des combinaisons
linéaires des différentielles d(f,/f{) ; celles-ci sont donc linéairement indépendantes
en x. La conclusion s’ensuit en appliquant la prop. 3.5 & une famille maximale
orthonormale dans B(V') qui comprenne af, o, ..., al,.

Si Z est un n-multivecteur de bidegré (n,0) en un point de V, une partie des
résultats ci-dessus peut s’exprimer en disant que la fonction ¢z sur B(V) définie
par pz(a) = a(Z) est une forme linéaire continue sur B(V), autrement dit un
élément du dual B'(V) de B(V'). Nous avons ainsi défini une application canonique
Z — @z de I'ensemble W des n-multivecteurs de bidegré (n,0) sur V' dans Pespace
B'(V). Mais W est une « variété fibrée » de base V', de fibre vectorielle de dimension
1 sur C, attachée canoniquement & V', et qu’on peut munir, canoniquement aussi,
d’une structure complexe de dimension n + 1; B’(V), en tant que dual de B(V),
peut étre considéré comme espace de HILBERT; I'application Z +— ¢z est alors
holomorphe en ce sens que, si F' est une forme linéaire quelconque sur B'(V),
F(¢z) est une fonction holomorphe sur W. La forme différentielle © du théoréme
3.10 peut alors étre définie comme celle qui, a tout couple (Z, Z') d’éléments de W
considéré multivecteur en un point de V' x V, fait correspondre le produit scalaire
(pz,9z) de leurs images canoniques dans B'(V).

3.9. Etant donnée une variété V, il peut arriver que l'espace B(V) qui lui est
attaché se réduise a 0; on vérifie facilement qu’il en est ainsi, par exemple, pour
V = C™, et par suite aussi pour V = P". Lorsqu’il en est ainsi, le théoréme 3.10 et
ses corollaires sont bien entendu sans intérét.

Du point de vue ou nous nous placons dans ce fascicule, le principal intérét des
résultats qui précédent est de permettre, dans des cas assez étendus, de définir sur
une variété complexe V une structure kithlérienne (dite alors structure de BERG-
MANN) qui lui est canoniquement associée ; il en sera ainsi quand les conditions du
corollaire 3.13 seront satisfaites en tout point de V.

C’est ce qui a lieu chaque fois que V est un « domaine borné » de C", c’est-a-
dire une partie ouverte relativement compacte de C” ; en effet, on satisfera alors en
tout point de V' aux conditions du corollaire 3.13 en prenant ag = dz1 A --- A dzp,
o, = 2,00, les z, étant les coordonnées dans C". Plus généralement, soit V' une
variété complexe de dimension complexe p admettant une application ¢ partout
localement biréguliére dans une partie relativement compacte de C" ; alors tout
point de V' vérifie la premiére condition du corollaire 3.13, c’est-a-dire tel qu’il y
ait une forme ap € B(V) ne s’y annulant pas, satisfait aussi a la seconde; car, en
posant ,, = z, 0 p, on pourra, en vertu de I’hypothése faite sur ¢, choisir p formes
a,, satisfaisant a cette condition parmi les n formes @iy, ..., prap. De plus, V et
o étant telles qu’il vient d’étre dit, il suffira, pour que tout point de V satisfasse a
la premiére condition du corollaire 3.13, qu’on ait

0 (dzy, N... Ndzy,) € B(V)
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quel que soient ji1, ..., 11, ; en effet, 'hypothése faite sur ¢ signifie précisément qu’en
tout point de V' I'une au moins de ces formes ne s’annule pas. Si en particulier ¢ est
Iinjection canonique dans C™ d’une variété V plongée dans C”, on dit, quand cette
derniére condition est satisfaite, que V est d’aire finie. Il y a donc une structure
de BERGMANN sur toute variété d’aire finie plongée dans une partie relativement
compacte de C™; il en est ainsi, par exemple, de toute partie ouverte relativement
compacte V d’une variété W plongée dans C™.

Soit enfin V' une variété analytique complexe possédant une structure de BERG-
MANN. Celle-ci est invariante par tous les automorphismes analytiques complexes
de V; il en est donc de méme du ds? qui lui est associé, et par suite aussi de la
distance géodésique défini par celui-ci (DE RHAM, [10, §27]). Considérons alors un
groupe G d’automorphismes analytiques complexes de V' satisfaisant a la condition
suivante

(Do) Tout point x € V' a un voisinage U tel que s(x) ¢ U pour tout s € G autre
que ’élément neutre. On vérifie facilement, au moyen de I'invariance de la distance
géodésique, que G satisfait alors aussi a la condition (D) du §3.3 (c’est-a-dire est
« proprement discontinu sans point fixe »), et que de plus Iespace quotient V/G
est séparé. Il s’ensuit, en vertu des résultats du §3.3, qu'on peut définir sur V/G
une structure analytique complexe et une structure kidhlérienne quotient par G de
celle de BERGMANN sur V. Ces notions jouent un role important dans la théorie
des fonctions automorphes.

4. VARIETES COMPACTES DE TYPE KAHLERIEN

4.1. Onsait (de RHAM [10, § 31, th. 23]) que, sur un espace de RIEMANN compact,
on peut définir des operateurs H, G satisfaisant aux relations

dH = Hd =0, 6H = H5 = 0

(4.1) GH=HG=0,1=H+AG=H+GA

ou 1 désigne l'opérateur identique. Ce sont des opérateurs homogénes de degré 0,
c’est-a-dire que, si « est une forme différentielle de degré p, il en est de méme de
Ha et de Ga; ce ne sont pas des opérateurs locaux, c’est-a-dire que, si « s’annule
dans un ouvert, il n’en est pas nécessairement de méme de Ha et Ga.

La plupart des propriétés des opérateurs H et G se déduisent d’une maniére
purement formelle des relations (4.1).

Lemme 4.1. On a HA = AH = 0; les quatre relations (i) Aa =0, (ii) « = Ha,
(iii) da = 6 = 0 et (iv) Ga = 0 sont équivalentes; et on a H*> = H.

La premiére assertions est une conséquence immédiate de (4.1). On voit immé-
diatement aussi, au moyen de (4.1), que (¢) entraine (i7) et que (i¢) entraine (i7i) ; et
(#i1) entraine évidemment (7). De méme, il est clair (iv) entraine (i7) ; (i¢) entraine
AGa = 0 d’aprés (4.1) ; comme on a, d’aprés (4.1), Ga = H(Ga)+GA(Ga), et que
HG =0, (i) entraine donc bien (iv). Enfin, comme A(Ha) = 0,ona Ha = H(Ha)
puisque (i) et (1) sont équivalentes; donc H? = H.

Lemme 4.2. Pour qu’on ait o = + Ay avec AB =0, il faut et il suffit qu’on ait
B=Ha, A(y—Ga)=0
De plus, on a alors v = Hy + Ga.
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La condition est suffisante d’aprés (4.1). Si a« = §+ Ay, on a Ha = HJf, donc
Hoa = si A =0;o0n a alors aussi « = 8+ AGa, donc A(y — Ga) = 0. De plus,
on a Ga = G(B+ A7), donc Ga = GA~v d’aprés le lemme 4.1 ; la derniére assertion
résulte de 1a et de v = Hy + GA~.

Lemme 4.3. Sur un espace de RIEMANN compact V, soit F une application de
lensemble des formes différentielles sur V' dans lui-méme qui soit additive et per-
mutable avec A (c’est-a-dire qu'on a F(a + 8) = F(a) + F(8), FAa = AF«
quelles que soient a, B). Alors F' est permutable avec H et G. En particulier, G est
permutable avec d et .

On a en effet Fa = F(Ha + AGa), ce qui s’écrit, en appliquant les hypothéses
faites sur F', Fa = FHa+ AFGa. Mais, aussi en vertu de I’hyopothése faite sur F,
ona A(FHa) = FAHa = 0 Le lemme 4.2 appliqué & Fa montre qu’on a FHa =
H(Fa), c’est-a-dire que F' et H sont permutables, et aussi que FGa = H(FGa) +
G(Fa). Mais, comme F et H sont permutables, on a H(FGa) = FHGa = 0, donc
FGa = GFa, ce qui achéve la démonstration.

Lemme 4.4. Pour qu’on ait « = 8+ dn+dw, avec AP =0, il faut et il suffit qu’on
ait

B=Ha, dn-—0Ga)=0, §w-—dGa)=0
Si de plus on a on = 0, on an = Hn+ §Ga; de méme, si dw = 0, on a w =
Hw + dGa.

La condition est suffisante d’aprés (4.1). Réciproquement, si 'on a o = 8+ dn +
dw, on a, en appliquant H aux deux membres, Ho = Hf, donc Ha = 5 si A =0
d’aprés le lemme 4.1. Appliquant aux deux membres de la méme relation ’opérateur
ddG, qui d’aprés le lemme 4.3 n’est autre que Gdd, on obtient, si § = Ha :

déGa = Gdédn = GAdn = (1 — H)dn = dn;

et de méme ddGa = dw en appliquant §dG = Gdd aux deux membres. Enfin on a,
sion=20:

GAn = Gédy = G3(ddGa) = GASGa = (1 — H)JGa = §Ga,

d’oui la derniére assertion sur 7 en vertu de (4.1); Uassertion analogue au sujet de
w se démontre de méme.

4.2, Sur un tore muni d’un ds? invariant par translation, on peut écrire les opéra-
teurs H, G explicitement sans avoir recours a la théorie générale des formes harmo-
niques. En effet, un tel tore, 8’il est de dimension (réelle) m, peut toujours s’identifier
au quotient E/D d’un espace euclidien E de dimension m par un sous-groupe dis-
cret D de E de rang m. Soit < x,y > le produit scalaire des vecteurs x,y dans
E'; supposons choisi un systéme de coordonnées tel qu'on ait < z,z >= ), x?.
Par abus de langage, on identifiera toute fonction et toute forme différentielle sur
E/D avec son image transposée sur E. Toute fonction sur E/D sera ainsi identifiée
avec une fonction sur E admettant pour périodes tous les vecteurs d € D ; une telle
fonction se développe, comme il est bien connu, en série de FOURIER *

(4.2) f=> a(s)e(< s,z >)

seD’

1. Ici, comme dans tout ce qui suit, on a posé e(t) = 2™,
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ou D’ est le groupe des s € E tels que < s,d > soit entier quel que soit d € D. Les
coeffients a(s) sont donnés par les formules de FOURIER

a(s) = Mg/p (f(x)e(— < 8, >)) = (v)e(— < s,x >)dx
E/D
ou M désigne la valeur moyenne sur le tore, prise au moyen de 1’élément de volume
invariant dz; ...dz,,. Les fonctions que nous considérons étant toujours implicite-
ment supposés de classe C'*°, leurs séries de FOURIER sont absolument et uniformé-
ment convergentes ainsi que toutes celles qu’on en déduit par différentiation terme
a terme.

Raisonnant comme au §§3.3 et 3.4, on voit que les dx; sont images transposées
de formes différentielles de degré 1 sur E/D, invariantes par translation, formes
qu’on notera encore dx; d’aprés les conventions ci-dessus. Dans ces conditions, le
ds* donné sur E/D sécrira y_,dz?. Toute forme différentielle sur E/D s’écrira
alors comme somme de termes fdwz;, A---Adx;,, ou f est développable en série de
FOURIER.

Les opérateurs d,d, A, étant de nature locale, s’exprimeront dans E/D exacte-

ment comme dans E'; en particulier, on aura (DE RHAM [10, §26]):
A(fd:z:il/\-n/\dxip):— Z@ dxil/\"'/\dl‘ip
— Oz

Définissons alors des opérateurs H, G comme suit. Pour une fonction f donnée par
sa série FOURIER (4.2), on posera

Hf =a(0) =Mgp(f), Gf=@2m)2 ) <ss>'a(s)e(<s,z>)
seD’
s#0
ou il est immédiat que la série qui définit Gf est uniformément convergente et
indéfiniment différentiable terme & terme s’il en est ainsi de la série (4.2), comme
nous le supposons. On posera aussi

H(fd!Ell VANREIRWAN d!Eip) = (Hf)d!L‘“ VANEEIWAN d.’)ﬁip,
G(fdl‘il VAKERIVAN dl‘ip) = (Gf)dl‘zl VANCERIVAN dl‘ip,

et on étend la définition de H, G a toutes les formes a partir de 1a par linéarité.
La vérification des relation (4.1) est immédiate (en ce qui concerne les relations
0H = H§ = 0, on peut, au lieu de les vérifier directement, les déduire des relations
dH = Hd = 0 et xH = Hx). On notera que H est indépendant du choix du ds? sur
le tore, pourvu que celui-ci soit invariant par translation.

Par conséquent, les appplications que nous ferons de ce qui précéde aux tores
complexes (en particulier dans la démonstration du théoréme 4.10 ci-dessous, et
surtout au §6) sont essentiellement indépendantes de la théorie globale des formes
harmoniques ; elles reposent en définitive sur les résultats locaux établis dans les
chapitres précédents et sur la théorie élémentaire des séries de FOURIER.

En vue de leur utilisation au §6, nous formulerons sous forme de lemme une
partie des résultats qu’on vient d’obtenir :

Lemme 4.5. Sur un tore muni d’un ds® invariant par translation, les formes har-
moniques sont les formes invariantes par translation ; elles constituent un anneau
gradué qui est engendré par 1 et par ses éléments de degré 1.
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4.3. Bien entendu, les opérateurs H et G s’étendent par linéarité aux formes dif-
férentielles & valeurs complexes.

Théoréme 4.6. Sur une variété kahlérienne compacte, les opérateurs H et G as-
sociés a la structure riemannienne sous-jacente & la structure kdhlérienne de la
variété sont permutables avec tous les opérateurs de l’algébre engendrée par *,d, L

et les Py p ; en particulier, ils sont bithomogénes de bidegré (0,0) et sont permutables
avec C,A,d',d",6,d,0".

C’est une conséquence immeédiate du lemme 4.3 ci-dessus et du corollaire 2.12.

Corollaire 4.7. Sur une variété kihlérienne compacte, on a d°H =0, §H = 0,
dH=d"H=0,8H=0H=0.

En effet, dH = 0 entraine d® H® = 0; H étant permutable avec C, ona H¢ = H.
De méme 6“ H = 0. Le reste suit de 1a immédiatement.

Corollaire 4.8. Sur une variété kdhlérienne compacte, les lemmes J.1 et 4./ restent
valables si 'on y remplace d,§ soit par d’, 28, soit par d”,25".

Rappelons qu’on a A = 2d'6’ +26’d’ (formule (2.10) du th. 2.11). Tenant compte
alors du th. 4.6 ci-dessus et de son cor. 4.7, on voit que la démonstration des lemmes
4.1 et 4.4 s’applique telle quelle si on y remplace d,§ par d’, 25’ ou par d”,246"”.

Corollaire 4.9. Soit n une forme de bidegré (p,0) sur une variété kihlérienne
compacte. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes : (i) n est fermée;
(i) n est holomorphe ; (iii) 1 est harmonique.

Ces propriétés s’écrivent respectivement dn = 0,d"'n = 0,An = 0. On a dé¢ja
remarqué (au §2.3) que (i) entraine (i7) sur toute variété quasi-complexe intégrable.
Sur toute variété kithlérienne, compacte ou non, §” est de bidegré (0, —1), de sorte
qu’on a, pour toute forme 1 de bidegré (p,0), 6”"n = 0, d’ou An = 2§"d"n d’aprés
le th. 2.11; par suite, dans ces conditions, (i¢) entraine (ii¢). Enfin, (ii¢) entraine
(i) d’apreés le lemme 4.1 si la variété est compacte.

L’exemple de I'espace hermitien montre que la conclusion du corollaire 4.9 n’est
pas valable pour une variété kdhlérienne non compacte ; déja pour p = 0 il existe sur
un tel espace des fonctions harmoniques qui ne sont ni constantes ni holomorphes.
D’autre part, il peut exister, sur une variété compacte & structure complexe, des
formes holomorphes non fermées. Par exemple, soit G le groupe « triangulaire res-
treint » sur C, formé des matrices Z = ||z | (1t,v = 1,...,n) sur C telles que
Zyy = 1lpour 1 < p<netz, =0pourl <v<pu< N;soit gle groupe
formé des matrices de G' dont tous les éléments sont des entiers du corps Q(v/—1);
¢’est un sous-groupe discret de G, de sorte que G est un revétement de G/g, et on
voit facilement que G/g est compact ; d’aprés le §3.3, on peut définir sur G/g une
structure complexe, quotient par g de celle de G. Les coefficients (,,,, de la matrice
Z~'dZ sont les formes différentielles invariantes a gauche sur G ; ce sont des formes
holomorphes de bidegré (1,0); raisonnant comme au §3, on voit immédiatement
qu’on peut les considérer comme images transposées, par I’application canonique
de G sur G/g, de formes holomorphes ¢, sur G/g. De plus, dés que n > 3, G n’est
pas commutatif ; d’aprés la théorie des groupes de LIE, il s’ensuit que les formes (.,
ne sont pas toutes fermées; donc il y a au moins une forme non fermée parmi les

;“,. D’apreés le cor. 4.9 G/g est donc un exemple d’une variété compacte a structure
complexe qui ne peut étre muni d’une structure kiahlérienne.

n°3
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n°4 4.4. Avant d’aller plus loin dans I’étude des variétés kidhlériennes compactes, nous
nous servirons des résultats que précédent pour montrer que, dans la prop. 2.6,
I’hypothése d’analyticité de la forme w est superflue.

Théoréme 4.10. Soit V' une variété o structure complexe. Soit w une forme dif- Th. 2
férentielle définie dans un voisinage U d’un point x de V et telle que dw = 0

dans U. Alors il y a un voisinage U’ de x dans U ou w peut s’écrire sous la forme
w=d'n+ ¢, ¢ étant une forme holomorphe dans U’.

Le théoréme étant de nature purement locale, il suffit de le démontrer sur une
variété complexe arbitrairement choisie, par exemple sur un tore kidhlérien. Suppo-
sons donc que V soit un tel tore, et que U soit un voisinage ouvert de x € V'; soit ¢
une fonction (indéfiniment différentiable) sur V', a support contenu dans U, et égale
a 1 dans un voisinage Uy de « (DE RHAM [10, §2, lemme]) ; soit w; la forme égale a
ow dans U et 8 0 dans V —U. On aura w; = wo +d' o, avec wy = Hw; +28'd'Guw; et
a = 20Gwi. On a alors d'wy = d'wy et d’wy = 0, et par suite Awy = 26’d'wq, donc
en particulier Aws = 0 dans Uy puisque w; coincide avec w dans Uy et y satisfait
donc & d'w; = 0. D’aprés DE RHAM [10, §34], ou simplement d’aprés la théorie
classique des fonctions harmoniques dans ’espace euclidien, on en conclut que ws
est analytique au sens réel dans Uy ; comme dans Uy on a d'ws = 0, on peut donc
appliquer & wsy la prop. 2.6, d’ou la conclusion.

Corollaire 4.11. Les hypothéses étant celles du théoréme 4.10, supposons de plus Cor. 1
que w soit bihomogene de bidegré (a,b) avec a > 1; alors il y a un voisinage de x
ot w peut s’écrire w = d'n, n étant bihomogéne de bidegré (a — 1,b).

Ecrivons en effet w = d’'n + ¢, ¢ étant holomorphe ; on conclut immédiatement
de 1a que w = d'(Py—1,m). 72

Corollaire 4.12. Sur une variété complexe V, soit Q) une forme différentielle réelle Cor. 2
fermée, bihomogeéne de bidegré (1,1). Alors tout point x de V a un voisinage dans
lequel on peut écrire Q = id'd"®, ® étant une fonction a valeurs réelles.

En effet, puisque dQ2 = 0, il y un voisinage de = ol on peut écrire Q) = dw, w
étant une forme réelle de degré 1. Posons o = P gw, dott & = Ppjw, w = a+ @,
et par suite

Q=dla+a)=da+ (d"a+da)+d a.
Les trois termes du dernier membre sont respectivement de bidegrés (2,0), (1,1) et
(0,2); comme  est de bidegré (1, 1), ils sont donc respectivement égaux a 0, €, 0.
Comme d'a = 0, le corollaire 4.11 montre qu’il y a un voisinage de z ou on peut
écrire a = d'p; on a done, en vertu de la relation d"d’ = —d'd"” :

Q=d"a+da=dd"(g— ).

Donc € est bien de la forme annoncée, avec & = i(p — @).

4.5. Nous allons maintenant appliquer nos résultats généraux a I’étude des pro- n°5
priétés homologiques des variétés kiahlériennes compactes.

On étendra d’une maniére évidente les définitions posées dans DE RHAM [10, §18],
aux formes différentielles a valeurs complexes. On écrira o ~ o’ quand les formes
a, o’ sont homologues, c¢’est-a-dire quand il existe S tel que oo — o/ = d3. On notera
Cl(a) la classe de cohomologie d’une forme fermée «, c’est-a-dire ’ensemble des
formes qui lui sont homologues. L’espace vectoriel sur C des classes de cohomologie
sur la variété V sera noté S (V) ; il est somme directe des espaces J#P(V) formés
respectivement par les classes homog énes de degré p; la dimension de J#? (V) sera
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noté h?(V); au lieu de J#P(V), h?(V), on écrira souvent J#P hP. Si a = Cl(a),
on notera a la classe Cl(a). Sia =a,onaa = Cl((a+&)/2); donc a = a est
nécessaire et suffisant pour que a contienne une forme réelle; on dit en ce cas que
la classe a est réelle. Si a = Cl(a),b = CI(8), on posera a Ab = Cl(a A S);
cette loi de composition est le cas particulier, relatif aux coefficients complexes, du
« cup-product » des topologues professionnels.

Lemme 4.13. Soit a une forme fermée sur un espace de RIEMANN compact V.
Alors Ha ~ «a; et Ha est l'unique forme harmonique homologue a a. Si o est
aussi une forme fermée sur V, les relations a ~ o', Ha = Ha' sont équivalentes.

Onaa=Ha+déGa+ddGa; comme G et d sont permutables, le dernier terme
est nul si da = 0; on a donc bien alors a ~ Ha. Si o = 4 d~y avec § hamronique,
alors, d’aprés le lemme 4.1 on a 8 = Ha. On conclut de ce qui précéde que, si o’ est
aussi fermée, o ~ o' est équivalent & Ha ~ Ha/, puis que cette derniére relation
entraine Ho = Hdo/'.

Soit a une classe de cohomologie sur une variété riemannienne compacte ; d’aprés
le lemme 4.13, quel que soit « € a, Ha sera I'unique forme harmonique de classe a;
cette forme sera désignée par Ha. L’application a — Ha est un isomorphisme de
lespace vectoriel (V) sur l'espace des formes harmoniques sur V. En général le
produit de deux formes harmoniques n’est pas harmonique ; mais, si V' est telle que
ce soit toujours le cas (par exemple si V est un tore & ds? invariant par translation),
alors a — Ha est aussi un isomorphisme pour la loi de composition A.

Soit V' une variété a structure quasi-complexe intégrable ; on dira qu’'une classe
de cohomologie réelle de degré 2 sur V est de type kdihlérien si elle contient une
forme fermée, bihomogéne de bidegreé (1,1), positive non-dégénérée en tout point de
V. On dira que V est de type kdhlérien s’il existe sur V une classe de cohomologie
de type kidhlérien, ou, ce qui revient au méme, si on peut munir V' d’une structure
kdhlérienne compatible avec sa structure quasi-complexe; comme le montrent les
exemples du §4.3, il existe des variétés compactes & structure complexe qui ne sont
pas de type kihlérien.

Sur une variété compacte V' de type kdhlérien, on conviendra de dire qu’une
classe de cohomologie est bihomogéne de bidegré (a,b) si elle contient une forme
bihomogéne de ce bidegré; on désignera par #%*(V), ou simplement par J#%°,
I'espace vectoriel sur C des classes bihomogénes de bidegré (a, b), et par h**(V) ou
simplement A%? la dimension de cet espace. Les formes holomorphes sur une telle
variété V seront dites formes de premiére espéce ; d’aprés le corollaire 4.9, une telle
forme est nécessairement fermée; et, d’aprés ce méme corollaire et le lemme 4.13,
toute classe bihomogene de bidegré (p,0) contient une forme de premiére espéce et
une seule ; on peut donc identifier canoniquement #79(V) avec I’espace vectoriel
des formes de premiére espéce de degré p sur V, et h?°(V) ets la dimension de
ce dernier espace. Il est clair que les formes de premiére espéce sur V' constituent
un anneau; il s’ensuit que la somme directe des J#7°(V) est une sous-algébre de
H(V), considéré comme algébre sur C pour le produit a A b.

Théoréme 4.14. L’espace de cohomologie 7€ (V') d’une variété compacte V' de type
kihlérien est somme directe des espaces #°(V'). Dans toute classe de cohomologie
a surV, il y a au moins une forme « telle que d°a = 0, forme qu’on peut choisir
réelle si a est réelle; si o est une telle forme, les formes P, o sont fermées, et
les classes Cl(P, ) sont les composantes de a dans la décomposition de (V)
suivant les A0 (V).
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Munissons V' d’une structure kdhlérienne compatible avec sa structure quasi-
complexe. Soit a € #(V); alors la forme Ha appartiendra a a et satisfera a
d°(Ha) = 0 (cor. 4.7); si a est réelle, Ha sera réelle. Soit a une forme de classe
a telle que da = 0; comme on a aussi do = 0, on aura d'a = 0,d"a = 0; si les
Qqp = Py pa sont les composantes bihomogenes de «, les formes d'ayp et d”aq
seront respectivement celles de d'a et de d”a et seront donc toutes nulles, ce qui
donne dag,, = 0 quels que soient a,b; donc a est somme des classes bihomogénes
Cl(a,p). De plus, H étant permutable avec P, p, les composantes bihomogénes de
Ha sont les formes H(aqp); si donc a = 0, d’ott Ha = 0 (lemme 4.13), on aura
H(ag,p) = 0 quels que soient a, b, donc (lemme 4.13) Cl(aygp) = 0. Ceci montre que
la décomposition de (V) en somme des % (V) est directe.

Si a est une classe de cohomologie, on notera P, pa ses composants suivant .7 ab,
si donc « est une forme de classe a telle que d°a = 0, on aura P,pra= Cl(Pyp0);
on posera de méme, dans ce cas, Ca = Cl(Ca); il reviendrait au méme de définir
Popérateur C' sur (V) au moyen de la formule (1.4). Ici encore, C' est un opéra-
teur réel, et on a C? = w, w étant 'opérateur tel que wa = (—1)Pa chaque fois que
a est une classe de degré p. On observera qu’un espace vectoriel sur R, de dimen-
sion finie, ne peut admettre d’endomorphisme de carré —1 que si sa dimension est
paire; en effet, au moyen d’un tel endomorphisme ¢, on définira sur cet espace une
structure d’espace vectoriel sur C en posant (£ + in)x = £x + nex quels que soient
£ € R,n € R. Cette remarque, appliquée aux espaces des classes de cohomologie
réelles de degré p impair sur V, montre que ceux-ci sont de dimension paire sur
R ; comme cette dimension n’est autre que la dimension hP(V) de J#P(V) comme
espace vectoriel sur C, on voit donc que h? (V') est pair chaque fois que p est impair.
C’est 14 aussi une conséquence directe du théoréme 4.14, qui montre que I'on a, quel
que soit p

(4.3) (V)= > h(V)

a+b=p
pourvu qu’on remarque qu’on a évidemment h®® = h®? quels que soient a, b.
Théoréme 4.15. Sur une variété compacte V' de type kdhlérien, l’opérateur C' est

un automorphisme de Uespace (V) considéré comme algébre par rapport a la loi
de composition .

Soient en effet, a,b deux classes de cohomologie ; soient o € a, 3 € b tels que
da =0,d°3 = 0. On aura alors Ca = Cl(Ca),Cb = CI(Cp), et par suite
(Ca) A (Cb) =Cl(CanCB)=Cl(C(anp))=C(anb)
puisque d°(a A B) = 0.

4.6. Soit u une classe de cohomologie de type kéihlérien sur une variété compacte
V' a structure quasi-complexe intégrable. On conviendra de définir un opérateur L
sur (V) en posant La = u A a. On dira qu’une classe de cohomologie a de degré
p est primitive relativement ¢ usion ap <n et L Ptla=0.

Théoréme 4.16. Soient V une variété compacte de type kdhlérien de dimension
complexe n, et u une classe de cohomologie de type kihlérien sur V. Alors toute
classe de cohomologie a de degré p sur V' peut se mettre, d’une maniére et d’une
seule, sous la forme

(1.4) a= Y Ia.
r>(p—n)*t

ot les a, sont des classes primitives relativement a u, de degrés respectifs p — 2r.
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Munissons V' d’une structure kéhlérienne dont la forme fondamentale soit de
classe u. La possibilité de mettre a sous la forme (4.4) découle immédiatement du
résultat analogue pour les formes harmoniques, c¢’est-a-dire du corollaire 2.13, ainsi
que la caractérisation des multicovecteurs primitifs donnée par le corollaire 1.6.
Pour démontrer 'unicité, supposons (4.4) vérifiée avec a = 0. Posons a, = Ha, ;
on a alors Y L"a, ~ 0, et aussi, puisque les classes a, sont primitives de degrés
respectifs p — 2r, L*Pt27+t1g, ~ 0. Puisque A et L sont permutables, les premiers
membres de ces relations sont des formes harmoniques ; étant homologues a 0, ils
doivent donc s’annuler. Mais alors les résultats des §§1 et 2 qu’on vient de citer
montrent d’abord que les «,- sont primitives, puis qu’elles sont nulles.

Corollaire 4.17. Les hypothéses étant celles du th. 4.16, l'opérateur L™P déter-
mine, pour p < n, un isomorphisme de P (V) sur A#*"~P(V).

11 suffit, pour le voir, d’écrire (4.4) en y substituant 2n — p a p.

D’aprés la définition des classes primitives, les composantes bihomogénes d’une
classe primitive sont encore primitives. Les hypothéses étant celles du théoréme
4.16, convenons de désigner par 2%°(V, u), ou simplement par 2%° l'espace des
classes de cohomologie primitives bihomogenes de bidegré (a,b) et par p@P(V, u) ou
p»® sa dimension sur C. Le théoréme 4.16 exprime que (V) est somme directe
des espace L"(2%%) pour a + b+ 1 < n, et que #**(V) est somme directe des
espaces L*(2*%"=%) pour s > (a +b—n)t, s < a, s < b; en méme temps,
il montre que l'application L" de &% sur L"(£%?), pour a + b+ r < n, est
bijective. On conclut aussitét de 1a que le noyau de l'application L de %" sur
L(#%Y) est Latb—n(gzn=bn=a) et se réduit donc & 0 si a +b < n; on voit en
méme temps que FTL0FL est somme directe de L(#%Y) et de £29TL0+1 En
particulier, I'application L de s#%" dans s#%+t1:0%1! est injective pour a +b < n, de
sorte qu’on a h®? < hotb+1 chaque fois que a+ b < n, et par suite aussi h? < hP+?2
chaque fois que p < n; plus précisément, on a hotbtl = pab 4 patlbtl phoyy
a+b<n.

L’espace (V) étant somme directe des espaces L” (2% pour a+b+r < n, on
définira des opérateurs * et A sur (V) en posant, chaque fois que a € 2%*(V,u)
etquea+b=p,p+r<n:

p(pt+1l) 7! —p—
7 49 b [P
(n—p—r)!

AL"a) =r(n—p—r+1)L"'a.

“(L7a) = (1)

)

Bien entendu, ces opérateur, de méme que L, dépendent du choix de la classe u,
tandis que P, ; et C dépendent seulement de la structure quasi-complexe de V.

Théoréme 4.18. Soient V' une variété de type kihlérien, u une classe de type
kdhlérien sur V, et Q une forme de classe u définissant sur V. une structure kdhlé-
rienne. Les opérateurs L, A, x étant définis au moyen de u sur (V) et au moyen
de Q sur l’ensemble des formes différentielles sur V', Uapplication a — Ha de (V)
sur l’ensemble des formes harmoniques sur V est un isomorphisme lorsque ces deuz
ensembles sont considérés comme espaces vectoriels & opérateurs par rapport aux
opérateurs Py p, C, L, A, *,w ; cet isomorphisme applique les classes primitives rela-
tivement a u sur les formes harmoniques primitives.

C’est une conséquence immédiate des résultats précédents et de ceux du §1. On
en conclut que toutes les relations entre ces opérateurs qui ont été obtenues au §1 et
§2 restent valables pour les opérateurs analogues qu’on vient de définir sur 52 (V).
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Corollaire 4.19. L’opérateur * induit sur %* (V) un isomorphisme de #%*(V)
sur A"V et on a

ha,b _ hb,a _ hn—b,n—a — hn—a,n—b

4.7. Si V est une variété compacte orientée de dimension réelle m, toute forme
a de degré m est fermée sur V, et le théoréme de STOKES (DE RHAM, [10, §5])
montre que o ~ 0 entraine [« = 0, Pintégrale étant prise sur V ; la réciproque est
d’ailleurs vraie si V' est connexe. Si a est une classe de cohomologie de dimension
m, on notera I(a) la valeur commune des intégrales [ o pour @ € a. Si a est une
classe de cohomologie de degré # m, on posera I(a) = 0 par définition ; et on étend
I a partir de 1a, par linéarité, a tout 'espace 52 (V). On écrit souvent I(a, b) au lieu
de I(aAb). Si V est a structure quasi-complexe, il est immédiat que [Ca = [«
quelle que soit la forme a de degré m, d’ott on conclut que I(Ca) = I(a) sur une
variété de type kihlérien.

Théoréme 4.20. Les hypothése étant celles du théoreme 4.18, on a
I(a,*b) = I(b,*a); I(a,*a)> 0 pour a # 0.

D’aprés la définition de I, on a I(a, *b) = 0 chaque fois que a et b sont homogénes
et ne sont pas de méme degré, de sorte qu’il suffit de faire la démonstration pour
des classes a, b homogénes de méme degré. Posons a = Ha,3 = Hb; d’aprés le
théoréme 4.18, on aura xa = H(xa), %8 = H(x3). Le théoréme résulte alors de ce
qu’on a

aAxf=FAN*xa; aAxa>0
quelles que soient les formes «, 8 de méme degré, et que a A *@ ne peut s’annuler
partout que si « =0 (DE RHAM, [10, §24]).

Corollaire 4.21. Avec les mémes hypotheéses, soient a,b deux classes de cohomo-
logie de méme degré p, données par leurs expressions canoniques

a= Z L"a,, b= Z L"b,,
r=(p—n)*t r=(p—n)*t

ot, pour chaque r, a, et b, sont des classes primitives de degré p — 2r ; posons

Ab)= > (~)"F T I P Aa, Aby),

r>(p—n)*

les p, étant des constantes > 0. Alors A(a, b) est une forme bilinéaire sur 7P (V),
et l'on a

A(b,a) = (—1)?A(a, b), A(Ca,Cb) = A(a,b),

A(a,Cb) = A(b, Ca), A(a,Ca) > 0 pour a#0

La premiére relation est évidente ; la seconde résulte du théoréme 4.15. D’autre
part, il résulte immédiatement de la définition de * qu’on a :

A(a,Cb) = Z (n—p+n)!

r!
T

wrI(L"a,., %L b,.),

d’otll les deux derniéres relations en vertu du théoréme 4.20.

Enfin chaque fois qu’on a une variété compacte V' de dimension réelle paire 2n,
on peut considérer la forme bilinéaire I(a,b) sur S7(V), qui est symétrique ou
alternée suivant que n est pair ou impair. Cette forme étant réelle quand a, b sont
réelles, on peut, comme il est bien connu, choisir pour J#"(V'), quand n est pair,
une base (a,) de formes réelles telles que I(a,,a,) = 0 pour p # v; si on désigne
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alors par m’ (resp. m’) le nombre de valeurs de p pour lesquelles I(a,,a,) est
> 0 (resp. < 0), m’ et m” sont indépendants de ce choix d’une base d’apreés la loi
d’inertie ; on dit que la forme bilinéaire symétrique I(a,b) est de type (m’,m”) et
a lindice d’inertie m' —m/ .

Théoréme 4.22 (« Théoréme de HODGE »). Soit V' une variété de type kihlérien,
de dimension complexe paire n. Alors la forme bilinéaire symétrique I(a,b) sur
(V) est non-dégénérée et a pour indice d’inertie :

(V)= (~)*h**(V) = > (=1)*h**(V)

a,b a=b(2)

En effet, s#7 (V) est somme directe des espaces L™ (2%, avec a + b+ 2r = n;
et, pour a € L"(#%"), a + b+ 2r = n, on a, d’aprés la définition de *, *a = iVa,
avec

v=(a+b(a+b+1)+a—b=n>+2a—4r(n—71),

et cela quelle que soit la parité de n; pour n pair, on a donc alors *a = (—1)%a.

Supposant dorénavant n pair, désignons par S’ (resp. #"') la somme des espaces
L"(2%°) pour a +b+2r = n,a = 0 (mod 2) (resp. pour a +b+2r = n,a = 1
(mod 2)). Sia’ € #,a"” € #", onaxa’ =a’, xa” = —a”; le théoréme 4.20, joint
au fait que I(a, b) est symétrique sur 2" (V'), montre qu’on a alors I(a’,a”) = 0; il
montre aussi que, si de plus a’ et a” sont réelles et # 0, I(a’,a’) > 0et I(a”,a”) < 0.
L’espace s (V') étant somme directe de S’ et J#", et ceux-ci étant leurs propre
imaginaires conjugués, on peut prendre pour S (V) une base réelle formée d’une
base de 5’ et d’une base de 5" ; si donc m', m” sont les dimensions de 5#’, 7",
I(a,b) est de type (m',m”). Comme m’+m' est la dimension de 52" (V), la forme
I(a,b) est non-dégénérée (ce qui est d’ailleurs aussi une conséquence bien connue
de la « dualité de POINCARE »). De plus, m’ est donné par la formule

m' = Z pa,b — Z (ha,b _ ha—l,b—l) —
)

a=b=0(2 a=b=0(2)
a+b<n a+b<n
— E h(lqb _ E ha,b
a=b=0(2) a=b=1(2)
a+b<n a+b<n—2

On a une formule analogue pour m”, avec a = b = 1(2) remplagant a = b = 0(2),
et vice versa, dans les sommations. Compte tenu du théoréme 4.18, la formule pour

m'" peut aussi s’écrire
m// — 2 : ha,b _ 2 : ha,b’
a=b=1(2) a=b=0(2)
a+b>n a+b>n—+2

d’out la formule du théoréme 4.22.

On observera que les résultats des §84.5, 4.6, 4.7 ci-dessus fournissent un certain
nombre de conditions nécessaires pour qu’une variété compacte & structure com-
plexe soit de type kihlérien. Par exemple, d’aprés le corollaire 4.17, il faut pour cela
qu’il y ait une classe u de degré 2 telle que I'application a — u” P A a détermine
un isomorphisme de P sur 72" P chaque fois que p < n, n étant la dimension
complexe de la variété; c’est méme la une condition purement topologique, qui ne
fait pas intervenir la structure complexe. On a aussi signalé au passage le fait que,
sur une telle variété, h? est pair pour tout p impair. D’autres conditions, faisant
intervenir la structure complexe, résultent par exemple des th. 4.14 et 4.15, et du
corollaire 4.19.
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4.8. Jusqu’ici, nous avons fait usage exclusivement de la cohomologie a coefficients
réels ou complexes; mais, surtout dans les applications & la géométrie algébrique
de la théorie exposée ici, la cohomologie entiére et la cohomologie rationelle jouent
un réle important. Rappelons briévement comment on peut introduire ces notions
classiques sans quitter le point de vue ot nous nous sommes placés jusqu’ici (pour un
exposé rapide, congu dans un esprit un peu différent, le lecteur pourra se reporter a
mon article Sur les théorémes de de Rham [13, 11, 1952a, p. 17]). Soit V une variété
de dimension (réelle) m. La notion de classe de cohomologie s’étend d’elle-méme
au courants sur V (DE RHAM, [10, §§18 et 23]); cette extension ne modifie pas
les espaces de cohomologie, puisque tout courant fermé est homologue & une forme
différentielle et que toute forme homologue & 0 en tant que courant 1’est aussi en
tant que forme (10, §18]). Les chaines peuvent étre considérées comme des courants
d’une espéce particuliere ([10, §6]) ; et un raisonnement analogue a celui qu’on vient
de rappeler montre que la cohomologie définie au moyen des chaines ne différe pas
de celle qui est définie au moyen des courants ou au moyen des formes ([10, §23]).
Tout cela s’étend trivialement aux formes et courants & valeurs complexes et aux
chaines a coefficients complexes. On dira qu'une classe de cohomologie est entiére
(resp. rationnelle) si elle contient un courant qui soit une chaine a coefficients entiers
(resp. rationnels). On démontre que le produit a A b de deux classes entiéres est
une classe entiére; autrement dit, les classes entiéres forment un sous-anneau de
l’anneau de cohomologie .77 (V') ; il en est donc de méme des classes rationnelles. On
dira qu'un opérateur sur (V) est rationnel il transforme toute classe rationnelle
en une classe rationnelle. Par exemple, si u est une classe rationnelle, 'opérateur
a — u A a est rationnel.

A partir de maintenant, bornons-nous au cas ou V' est compacte. Il est immédiat
alors que toute chaine peut s’écrire comme somme finie ), &,C,, ot les C,, sont des
chaines & coefficients entiers et ot les coefficients &, sont linéairement indépendants
sur le corps Q des rationnels ; pour qu’une telle chaine soit fermeée, il faut et il suffit
que chacune des chaines C,, le soit. Donc 'espace (V') est engendré pas les classes
rationnelles. On voit de méme que, si des classes rationnelles sont linéairement
indépendantes sur Q, elles le sont aussi sur R et sur C. Il s’ensuit que les classes
rationnelles de degré p forment, quel que soit p, un espace vectoriel de dimension
h?(V) sur Q, et qu’une base de cet espace est aussi une base de P (V) sur C. On
démontre de plus que les classes entiéres de degré p forment un sous-groupe discret
de P (V'), groupe qui est donc libre de rang h? (V).

Si «a est une forme différentielle fermée de degré p, on appelle période de «
I'intégrale de « sur une chaine fermée entiére de dimension p; en particulier, si «
est de degré m, et si V est orienté, l'intégrale de a sur V' est une période de V. On
démontre que, pour qu'une forme fermée soit de classe entiére, il faut et il suffit
que toutes ses périodes soient entiéres; par exemple, si V est orienté et si a est une
classe entiére de degré m, I(a) est entier. Il résulte, comme de ce qui précéde que,
si ¢ est une application (indéfiniment différentiable, comme toujours) d’une variété
compacte W dans la variété compacte V, et si « est une forme fermée de de classe
entiére sur V', son image transposée ¢*« est de classe entiére sur W. Des résultats
analogues sont valables bien entendu pour les classes rationnelles.

On appellera variété de HODGE toute variété compacte a structure quasi-complexe
intégrable sur laquelle il existe une classe de cohomologie rationnelle de type kihlé-
rien. Toute variété compacte V de type kiihlérien pour laquelle on a h2(V) = 1 est
une variété de HODGE ; en effet, soit u une classe de type kéhlérien sur V' ; comme
h2(V) = 1, toute classe rélle de degré 2 s’écrira tu avec t € R, et est donc de type
kahlérien pour ¢ > 0; si donc u’ est une classe rationnelle non nulle de degré 2, u’ ou
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—u’ sera rationnelle de type kdhlérien. En particulier, ’espace projectif complexe
P" est une variété de HODGE; il est bien connu en effet qu’on a h?(P") = 1; cela
résulte par exemple de la décomposition « cellulaire » de P™ au moyen d’une suite
décroissante de sous-variétés linéaires de dimensions respectives n —1,n —2,...,0.
D’aprés ce qu’on a vu au §3, il s’ensuit que toute variété compacte a structure com-
plexe qui admet une application holomorphe et partout localement bireguliére dans
P" est une variété de HODGE; il en est ainsi par exemple de toute sous-variété algé-
brique de P™ sans point multiple. Réciproquement, d’aprés un important théoréme
de KODAIRA [8], toute variété de HODGE & structure complexe est isomorphe & une
sous-variété d’un espace projectif. Si on tient compte des résultats précédemment
cités ([9] et la fin du §3.5), il s’ensuit que toute variété de HODGE est isomorphe a
une sous-variété algébrique sans point multiple d’un espace projectif complexe.

Au sujet des variétés de HODGE, nous avons le théoréme suivant, conséquence
immédiate des résultats de ce chapitre.

Théoréme 4.23. Soient V une variété de HODGE et u une classe de cohomologie
rationnelle de type kidhlérien sur'V ; on suppose définis au moyen de u les opérateurs
L et A sur V), ainsi que les espaces PP de classes primitives de degré p pour
0 < p < n. Alors les opérateurs L, A et les projecteurs associés a la décomposition de
(V') en somme directe des espaces L™ (PP) pour 0 < p+r < n sont rationnels ; et
la forme bilinéaire A(a,b) définie dans le corollaire /.21 est & valeurs rationnelles
pour a, b rationnelles pourvu que les p, aient été pris rationnels.

Il est clair que L est un opérateur rationnel quel que soit r. Comme 2P est le
noyau de 'application L* P+ de s#? dans s#?" P2, c’est un sous-espace rationnel
de SP (c’est-a-dire qu'il est engendré par des classes rationnelles) ; il en est donc de
méme des espaces L™ (PP). Comme 5 (V) est somme directe de ceux-ci d’aprés le
th. 4.16, on peut donc choisir une base de 57 (V') formée de classes rationnelles dont
chacune est dans I'un de ces espaces ; il s’ensuit que les composantes, suivant ceux-ci,
de toute classe rationnelle sont rationnelles. Comme L" est un opérateur rationnel
et induit sur Pespace rationnel &P un isomorphisme de celui-ci sur L™ (4?P) pour
p + r < n, lisomorphisme de L"(ZP) sur &P réciproque de ce dernier est aussi
rationnel ; il résulte alors immédiatement de la définition de A que A est rationnel
sur chacun des espaces L"(P); il l'est donc aussi sur (V). Enfin assertion
relative a A(a,b) est une conséquence immédiate de ce qui précéde et du fait que
I(a) est rationnel si la classe a est rationnelle.

En particulier, considérons I'espace E = 271 (V, R) des classes de cohomologie
réelles de degré impair 2p + 1, avec 0 < p < n; soit G le sous-groupe de F formé
des classes entiéres, qui est de rang égal a la dimension h?’*1(V) de E sur R.
Puisque l'opérateur induit par C' sur E satisfait & la relation C? = —1, ou 1 est
l’automorphisme identique, on peut définir sur £ une structure d’espace vectoriel
sur C en posant ia = C'a quel que soit a € E. Alors E/G est un tore complexe; et,
dans le langage qui sera défini au §6, on peut exprimer les résultats du th. 4.23 et
du corollaire 4.21 relatifs & E en disant que A(a,b) est la partie réelle d’une forme
de RIEMANN non-dégénérée pour E/G, de sorte que E/G est une variété abélienne.
Pour p = 0, la variété abélienne ainsi définie s’appelle la variété de PICARD de V'
pour p =n — 1, c’est la variété d’ALBANESE de V.

5. FONCTIONS DE TRANSITIONS ET DIVISEURS

5.1. Si(X,).er est un recouvrement d’un ensemble F, on conviendra d’écrire X ; =
(.cs X. pour toute partie J de I';si J = {t1,...,Ln}, on écrira aussi X, au
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lieu de X ;. L’ensemble N des parties finies J de I telles que X ; ne soit pas vide
s’appelle le nerf du recouvrement (X,). Si G est un groupe, on appelle systéme
de fonctions de transition, relatif au recouvrement (X,) de E et au groupe G, un
ensemble (f,,.){,;.;en d’applications qui, & tout couple (¢, ») tel que {1, 5} € N,
fait correspondre une application f,,, de X,,, dans G de telle sorte que f,) coincide
avec f,.f.x dans X,,.» chaque fois que {¢, 5, A\} € N. Cette définition, si on prend
Lt = » = A, implique qu'on a f,, = e quel que soit ¢, e étant 1’élément neutre de G
(plus précisément, f,, est I'application constante qui applique X, sur e) ; en prenant
¢ = A, on voit alors qu'on a f,, = f,;! chaque fois que {¢, >} € N. On obtient un
systéme de fonctions de transition en posant f,,, = e chaque fois que {¢, %} € N.
Si, pour chaque ¢, g, est une application de X, dans G, et que (f,,.) soit un systéme
de fonctions de transition, le systéme (f/,) défini par f/, = g,f...g; " en est un
autre. Si G est un groupe commutatif, on peut considérer les systémes de fonctions
de transition du recouvrement (X,), a valeurs dans G, comme formant un groupe

commutatif en prenant (f,,.f/, ) comme produit des systémes (f,..), (f7,.)-

Soit (Yx)aer) un recouvrement de E plus fin que (X,) ; cela veut dire qu'il existe
une application ¢ de L dans I telle que Y\ C X, () quel que soit A. Tout systéme
de fonctions de transition (f,,.) relatif au recouvrement (X,) détermine alors un
systeéme analogue (f,(x)e(u)) relatif au recouvrement (Yy); celui-ci est dit dérivé
du premier au moyen de .

Le plus souvent, on prendra pour (X,) un recouvrement ouvert d’une variété V,
pour G un groupe de LIE, et on imposera aux fonctions de transition f,,, d’étre
différentiables, et éventuellement holomorphes si V' et G sont munis d’une structure
complexe.

On peut encore présenter la définition des systémes de fonctions de transition
comme suit. Soit de nouveau (X,) un recouvrement d’un ensemble E; a chaque
couple (¢, ») tel que {t, s} appartienne au nerf du recouvrement, faisons corres-
pondre une application f,,, de X,,, dans le groupe G. Soit Z la partie du produit
I x E'x G formée des éléments (¢, x, s) de ce produit tels que x € X, ; et considérons
dans Z la relation R suivante entre éléments { = (¢, z,s) et n = (3¢,y,t) de Z :

(R) x=y, t=f.(x)s

Pour que ce soit 14 une relation d’équivalence dans Z, il faut et il suffit que (f,,.)
soit un systéme de fonctions de transition. Lorsqu’il en est ainsi, le quotient Z/R
de Z par cette relation d’équivalence R s’appelle le systéme fibré principal de base
E défini par le systéme (f,,.). Par passage au quotient, la projection de Z sur F

détermine une application = de Z/R sur E qui s’appelle la projection canonique de
Z/R sur E.

Supposons en particulier que E soit un espace topologique, G un groupe topolo-
gique, (X,) un recouvrement ouvert, et que les f,,, soient continues; I étant muni
de la topologie discréte, Z est alors une partie ouverte de I x E X G, et, pour chaque
¢, ’'ensemble Z, des points de Z ayant la projection ¢ sur I est une partie ouverte de
Z, homéomorphe a X, x G. De plus, la relation R est ouverte (BOURBAKI, [3, Chap.
I, §9, n°6]), ce qui signifie que le saturé Q' par R de tout ouvert Q dans Z est ou-
vert ; () étant réunion des ouverts Q, = QN Z,, il suffit de montrer que le saturé Q!
est ouvert, et, pour cela, de faire voir que chacun des ensembles Q) = Q' N Z,, est
ouvert. Or ) n’est autre que 'image de

Q,N{e} x X xG)
par 'application (¢, z, s) — (52, x, foo,(x)s) de {t} X X,,. X G sur {5} x X,,, X G; ces

derniers ensembles étant ouvert, dans Z, et dans Z,, respectivement, et I’application
en question étant évidemment un homéomorphisme, le résultat s’ensuit.
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Dans les conditions ci-dessus, le systéme fibré principal Z/R, muni de la topo-
logie quotient de celle de Z par R, s’appellera l’espace fibré principal définie sur
Pespace de base E par le systéme (f,,.). Comme la relation R est ouverte, appli-
cation canonique de Z sur Z/R induit sur chaque Z, (d’apreés [3, I, §9, prop.6] un
homéomorphisme de Z, sur son image dans Z/R, et celle-ci est une partie ouverte
de Z/R; cela entraine que Z/R est séparé si F et G sont séparés.

Lemme 5.1. Soit (X,) un recouvrement d’un espace séparé E, connexe et sim-
plement connexe, par des ouverts connexes (X,); soit G un groupe; soit f,,. un
systeme de fonctions de transition constantes a valeurs dans G, relatif au recouvre-
ment (X,). Alors il y a des éléments g, de G, tels que Uon ait f,,. = g.g;;* dans
X,,. chaque fois que X,,, # &.

G étant muni de la topologie discréte, considérons ’espace fibré principal Z/R,
et sa projection canonique 7 sur E ; 7~ 1(X,) n’est pas autre chose que I'image de Z,
dans Z/R et est donc réunion des images Y, ; dans Z/R des ensembles {¢} x X, x {s}
pour s € (G, ensembles qui sont ouverts dans Z puisque G est discret. De plus,
d’aprés de ce qu'on a vu, l'application canonique de {¢} x X, x {s} sur Y, ; est
un homéomorphisme. Convenons de dire qu'une partie Y de Z/R est (X,)-connexe
si elle contient tout ensemble Y, ; qui a avec elle une intersection non vide; il
est clair que toute intersection de parties (X,)-connexes de Z/R est (X,)-connexe.
Si une partie Y de Z/R est (X,)-connexe, 7~1(X,) NY est réunion de ceux des
Y, s qui sont contenus dans Y ; il s’ensuit que Y, muni de I’application de Y dans
E induite sur Y par 7, est un revétement de E. Supposons que Y soit réunion de
deux ouverts disjoints Y, Y”; si un ensamble Y, s est contenu dans Y, il est réunion
des ouverts disjoints ¥, s NY",Y, s N Y”; comme il est homéomorphe a X,, donc
connexe par hypothése, I'un de ces derniers ensembles est donc vide; autrement
dit, Y, s est contenu dans I'un des ensembles Y, Y" et disjoint de I'autre; il s’ensuit
que Y’ et Y sont (X,)-connexes. Il résulte immédiatement de la que, si yg € Z/R,
I'intersection Yy de toutes les parties (X,)-connexes de Z/R qui contiennent yo est
un revétement connexe de E. Mais on a supposé E simplement connexe ; cela veut
dire, par définition, que la projection sur F de tout revétement connexe de FE est
un homéomorphisme ; donc 7 induit sur Yy un homéomorphisme de Yy sur E. Par
suite, 'ensemble 7=1(X,) N Yy, qui est, comme on a vu, réunion de ceux des Y, s
qui sont contenus dans Y, se réduit & un seul de ces ensembles; désignons celui-ci
par Y, 4, . Alors, si x € X,,., Yo contient les images dans Z/R des points (¢, ,g,) et
(5¢,,g,) de Z; comme Yy n’a qu'un point se projetant en x, ces images doivent
coincider, c’est-a-dire qu’on a g,. = f..,(x)g,, c’est-a-dire f,.,(z) = g..g; "

5.2. Etant donnés une variété V' de dimension réelle m, et un recouvrement (X,)
de V, on sait qu’il existe toujours un recouvrement ouvert (Uy) de V, plus fin
que (X,), localement fini et (différentiablement) simple, ce qui signifie que toute
intersection non vide Uy, ., est (différentiablement) homéomorphe a un ouvert
convexe de R™ (pour une démonstration cf. [13, II, 1952a, §1]). Si (U)) est un tel
recouvrement, on peut établir un isomorphisme entre les « cocycles » de son nerf
N et les classes de cohomologie sur V' ; dans le cas des classes de degré 2, qui nous
importe surtout ici, cet isomorphisme se définit comme suit. Soit (py) une partition
de I'unité subordonnée au recouvrement (Uy) ([10, p. 4 et p. 6]). Soit « une forme
fermée de degré 2 sur V. En vertu de ’hypothése faite sur le recouvrement (Uy ), on
peut, dans chaque Uy, écrire a = df3y, o 5 désigne une forme de degré 1 dans U,
(cf. p. ex. [10, p. 98]) ; chaque fois que {\, u} € N, on a alors dfx = df,, dans Uy,
c’est-a-dire que B, — B est une forme fermée dans Uy, ; on peut donc, en vertu des
hypothéses, I'écrire 8, — By = dfau, oit f, est une fonction dans U),. Mais alors,
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chaque fois que {\, p,v} € N, on a d(fuw — faw + fan) = 0 dans Uy, ; ce dernier
ensemble étant connexe, on peut donc poser :

(51) A\pv :fuuffky+f)\u7

ol ay,, désigne une constante, cette relation étant vérifié en tout point de Uy,
On peut évidemment supposer que les fy, ont été choisis de telle sorte qu’on ait
fur = —fau chaque fois que {\, u} € N, donc en particulier fyx = 0 quel que soit
A; alors (axuy) est alterné dans les indices A, p, v. Il est immédiat que (ax,.) est
un cocycle du nerf N, ce qui veut dire qu’on a, chaque fois que {\, u, v, p} € N :

Auvp = Axavp + Arpp — Grpw =0

Réciproquement, supposons donné un tel cocycle (ax,.,). Pour tout couple (A, i) tel
que {\, u} € N, posons fy, = Zp GxupPp, la sommation étant étendue a tous les p
tels que {p, A\, u} € N ; puis, pour tout A, posons () = — prpdf,\p, la sommation
étant étendue a tous les p tel que {p, A} € N ; on vérifie immédiatement qu’on a, en
tout point de Uy, (si cet ensemble n’est pas vide) la relation (5.1), puis, en tout
point de Uy, (si cet ensemble n’est pas vide) la relation dfy, = 8, — . Il s’ensuit
que dfy et dB, coincident dans Uy, quels que soient A, ;1, donc qu’il y a une forme
fermée « de degré 2 sur V' qui coincide avec df) dans Uy quel que soit .

Sia~0,ilyapfdedegré 1 sur V tel que o = df3, donc, avec les notations
ci-dessus, d(8y — ) = 0 dans U, quel que soit A, ce qui permet d’écrire 8y = B+dgx
dans Uy ; on en conclut que, pour {\, 1} € N, fr, — g, + g est une constante by,
dans Uy, ; si on a pris les fy, alternées en A, u, comme nous le supposons, il en est
de méme des by,,. La relation (5.1) donne alors, pour {\, p,v} € N :

Arpy = b,uu — by + b)\,ua

ce qu'on exprime en disant que le cocycle (ax,.) est le cobord de la « cochaine »
(bap) 5 un cocycle est dit homologue a 0 si c’est le cobord d’une cochaine. Récipro-
quement, supposons qu'il en soit ainsi; posons f3 . = fau—bay dans Uy, et 5 =0
en dehors de Uy, puis g4 = — > o Pp A ,» la sommation étant de nouveau étendue
aux p tels que {p, \} € N ; on vérifie que ¢}, est différentiable dans Uy, puis, comme
précédemment, que l'on a f;\# = g,, — g dans Uy, ce qui entraine que Sy — dg}
et B, — dg;L coincident dans Uy, donc qu’il y a une forme 5’ qui coincide avec
B — dg), dans Uy quel que soit A\. Mais alors on a o = df’ dans chaque U, donc
sur V, et a est homologue & 0. Donc, pour que « soit homologue & 0, il faut et il
suffit que le cocycle (ax,.) le soit. On a ainsi établi un isomorphisme (canonique,
si le recouvrement (U)) est donné) entre le groupe de cohomologie de degré 2 sur
V et le groupe des classes de cocycles (axu,) du nerf N a coefficients complexes.
Il est clair d’ailleurs qu’aux formes réelles correspondent des classes de cocycles
contenant des cocycles réels. On démontre de plus (v. p. ex. [13, II, 1952a]), que,
pour qu’une classe de cohomologie sur V' soit entiére (resp. rationnelle), il faut et
il suffit qu’il lui corresponde une classe de cocycles de N contenant des cocycles &
valeurs entiéres (resp. rationnelles).

Nous aurons a nous servir aussi des résultats analogues pour le degré 1, qui
sont plus simples. Soit a uns forme de degré 1 sur V' ; dans chaque Uy, on pourra
écrire av = df, fn étant une fonction dans Uy ; on a alors f, — fa = ax, dans Uy,
pour {\, u} € N, les ay, étant des constantes qui satisfont & ar, = ax, + au,
ou encore & ax, — @y, + au, = 0 chaque fois que {\ p,v} € N. On exprime ces
relations en disant que (ax,) est un cocycle de N ; il revient au méme de dire que
c’est un systéme de fonctions de transition constantes pour le recouvrement (U)),
a valeurs dans le groupe additif C. Réciproquement, un tel cocycle étant donné,
posons f) = — Zp axpPp, la sommation étant étendue aux p tels que {p, \} € N;
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dans Uy, on aura ay, = f, — fr, d’ou dfy = df,,, de sorte qu’il y aura une forme
fermée o de degré 1 sur V' qui coincide avec dfy dans Uy quel que soit A. Si a = df,
fr — f sera égale a une constante by dans Uy, et on aura ay, = b, — bx, ce qu'on
exprime en disant que (ay,) est le cobord de la cochaine (by) et est homologue & 0.
Réciproquement, s’il en est ainsi, fy — by et f, — b, coincident dans Uy,, et il y a
donc une fonction f coincidant avec fy — by dans Uy quel que soit A, ce qui donne
«a = df. Il y a donc de nouveau un isomorphisme entre les classes de cohomologie de
degré 1 sur V et les classes de cocycles (ay,) du nerf N. Le lemme 5.1 montre que,
si V est simplement connexe, tout cocycle (ay,) de N est homologue & 0; on a donc
(comme il est bien connu) (V) = 0 pour toute variété simplement connexe.

5.3. On aura & considérer aussi des systémes de fonctions de transition a valeurs
dans le groupe multiplicatif C* des nombres complexes # 0, les fonctions étant
différentiables, et éventuellement holomorphes si V' est a structure complexe.

Soit F' une fonction (différentiable, comme toujours) a valeurs dans C*, sur un
ouvert simplement connexe U dans une variété V. Alors w = dF/F' est une forme
fermé de degré 1 sur U et peut donc s’écrire w = df, f étant une fonction dans
U; on aura d(e”fF) = 0, de sorte qu’en adjoutant & f une constante convenable
on pourra faire en sorte que F' = e/ ; on écrira alors f = log(F), cette fonction
n’étant définie bien entendu qu’a une constante additive prés de la forme 27in avec
n entier. Au lieu de dF'/F, on peut donc écrire dlog(F).

Soit maintenant (F,) un systéme de fonctions de transition & valeurs dans C*,
pour un recouvrement simple (Uy) d’une variété V ; soit N le nerf de (U, ). Posons,
pour {\,u} € N :

1
Wip = %dlog(FM)

De méme qu’au §5.2, on pourra choisir, pour chaque A, une forme 7, de degré 1,
définie dans Uy, de sorte qu’on ait wy, = 17,, —nx dans Uy, ; il suffira pour cela, par
exemple, de prendre 1) = > p PoWrp: la sommation étant étendue aux p tels que
{p,A\} € N, et w), étant pris par exemple égal & 0 en dehors de U),. Tout systéme
de formes (7)), définies respectivement dans les Uy, et satisfaisant aux relations
Ny —Nx = wx, dans Uy, s’appellera une connexion pour le systéme de fonctions de
transition (F),); toute autre connexion, pour le méme systéme, sera évidemment
de la forme (7 + B), ou S est une forme quelconque de degré 1 sur V. Si (1)) est
une connexion pour (F)\,), dny coincidera avec dn, dans Uy, quesl que soient A, /i,
et il y aura donc une forme « de degré 2 sur V qui coincide avec dn, dans U)
quel que soit \; cette forme s’appelle la forme de courbure de la connexion (1) ;
il résulte de ce qui préceéde que la classe de cohomologie a = Cl(«) est déterminé
d’une maniére unique par le systéme (F),).

Avec les mémes notations que ci-dessus, soit fy,, pour chaque couple (A, u) tel
que {\, u} € N, I'une des fonctions (27i)~!log(F\,) dans Uy, ; il est clair qu’on
peut faire ce choix de fagon que f), soit alternée par rapport a A, . Si on exprime
que (F,) est un systéme de fonctions de transition, on obtient des relations

(52) f;u/ - fAV + f)\u = Qxpv

ou les seconds membres sont des constantes entiéres; (axu,) est donc un cocycle
a valeurs entiéres. Si (7)) est, comme plus haut, une connexion pour le systéme
(Fyu), on aura dfy, = n, —nx dans Uy, pour {\, u} € N; si donc « est la forme
de courbure de la connexion (7)), il résulte du §5.2 que a = Cl(«a) est la classe de
cohomologie correspondant & celle du cocycle (ay,.) et que c’est donc une classe
entiére.
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Réciproquement, soit a une forme fermée de degré 2, de classe entiére sur V ;
d’aprés le §5.2, il y aura un cocycle (ax,,) de N a valeurs entiéres, dont la classe
correspondra a celle de a. Comme au §5.2, on pourra donc construire des fonctions
fau, définies respectivement dans les Uy, satisfaisant & (5.2), puis des formes 7y,
définies respectivement dans les Uy, telles que dfy, = 1, — 1y ; la forme o qui
coincide avec dny dans U, quel que soit A sera alors homologue & a et pourra
donc s’écrire a + df, de sorte qu’en ramplacant 7 par 1), — 8 pour chaque A, on
pourra faire en sorte que dn), = a. Dans ces conditions, il est clair que les fonctions
Fy, = e(f,) forment un systéme de fonctions de transition & valeurs dans C*,
pour le recouvrement (U)), que 7, est une connexion pour ce systéme, et que « est
la forme de courbure de celle-ci. On notera que, pour un cocycle donné (ay,, ). on
peut prendre «, les fy, et les n\ a valeurs réelles, et que (F),) est alors & valeurs
dans le groupe multiplicatif E = e(R) des nombres complexes de valeur absolu 1.

Enfin soit (X,) un recouvrement ouvert de V, simple ou non; soit (F,,) un
systéme de fonctions de transition pour (X,), & valeurs dans C*. S'il existe un
systéme de formes (7,), définies respectivement dans les X, telles que l'on ait
(5.3) N — 1M, = ﬁF;{ldFm
dans X,,, chaque fois que X,,, n’est pas vide, on dira encore que c’est 1a une
connexion attachée a (F,,,) et que la forme a qui, dans ces conditions, coincide
avec dn, dans X, quel que soit ¢ est la forme de courbure de cette connexion. Il
y aura un recouvrement simple (Uy) plus fin que (X,), donc tel que Uy C X,y
quel que soit A, pour ¢ choisi convenablement ; alors (F,(x),(y)) Sera un systéme
de fonctions de transition pour (Uy), (n,(1)) sera une connexion pour ce systéme,
et « sera la forme de courbure de celle-ci; il résulte donc de ce qui précéde que a
sera encore de classe entiére.

Nous avons ainsi, entre autres résultats, démontré le lemme suivant :

Lemme 5.2. Pour qu’une forme fermée de degré 2 sur une variété V soit de classe
entiére, il faut et il suffit que ce soit la forme de courbure d’une connexion attaché
a un systeme de fonctions de transition a valeurs dans C*.

On peut facilement tirer de 14, pour les classes d’homologie de degré 2 et les appli-
cations différentiables, un résultat élémentaire bien connu en théorie de ’homologie,
d’apreés lequel I'image transposée, par une application continue, d’une classe entiére
est une classe entiére. Soit en effet ¢ une application (différentiable, comme tou-
jours) d’une variété V' dans une variété W ; soit « une forme fermée de degré 2, de
classe entiére sur W. Il y aura un recouvrement ouvert (X,) de W, un systéme de
fonctions de transition (F,,.) & valeurs dans C*, relatif a ce recouvrement, et une
connexion (7,) pour ce systéme, tels que « soit la forme de courbure de la connexion
(n.). Mais alors les p~1(X,) forment un recouvrement ouvert de V ; les (F,,, o ¢)
forment un systéme de fonctions de transition pour celui-ci; et ¢*« est la forme de
courbure de la connexion (¢*n,) pour ce systéme.

5.4. Le cas qui nous intéresse est celui des variétés a structure complexe. Sur une
telle variété V', considérons une forme réelle fermée «, de bidegré (1,1); d’aprés
le cor. 4.12, tout point de V' a un voisinage dans lequel on peut mettre a sous la
forme a = (27i)~1d'd"®, ou ® est une fonction a valeurs réelles ; autrement dit, il
y aura un recouvrement ouvert (X,) de V tel que, dans chacun des X,, a puisse
s’écrire sous cette forme. Soit (Uy) un recouvrement simple de V, de nerf N, plus
fin que (X,); il y aura des fonctions ®, a valeurs réelles, définies respectivement
dans les Uy, telles qu'on ait o = (2mi)~td'd” @, dans Uy. On peut alors appliquer
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a la fonction ®, — ®,, dans U, le cor. 2.4, qui montre qu’elle est, dans Uy, la
partie réelle d’une fonction holomorphe bien déterminé & une constante additive
purement imaginaire prés. Il revient au méme de dire qu’on peut, dans chaque Uy,
non vide, déterminer une fonction holomorphe fy, de telle sorte que I'on ait :

(54) q)u -0\ = _27Ti(f)\u - fAu);
les fx, sont bien déterminées a des constantes réelles prés, ce qui implique que f,x

ne peut différer de — f,, que par une telle constante ; par un choix convenable des
fau, on peut donc faire en sorte que 'on ait toujours f,x = —fiu-

Posons 1y = —(2mi) ~'d'®y ; 1 sera une forme de bidegré (1,0) dans Uy ; on aura
a = dny dans Uy, et 1, — n\ = dfy, dans Uy, puisqu’on a d” fr, =0 et d'fx, = 0.
Si on pose, pour {\, u, v} € N :

Axpy = fuu — faw + f)\;u

axu sera une fonction holomorphe dans Uy, a valeurs réelles en vertu de (5.4),
donc constante (d’aprés le cor. 2.4), et (ax,,) sera un cocycle de N a valeurs réelles,
correspondant, d’aprés ce qu’on vient de voir, a la forme «. Tout autre cocycle réel
(a’AW) de méme classe ne différera de celui-la que par un cobord, c’est-a-dire par
un cocycle de la forme b,,, — by, + by, les by, étant réels; en remplacant les f, par
les fonctions f;w = fau + by, qui satisfont aussi aux conditions qu’on a imposées
aux fi,, le cocycle (ax,.) sera remplacé par (a’)\W). Autrement dit, on peut, par un
choix convenable de f),,, faire en sorte que (ax,,) soit I'un quelconque des cocycles
dont la classe correspond & celle de a.

Supposons en particulier que « soit de classe entiére ; alors, par un choix conve-
nable des fy, satisfaisant & (5.4), on peut faire en sorte que les ay,, soient entiers.
Mais alors les fonctions holomorphes Fy, = e(fy,) forment un systéme de fonc-
tions de transition & valeurs dans C*. En tenant compte du lemme 5.2, on a donc
démontré ce qui suit :

Proposition 5.3. Pour qu’une forme fermée o de bidegré (1,1), sur une variété
complexe V', soit de classe entiére. il faut et il suffit que ce soit la forme de courbure
d’une connexion attachée a un systéme de fonctions de transition holomorphes a
valeurs dans C*.

Sur une variété kihlérienne compacte, on a un résultat plus précis :

Théoréme 5.4. Soit a une classe de cohomologie de degré 2 sur une variété com-
pacte de type kihlérien. Pour que a soit une classe entiére de bidegré (1,1), i faut
et il suffit que ce soit la classe de courbure d’un systeme (F,,.) de fonctions de
transition holomorphes a valeurs dans C*. De plus, s’il en est ainsi, toute forme
a de bidegré (1,1) et de classe a est la forme de courbure d’une connexion (n,) de
bidegré (1,0) attachée au systéme (F,,.).

La nécessité de la condition résulte de la prop. 5.3. Réciproquement, soit (F,,,)
un systéme de fonctions de transition holomorphes, a valeurs dans C*, attaché a
un recouvrement ouvert (X,) d’une variété kihlérienne compacte V' ; supposons que
ce systéme posséde une connexion (1),), c’est-a~-dire que les 7, satuisfassent aux re-
lations (5.3) dans les X,,.. Les seconds membres de ces relations étant de bidegré
(1,0), elles restent satisfaites si on remplace, pour chaque ¢, n, par P o(n,); on
peut donc supposer que la connexion (7,) est de bidegré (1,0), c’est-a-dire formée
de formes de ce bidegré. Soit « sa forme de courbure; on aura alors Py 2(a) = 0,
de sorte qu’on pourra écrire a = o’ 4+ o’’, ou o/, &” sont de bidegré (2,0) et (1,1)
respectivement. D’aprés le th. 4.6, les formes Ha', Ha” ont ces mémes bidegrés.
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Mais, comme la classe a de « est entiére et a fortiori réelle en vertu du lemme 5.2,
la forme Hoa = Ha' + Ha"”, qui est la forme harmonique de classe a, est réelle ; ses
composantes bihomogénes de bidegrés (2,0) et (0,2) sont donc imaginaires conju-
guées I'une de l'autre; comme 'une est Ha' et 'autre 0, on a donc Hoa' = 0, de
sorte que Ha est de bidegré (1,1). On a donc démontré que a est de bidegré (1,1).
Soit maintenant oy une forme de bidegré (1,1) et de classe a; on va montrer que
c’est la forme de courbure d’une connexion (1, + /) attachée a (F,,.) avec 8 de
bidegré (1,0), ou, ce qui revient au méme, qu’on peut trouver une forme 8 de bi-
degré (1,0) sur V, telle que df = a3 — a. Or, comme «; — a est homologue a 0, on
peut I’écrire sous la d(8’ + "), ou 3/, 3" sont de bidegré (1,0) et (0, 1), respecti-
vement ; et, si on écrit que la composante de bidegré (0,2) de cette forme est 0, on
obtient d”3” = 0. Dans la relation d3" = dAGS”, qui se déduit immédiatement de
8" = HpB"+5FB", remplagons A par 2d”§" +2§"d"” (th. 2.11) ; puis observons que
d"Gp" = 0 puisque d”5"” = 0 et que G est permutable avec d” (th. 4.6) ; et enfin
remplagons dd” par —dd'. Il vient dB” = dry, avec v = —2d'§"GB". Mais, en vertu
des propriétés d’homogénéité des opérateurs d’,0”, G, la forme v est de bidegré
(1,0). En prenant 8 = 3’ + v, on satisfera aux conditions qu’on s’est imposées.

Corollaire 5.5. Soit (Uy) un recouvrement simple de nerf N d’une variété com-
pacte V' de type kdhlérien; soit (Fy,) un systéme de fonctions de transition holo-
morphes, a valeurs dans C*, attaché a ce recouvrement. On suppose que la classe
de courbure du systéme (F,) est 0. Alors il y o un systéme (ex,) de fonctions de
transition constantes d valeurs dans E (groupe multiplicatif des nombres complexes
de valeurs absolue 1), et un systéme () de fonctions holomorphes partout # 0,
définies respectivement dans les Uy, tels que l'on ait Fy, = eAM@Awﬁl dans Uy,
chaque fois que {\,u} € N. De plus, les vy sont déterminés par la d’une maniére
unique & des facteurs constants preés.

Appliquons le th. 5.4; il montre qu’il y a une connexion (7)) attachée a (F),.)
et telle que les 7, soient fermées et de bidegré (1,0); on pourra donc les écrire sous
la forme 7, = dy, et les 1 seront des fonctions holomorphes. Par définition d’une
connexion, cela veut dire que les fonctions

Caxp = F,\ue(%\ - ¢u)

sont constantes; il est clair de plus qu’elles forment un systéme de fonctions de
transition & valeurs dans C*; ce systéme, et le systéme de fonctions (e(—1y)), sa-
tisfont déja a toutes les conditions de ’énoncé, sauf & celle qui exige que le premier
soit & valeurs dans E; on va les modifier de maniére a satisfaire aussi a cette condi-
tion. Pour cela, observons que (log|cx,|) est un systéme de fonctions de transition
a valeurs dans le groupe additif R ; autrement dit, c’est un cocycle réel de N ; soit
a sa classe; d’apreés les résultats du §5.2, si « est une forme réelle de classe a, il y
aura des fonctions gy & valeurs réelles, respectivement définies dans les Uy, telles
que dgx = a dans Uy et gx — g, = log|cy,| dans Uy,. Supposons V' munie d’une
structure kdhlérienne, et prenons pour « la forme harmonique de classe a; on aura
alors d’a = 0, donc d’d” g, = 0 dans U, ; d’aprés le cor. 2.4, gy sera donc, dans Uy,
la partie réelle d’une fonction holomorphe 0, et 6, — 8, sera une constante dans
Uxp s la partie réelle de celle-ci étant log |cy,|, on pourra donc écrire, dans Uy, :

0, — 0x =log|ca,| + 2miay,,
avec ay, réels. Pour satisfaire aux conditions du corollaire, il suffira alors de poser:

_ 1
Cap = e(*aku)cm|c>\#| ! ;o pa=e(—Yx— %GU-
Quant & 'unicité des ¢y, tout revient a montrer que, si F, = 1 chaque fois que

{\, 1} € N, les ¢y sont constants. Or, s’il en est ainsi, on a |p\| = |p,| dans Uy,
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pour {\, 1} € N; il y a donc une fonction ® sur V qui coincide avec log |¢x|? dans
U, quel que soit A; d’apres le cor. 2.4 et le cor. 2.10, on a donc A® = 0, et par suite
d® = 0. Sur Uy, log|¢a|? est donc constante ; d’aprés le cor. 2.4, cela implique que
les o) elles-mémes sont constantes.

5.5. Il est souvent commode, lorsqu’on applique le lemme 5.2, de se servir en méme
temps du résultat suivant :

Proposition 5.6. Soit (F,,.) un systéme de fonctions de transition holomorphes,
a valeurs dans C*, attaché a un recouvrement ouvert (X,) d’une variété a structure
compleze. Soit (®,) un systéme de fonctions & valeurs réelles, définies respective-
ment dans les X,, tel que l'on ait dans X,,., chaque fois que X,,. n’est pas vide:

®, — o, =log|F,,. %

Alors le systeme de formes (n,), avec n, = (27i)~1d'®,, est une connexion pour
(F,..), et sa forme de courbure est donnée par a = —(27i)~1d'd"®, dans X, quel
que soit L.

11 suffit, pour le voir, d’écrire la relation ci-dessus sous la forme
O, — O, =logF,,, +1ogF,,
et d’appliquer d’ aux deux membres.

Corollaire 5.7. Si Q est la forme de bidegré (1,1) sur l’espace projectif P™ qui a
été définie au §3.5, (21) "1 est une forme de classe entiére.

En effet, avec les notations du §3.5, les ouverts U, forment un recouvrement de
P"; les fonctions F,, = x;, 199# forment un systéme de fonctions de transition pour
ce recouvrement ; alors, en prenant

n
¢, = log (Z x;lwul2> :

pn=0
la prop. 5.6 s’applique, et on en conclut que (27)~1Q est la forme de courbure d'une
connexion du systéme (F),,).

Corollaire 5.8. Toute variété compacte a structure complexe admettant une ap-
plication holomorphe et partout localement biréguliére dans un espace projectif com-
plexe est une variété de HODGE.

En effet, si V est une telle variété, et ¢ l'application en question, la forme
(27)~1p*Q, ol  est définie comme au corollaire 5.7, est de classe entiére sur V;
comme on a montré au §3 que c’est la forme fondamentale d’une structure kih-
lérienne de V, le résultat s’ensuit. Rappelons qu’on ’avait déja obtenu autrement
au §4.8; mais ici on obtient en méme temps la construction explicite d’une forme
fondamentale de classe entiére.

Corollaire 5.9. Soit V' une variété a structure compleze. Il y a sur'V une classe de
cohomologie entiere a de degré 2, telle que, si ) est l'une quelconque des formes de
bidegré (1,1) qu’on peut définir sur V' par application du cor. 2.5, la forme (2m)~1Q
soit de classe a.

On notera qu’il existe toujours de telles formes, car V est orientable (2.1), de
sorte que, si n est sa dimension complexe, on peut toujours, par exemple au moyen
d’une partition de 'unité, y construire des formes de degré 2n, réelles et partout
> 0. Soit (X,) un recouvrement de V par des ouverts X, dont chacun admette une
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carte sur un ouvert de C™ au moyen de coordonnées complexes locales (z,1, .. ., Zn)-
Dans X,,,, on pourra écrire

dz,qg N Ndzyen = Joedzy Ao+ Ndzyy,

ou J,,, est une fonction holomorphe partout # 0, & savoir le jacobien des z,.; par
rapport aux z,;. Il est immeédiat que (J,;.) est un systéme de fonctions de transition
a valeurs dans C*. Dans ces conditions, le corollaire résulte immédiatement de
I’application de la prop. 5.6 & ce systéme.

La classe a définie sur une variété complexe V au moyen du corollaire ci-dessus
est connue sous le nom de classe de CHERN de degré 2 de la variété V. Si V est
Iespace projectif P™, et qu’on désigne cette fois par 2y la forme définie au §3.5, un
calcul facile montre que la classe de CHERN est celle de la forme —(27) 71 (n+1)$p.

Corollaire 5.10. Soient V' une variété analytique complexe possédant une structure
de BERGMANN (§3.9), et G un groupe d’automorphismes analytiques complezes de
V' satisfaisant a la condition (Dy) du §3.9. Alors, si V/G est compacte, c’est une
variété de HODGE.

Il résulte en effet du cor. 3.12 et du cor. 5.9 ci-dessus que la classe de la forme
fondamentale définie sur V/G par passage au quotient & partir de la structure de
BERGMANN sur V n’est autre que la classe de CHERN de V/G, au facteur (27)~!
prés; a ce facteur prés, la forme fondamentale en question est donc bien de classe
entiére.

5.6. Soit D un diviseur sur une variété complexe V. Par définition d’un diviseur (v.
§A.5), et d’apres les résultats rappelés plus haut au §5.2, il existe un recouvrement
simple (Uy) de V tel que, dans chaque Uy, on puisse écrire D = div(py ), @ étant
une fonction méromorphe dans Uy. Alors ¢y et ¢, induisent sur Uy, des fonctions
ayant méme diviseur, quand Uy, n’est pas vide, de sorte que F), = @Xlapu est
holomorphe et partout # 0 dans Uy, ; il est immédiat dans ces conditions que
(Fy) est un systéme de fonctions de transition holomorphes & valeurs dans C*.
Si on remplace les @y par d’autres fonctions ¢!, satisfaisant encore & D = div(p})
dans Uy, on aura ¢\ = pxg, les gy étant des fonctions holomorphes partout # 0
dans les Uy ; le systéme des F), sera alors remplacé par le systéme des fonctions
F, = 95 'F\ugy- Si (1) est une connexion pour le systéme (F),,), on définira une
connexion (7)) pour (Fy,) en posant

n\ =\ + (27ri)*1d10g(g>\).

Celle-ci a méme forme de courbure que la précédente ; donc les systémes (Fy), (FY,)
ont méme classe de courbure. Celle-ci ne change pas non plus, comme on a vu au
§5.3, si on remplace (Uy) par un recouvrement plus fin. Si on observe de plus qu’il
y a toujours un recouvrement simple plus fin que deux recouvrements donnés, on
en conclut que la classe de courbure du systéme (Fy,) ne dépend, ni du choix des
©x, ni du choix du recouvrement (U ), mais seulement du diviseur D ; on la notera
a(D); il résulte du lemme 5.2 que c’est une classe entiére, et il résulte du th. 5.4
que, si V' est compacte de type kithlérien, ¢’est une classe de bidegré (1,1).

Si par exemple on prend pour D I'hyperplan Y '_, a,x, = 0 dans l'espace pro-
jectif P™, on pourra I’écrire, dans chaque ensemble U,, du recouvrement de P"
défini au §3.5, sous la forme D = div(}_ a,x,/x,); il détermine donc le systéme
de fonctions de transition F), =z, "z, qui est celui méme qu’on a considéré dans
la démonstration du cor. 5.7 ci-dessus; la classe a(D) est donc la classe de la forme
(27)~1Q qui apparait dans ce corollaire.

Cor. 4
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5.7. Supposons désormais la variété V' connexe, et désignons par V son revétement
universel, muni de la structire analytique complexe image réciproque de celle de V'
par la projection canonique 7 de V sur V (83. 3) Soit G le groupe fondamental de V,
considéré comme groupe d’automorphisme de V,desorte que V="V / G ; on notera
ot le transformé par o € G d’un point @ de V. Si @ est un point de V, et u = ()
sa projection sur V, 7 détermine un isomorphisme d’un voisinage U de @ sur son
image U dans V, au sens des structures complexes; par suite (avec les notations
de ’Appendice A.2) 7 détermine des isomorphismes de I’anneau Aa(V), du corps
Ki(V), et du groupe des germes de diviseur en @ sur V sur Panneau A,(V), le
corps K, (V), et le groupe des germes de diviseur en w sur V, respectivement ; le
dernier de ces isomorphismes sera encore appelé projection.

Une fonction méromorphe ¢ non partout nulle sur V sera dite multiplicative” si,
quels que soient les points @, @ sur V ayant méme projection u sur V', les germes
déterminés en @ et en @' par div(¢) ont méme projection sur V'; cette projection
est donc un germe de diviseur D, en u sur V qui, pour une fonction multiplicative
donnée ¢, ne dépend que de u; il est immédiat, en vertu des isomorphismes locaux
déterminés par 7 sur les ouverts suffisamment petits dans V, que application u —
D, détermine un diviseur sur V' ; celui-ci s’appellera le diviseur de ¢ relativement
a V', ou parfois, par abus de langage et quand aucune confusion n’est possible, le
diviseur de @, et se notera divy (@) ou parfois div(p).

Si f est une fonction méromorphe sur V, et si o € G, on écrirera fréquemment
f7 au lieu de f o o; c’est la fonction méromorphe définie par f7(a) = f(ow) (cf.
Appendice A.7). Pour que la fonction méromorphe ¢ non partout nulle sur V soit
multiplicative, il faut et il suffit que ¢ ait méme diviseur que ¢ quel que soit o € G,
ou autrement dit que le diviseur de ¢ sur V soit invariant par G ; il résulte alors de ce
qui précéde que ce diviseur n’est autre que 7~ (dlvv( )). La méme condition peut
encore s’exprimer en disant que la fonction f, = $°@ ! est holomorphe et partout
# 0 sur V quel que soit o € G il est immédiat qu'on a alors f,, = (f>)" fr quels
que soient o, 7 dans GG. En particulier, si les f, sont des constantes, ’application
0 — f, est une représentation de G dans C*; on dit dans ce cas que ¢ est a
multiplicateurs constants, les f, étant ses « multiplicateurs ».

Si en particulier ¢ est une fonction multiplicative holomorphe & multiplicateurs
constants, partout # 0 sur v, (27i)~1dlog ¢ est une forme holomorphe invariante
par G; c’est donc I'image transposée 7*¢ par m d’une forme fermée ¢ holomorphe
sur V. Réciproquement, si ¢ est une forme fermée de degré 1, holomorphe sur V', 7¢
sera (puisque V est s1mplement connexe ; cf. §5.2 ci- dessus) la différentielle d’une
fonction holomorphe f sur V, qui prend le nom d’intégrale de premiére espéce (rela-
tive & V, ou, par abus de langage, sur V') lorsque V' est compacte de type kihlérien.
La fonction e(f) est alors multiplicative a multiplicateurs constants, holomorphe
et partout # 0 sur V. Une fonction méromorphe multiplicative 6 sur V telle que
070~ soit, pour tout o € G, multiplicative & multiplicateurs constants, s’appelle
une fonction théta sur 1% (relative & V, ou au groupe G) ; ce nom est parfois réservé
aux fonctions holomorphes ayant ces propriétés.

5.8.

Proposition 5.11. Soient V' une variété connere a structure compleze, V son
revétement universel, 8 uns fonction théta sur V', on suppose que l’espace vectoriel
sur C engendré par les formes d1log(6°0~1), quand o parcourt le groupe fondamental

G de 'V, est de dimension finie sur C. Alors, si D = divy (), la classe a(D) est dans

2. On réserve parfois ce nom aux fonctions & multiplicateurs constants.
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le sous-anneau de (V) engendré par 1 (V) ; si de plus 0 est a multiplicateurs
constants, on a a(D) = 0.
Pour o € G, posons F, = 70~ ; par I’hypothése, on a :
1 *

(5.5) 27m_dlog; F, = 1*(,,

(s étant une forme fermée holomorphe sur V'; et les {, peuvent toutes s’écrire
comme combinaisons linéaires a coefficients constants d’un nombre fini d’entre elles
C1y---,Cd, qu'on peut choisir linéairement indépendantes. Soit (Uy) un recouvre-
ment simple de V. Pour chaque A\, 7=1(U,) est un revétement de Uy ; Uy étant
simplement connexe, 7 induit donc sur chaque composante connexe de 7—1(Uy) un
isomorphisme de cette composante sur Uy. Choisissons, our chaque A, une compo-
sante Uy, de 7~ LUy) ; soit P la fonction méromorphe dans Uy qui se déduit de la
fonction induite par 6 sur Uy au moyen de 'isomorphisme Uy sur Uy induit par 7 ;
autrement dit, on a, dans U>\, 6 = prom. On a alors D = div(p,) dans Uy, de sorte
que les fonctions F), = @Xlgou forment, au sens du §5.6, un systéme de fonctions
de transition holomorphes, a valeurs dans C*, attaché au diviseur D. Chaque fois
que Uy, n’est pas vide, il y aura une composante connexe U de m YU An) qu1 sera
contenue dans U, 1, et un élément o de G tel que U soit contenue dans oUy. Pour
@€ o 'U et u=n(a), on aura 0(i) = px(u), (o) = ‘Pu( ) et O(ou) = Fy(u)0(a),
donc Fy,(u) = Fy (@), d’on, d’aprés (5.5) et d’aprés ce qu’on a vu au sujet des ¢, :

1
Tm'dbg Fy, = Z i

ott les cy,,; sont des constantes. Comme (F,) est un systéme de fonctions de transi-
tion a valeurs dans C*, on conclut aussitot de la que, pour chaque i, (¢,;) est un tel
systéme, & valeurs dans le groupe additif C; autrement dit, c’est un cocycle du nerf
de (U,). D’apreés ce qu’on a vu au §5.2, on peut donc, pour chaque 4, déterminer un
systéme (fy;) de fonctions, respectivement définies dans les Uy, telles que 'on ait
Cxapi = fui— fri dans Uy, 5 et il y a sur V une forme fermée 5, qui coincide avec dfy;
dans Uy quel que soit A. Alors (> f1i(;) est une connexion pour (Fy,); sa forme
de courbure, qui est de classe a(D) par définition, est > 8; A (;. Cela démontre la
premiére partie de la proposition. Si 6 est & multiplicateurs constants, on a (, =0
pour tout ¢ € G, donc (0) est une connexion pour (Fy,), ce qui démontre bien
a(D) = 0.

On observera que, d’aprés la formule (5.5), Phypotheése faite sur § dans I’énoncé
de la prop. 5.11 est vérifié d’elle-mémes si I’espace des formes fermées holomorphes
sur V est de dimension finie, donc en particulier si V' est compacte de type kiahlérien,
puisqu’en ce cas cet espace est isomorphe & .#1:%(V). Dans ce cas, on a des résultats
plus précis :

Théoréme 5.12. Soient V une variété compacte connexe de type kihlérien et D un
diviseur sur V. Alors, pour que D soit le diviseur relativement a V d’une fonction
théta sur le revétement universel V de V, il faut et il suffit que a(D) soit dans le
sous-anneau de (V) engendré par (V).

La condition est nécessaire d’aprés la prop. 5.11 ; on va démontrer la réciproque.
Soit (C1,...,(y) une base pour 'espace vectoriel des formes de premiére espéce de
degré 1 sur V; 71 (V) étant somme directe de 7#10(V) et %1 (V) d’apres le th.
4.14, les classes des formes (;,(; constituent une base pour (V). L’hypothése
sur a(D) équivaut donc a dire que a(D) contient une forme « qui est combinaison
linéaire & coefficients constants des formes (; Aj, Ci/\@, @/\fj ; dans cette expression
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de «, soient ag, a1, as les sommes de ces trois sortes de termes, qui sont des formes
fermées de bidegrés respectif (2,0),(1,1),(0,2). D’aprés la définition de a(D) au
§5.6 et le th. 5.4, a(D) est de bidegré (1,1); d’aprés le th. 4.14, ap et «y sont
donc homologues a 0. Autrement dit, on peut choisir dans la classe a(D) une forme
a qui soit combinaisons linéaire des (; A C_j et puisse donc s’écrire sous la forme
Z?=1 G AL, les ¢} étant des formes de premiére espéce. Sur V, on pourra écrire

TG = df;, 7 = df]

(fi et f! étant donc des « intégrales de premiére espéce »), d’ou 7*a = d'd” ® avec

=Y fifl.
=1

Soit (Ux) un recouvrement simple de V, assez fin pour que, dans chaque Uy, on
puisse écrire D = div(py), ¢ étant méromorphe dans Uy ; soit Fy, = cpxlgaﬂ dans
Ui lorsque Uy, n’est pas vide. D’aprés le th. 5.4, il y a une connexion (1) de
bidegré (1,0) attachée au systéme (F),) et ayant pour forme de courbure la forme
a définie ci-dessus.

Comme dans la démonstration de la prop. 5.11, choisissons pour chaque A une
composante connexe Uy de 77 1(Uy); alors (0Uy), ot o parcourt G et A Pensemble
d’indices du recouvrement (Uy), est un recouvrement simple de V. Soit ®) la fonc-
tion dans U) telle que 'on ait ® = &, o 7w dans ﬁA. Dans Uy, on aura donc
dny = d'd"®y, cest-a-dire que 1y + d'®, est une forme fermée dans Uy ; il y a
donc, dans Uy, une fonction g, telle que dgy = ny + d’ @, ; comme dg) est de bide-
gré (1,0), gx est holomorphe. Si alors on remplace les ¢y, respectivement, par les
fonctions wye(—gy), on voit immédiatement que les fonctions F, sont remplacées
par d’autres admettant la connexion (—d’®,). On peut donc supposer qu’on a, par
un choix convenable des @), fait en sorte qu’il en soit ainsi; alors

1
——dlog F'
21 08

coincidera avec d'®y — d'®,, dans U,,. Comme dans la démonstration de la prop.
5.11, soient U la composante connexe de 7~ *(Uy,) qui est contenue dans U, et

o lélément de G tel que oU, contienne U ; pour @ € o U et u = (1), on aura
®(a) = Dy(u), ®(oa) = D,(u), et par suite :

T (d®y — d',) =dD—d7 =Y (f — [I7)dfs.

(2

Mais les coefficients des df; dans le dernier membre sont des constantes. On aura
donc finalement :

1 q
%d log Fy,, = ; i

les cy,; étant des constantes. Il revient au méme de dire que si 'on pose, dans oUj,
Pox = @y o, et dans oUy N 7U,,, chaque fois que cette ensemble n’est pas vide :
a1 ~
Yo, = Qag,\@-rue(* Z CAm‘fi)»

2

les ¥ox,r, sont des constantes. Posons alors :

FUA,T;L = ('70'A,Tp§ Caply -+ C)\;Lq)§

c’est 1a un élément du groupe C* x C9, produit de C* et du groupe additif CY?
des vecteurs dans ’espace numérique de dimension ¢ sur C. Il est immeédiat que
(Toa,rp) forme un systéme de fonctions de transition constantes a valeurs dans ce
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groupe C* x C9, relatif au recouvrement simple (UU \) de V': on peut alors lui
appliquer le lemme 5.1, d’ou il résulte qu'’il y a des éléments

1—‘ou\ = (’70)\; Corly--- 7Ca)\q)

de C* x C1 tels que 'on ait I'yy 7, = FU,\F;,} chaque fois que aUx N TﬁM n’est pas
vide. Mais cela revient & dire que, si on pose

Oox = 'Ya/\85o/\e(2 Coxifi)

(3

dans oU,, les fonctions 6,5, -, coincident dans oUx N TUN chaque fois que cet
ensemble n’est pas vide. Il y a donc une fonction méromorphe 6 sur 1% qui coincide
avec 0,5 dans oUy quels que soient o, A. Il est immeédiat que cette fonction a les
propriétés énoncées dans le théoréme.

Corollaire 5.13. Soient V' une variété analytique compacte connexe de type kih-
lérien et D un diviseur sur V. Alors, pour que D soit le diviseur d’une fonction
multiplicative & multiplicateurs constants, il faut que a(D) = 0. Réciproquement, si
a(D) =0, D est le diviseur d’une fonction multiplicative & multiplicateurs constants
de valeur absolue 1, qui est déterminée par la & un facteur constant prés ; si en méme
temps D est positif, on a D = 0.

La premiére assertion est contenue dans la prop. 5.11. Supposons qu’on ait
a(D) = 0. Soit encore (Uy) un recouvrement simple assez fin pour qu’on ait, dans
chaque Uy, D = div(py) ; appliquant le corollaire 5.5, aux fonctions Fy, = gp;lgau,
on voit qu’on pourra les écrire sous la forme emd))\w;l, ol les ey, sont de valeur
absolue 1 et les 1) sont holomorphes et partout # 0 dans les Uy ; en remplacant
donc les ¢y par les fonctions px%y, on pourra faire en sorte que les F),, soient des
constantes de valeur absolue 1. Posons v, -, = F, chaque fois que oU 2 N0 u nest
pas vide ; alors (Y, r,,) forme un systéme de fonctions de transition constantes, re-
latif au recouvrement simple oUy de V, a valeurs dans le groupe multiplicatif E des
nombres complexes de valeur absolue 1. On pourra donc, par application du lemme
5.1, Pécrire sous la forme (70,\%—/}), les v, étant des éléments de E. Si alors on
pose 0,1 = Yor(prom) dans O'U)\, on voit qu’il y a une fonction 6 sur 174 qui coincide
avec 0, dans oU, quels que soient o, )\, et que c’est une fonction multiplicative
de diviseur D sur V, & multiplicateurs dans E. Pour démontrer 'unicité ainsi que
la derniére assertion du corollaire, il suffit évidemment de faire voir que, si 6 est
holomorphe & multiplicateurs constants de valeur absolue 1, c’est une constante.
Or, si 0 est une telle fonction, || est invariante par le groupe G opérant sur V et
peut donc étre considéré comme fonction sur V. Si elle n’est pas constante sur V,
soient M sa borne supérieure, v un point frontiére de I’ensemble des points de V'
ou |f| = M, et @ un point de V tel que m(@) = u; alors, au voisinage de u, 6 est
une fonction holomorphe non constante telle que |6| admette un maximum en a, ce
qui est impossible. Si |0] est constante, le principe du maximum (ou, si ’on préfére,
le cor. 2.4) montre de méme que 6 est constante au voisinage de tout point de v,

donc sur V.

Il peut arriver en particulier que la variété compacte V' de type kihlérien soit telle
que 11 (V) soit contenu dans le sous-anneau de (V) engendré par 21 (V) ; le
th. 5.12 montre que, sur une telle variété, tout diviseur D est le diviseur d’une
fonction théta. Si de plus 6 est une fonction théta de diviseur D, et qu’on désigne
par 6y une fonction théta de diviseur D, on aura 6 = 61/6y, ou 61 = 0y0 admet le
diviseur DV ; toute fonction théta est donc alors quotient de deux fonctions théta
holomorphes. Il en est ainsi, en particulier, de toute fonction méromorphe sur V' (ou,
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plus exactement, de I'image transposée sur V de toute fonction méromorphe sur V).
Dans le monoide multiplicatif des fonctions théta holomorphes sur V', on pourra
définir d’une maniére évidente les notions de divisibilité, de fonctions étrangéres,
etc. On peut dire alors que toute fonction théta sur V peut s’exprimer comme
quotient de deux fonctions théta holomorphes étrangéres I'une a l'autre, qui sont
bien déterminées & des facteurs inversibles prés.

6. TORES COMPLEXES, FONCTIONS THETA, VARIETES ABELIENNES

6.1. Comme il est bien connu, 'anneau de cohomologie d’un tore est engendré
par les classes de degré 1; cela résulte d’ailleurs de ce qu’on a vu au §4.2 (v. en
particulier le lemme 4.5). Les résultats de la fin du chapitre précédent sont donc
applicables aux tores complexes; on se propose maintenant de les expliciter dans
ce cas et d’en développer les conséquences.

Considérons d’abord un tore réel de dimension m. Il peut se mettre sous la forme
E/G, ou E est un espace vectoriel de dimension m sur R et G un sous-groupe dis-
cret de rang m de E'; E n’est autre que le revétement universel du tore, et G son
groupe fondamental. On peut aussi, d’'une maniére évidente, identifier E avec l'es-
pace vectoriel des vecteurs tangents au tore F/G en 1'un quelconque de ses points;
on identifie ainsi I’espace des p-covecteurs sur F avec 'espace des formes différen-
tielles de degré p invariantes par translations sur E/G; le premier de ces espaces
s’identifie, canoniquement aussi, avec ’espace des formes multilinéaires alternées
sur le produit F X --- X E de p facteurs égaux a F (cf. BOURBAKI |2, III, §§ 5 et §]).
Comme il y a, d’aprés le lemme 4.5 du §4.2, une forme invariante par translation
et une seule dans chaque classe de cohomologie sur E/G, on peut identifier ainsi
HP(E/Q) avec l'espace des p-covecteurs sur E, et H(FE/G) avec l'algébre extérieure
construite sur ’espace des covecteurs sur £. Chaque fois qu’il sera question, dans la
suite, de correspondences canoniques entre certains des espaces mentionés ci-dessus,
il s’agira de celles dont on vient de rappeler la définition.

Soit « une forme différentielle de degré p sur E/G, invariant par translation;
comme au §4, nous identifierons aussi a avec son image transposée dans E par
lapplication canonique de E sur E/G. Prenons pour base dans E un systéme
minimal (g1,...,gm) de générateurs de G; pour les coordonnées déterminées par
ce choix de la base, a pourra s’écrire:

o = Z ailmipda:il VAKERIVAN dl‘ip
i1 <<

Pour que a soit de classe entiére sur £/G, il faut et il suffit que les a;, .. ;, soient en-
tiers. Rappelons briévement la démonstration de ce résultat bien connu. En premier
lieu, on vérifie qu’il en est bien ainsi pour p = m = 1, c’est-a-dire pour une forme
a = adz sur le tore R/Z de dimension 1, ce qu’on peut faire, soit au moyen d’un
recouvrement simple de ce tore (on obtiendra un tel recouvrement en prenant les
images sur R/Z de trois intervalles ouverts convenablement choisis sur R), soit en
montrant que toute période d’une différentielle de degré 1 sur R/Z est un multiple
entier de U'intégrale de cette différentielle sur [0, 1]. Comme ’application

(T1, .., Tm) — ;

de E sur R détermine pour tout 7, par passage au quotient, un homomorphisme
de E/G sur R/Z, on en conclut que, pour tout 4, la forme dz;, image transposée
de dx par cet homomorphisme, est de classe entiére sur E/G; il en est donc de
méme de toute forme dx;, A--- A dx;,, et par suite de toute combinaison linéaire
de telles formes & coeflicients entiers. Réciproquement, quels que soient i1, ..., 1y,
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l'application (u1,...,up) — Y o_, u,g;, détermine par passage au quotient un ho-
momorphisme du tore R?/ZP dans E/G; si on a pris 41 < --- < ip, I'image trans-
posée par cette application de la forme o écrite ci-dessus est a;,. .5, dus A+ -+ Aduy;
si «a est de classe entiére, il en est de méme de cette derniére forme. Or l'intégrale
de celle-ci sur RP/ZP est une période et est égale a ai, ...i,- Plus généralement, on
démontre que les périodes d’une forme « de degré p sur E/G sont les combinaisons
linéaires a coefficients entiers de celles qu’on obtient en intégrant sur R? /ZP 'image
transposée de « par ’homomorphisme de RP/ZP dans E/G obtenus par passage
au quotient & partir de 'application

p
(s up) — Zul,g’u
v=1

ol gi,..., g]’g sont p éléments quelconques de G. On en conclut que, pour qu'une
forme «, invariante par translation, soit de classe entiére, il faut et il suffit que la
forme multilinéaire alternée sur E X --- X E qui lui est canoniquement associée soit
a valeur entiéres sur G X --- x G; les valeurs qu’elle prend sur G x - - - x G, et leurs
combinaisons linéaires a coefficients entiers, sont en effet les périodes de a.

Nous aurons & nous servir des résultats ci-dessus que pour p = 2; pour ce cas,
nous les énoncerons sous forme de lemme:

Lemme 6.1. Soit a une forme différentielle de degré 2, invariante par translation
sur un tore E/G. Pour que a soit de classe entiére, il faut et il suffit que la forme
bilinéaire alternée sur E X E qui lui est canoniquement associée soit a valeurs
entiéres sur G x G.

En ce qui concerne les formes alternées ayant cette propriété, nous aurons besoin
du lemme suivant:

Lemme 6.2. Soit A une forme bilinéaire alternée sur E X F, a valeurs entiéres
sur G x G. Soit Ey le sous-espace de E formé des x € E tels que A(x,g) =0 quel
que soit g € G ; soit Gog = G N Ey. Alors Ey est le sous-espace de E engendré par
Go; A s’annule sur E x Ey et sur Ey X E ; et il existe une forme bilinéaire B sur
E x E, nulle sur E x Ey et sur Eqg X E, a valeurs entiéres sur G x G, et telle que
A(z,y) = B(x,y) — B(y,x) quels que soient x,y.

Mountrons d’abord qu’il existe B, a valeurs entiéres sur G x G, telle que A(z,y) =
B(z,y)— B(y, z). Pour cela, prenons dans E une base formée d’un systéme minimal
de générateurs de G ; A s’ecrira alors

(6.1) Az, y) = Zaij(xiyj — T;Yi)
i<j

avec des a;; entiers, et on satisfera aux conditions ci-dessus en prenant B(z,y) =
ZKJ- a;jx;y;. Pour la méme base, chacune des équations A(x, g) = 0 qui définissent
Ej est a coefficients entiers; il s’ensuit, comme on sait que Ey est engendré par ses
points a coordonnées rationnelles (cf. p. ex. BOURBAKI [2, II, §5, n° 3]), donc aussi
par ses points a coordonnées entiéres par rapport a la base en question ; or ceux-ci
ne sont autres que les points de G. La relation Go = G N Ey implique, comme on
sait, que Gy admet un supplementaire G; dans G (cf. BOURBAKI [2, VII, §4,n° 3,
cor. du th. 1]), c’est-a-dire que G est somme direct de Gy et Gy ; E est alors somme
direct de Ej et de I'espace vectoriel E; engendré sur R par G;. Soit f 'application
canonique de E sur l'espace E* = E/Ey; f induit sur E; un isomorphisme de E;
sur E* qui applique G sur le groupe G* = f(G). Alors A détermine, pas passage au
quotient, une forme alternée A* sur E* x E*, a valeurs entiéres sur G* x G*, telle que

105

Lemme 1

Lemme 2

106



107

ne 2

66 ANDRE WEIL

Az, y) = A*(f(x), f(y)). D’aprés ce qui précéde, il y aura une forme bilinéaire B*
sur E* x E*, a valeurs entiéres sur G* x G*, telle que A*(u,v) = B*(u,v) — B*(v, u)
quels que soient u,v dans E*. Alors la forme B(z,y) = B*(f(z), f(y)) aura toutes
les propriétés énoncées dans le lemme.

Les hypothéses étant celles du lemme 6.2, toute forme B ayant les propriétés
énoncées dans ce lemme sera dite une forme satellite de A sur G x G.

Avec les notations du lemme 6.2, la codimension de Ey dans F s’appelle, comme
on sait, le rang de A; c’est toujours un nombre pair. On sait que, si A est de rang
2p, on peut toujours choisir un systéme minimal (g1,...,g,) de générateurs de G
de telle sorte que, ce systéme étant pris pour base, A soit donné par une formule:

p
(6.2) A(x,y) = Z ea(xayp+a - yozxp-l-a)
a=1

ou les e, sont des entiers non nuls; une telle base de G sera dite adaptée a A. On
peut méme faire en sorte que les e, soient égaux aux « diviseurs élémentaires » de
A sur G x (G, mais nous n’aurons pas & faire usage de ceux-ci.

Si A est une forme alterneée sur E x E, donnée par (6.1) pour un certain choix de
la base dans F, le bicovecteur canoniquement associé a A sera donné, par rapport
a cette base, par u = Y ._.a;;z; A z;. Si Pespace est de dimension paire m = 2n,
on pourra alors écrire:

1<j

1
—u" = Pdxi A -+ AN dxoy,,
n!

ot P est un polynome homogéne de degré n dans les a;; qu’on appelle, comme on
sait, le pfaffien de la matrice ||a;;|/, ou encore le pfaffien de A par rapport a la base
choisie ; pour qu’il s’annule, il faut et il suffit que le rang de A soit < 2n. La formule
ci-dessus montre que, pour un changement de base de déterminant ¢, le pfaffien est
multiplié par ¢ ; il s’ensuit que, si G est un sous-groupe discret de rang 2n de F, le
pfaffien de A a méme valeur absolue par rapport a toute base formée d’un systéme
minimal de générateurs de G ; cette valeur absolue s’appellera le pfaffien de A sur
G x G ou par rapport & G. Si A est & valeurs entiéres sur G X G, A sera donnée,
par rapport & une base de G adaptée & A, par une formule du type (6.2), et alors
un calcul facile montre que le pfaffien de A sur G x G est |ejes...e,| sip =n et
0sip < n.Si Fy est défini comme dans le lemme 6.2, A définira, par passage au
quotient, une forme A* de rang 2p dans 'espace E* = E/Ey qui est de dimension
2p; le pfaffien de A* par rapport au groupe G*, image de G dans E*, s’appelera
le pfaffien réduit de A sur G x G ; il est immédiat que, si A est donné par (6.2)
par rapport & une base de G adaptée a A, le pfaffien réduit est égal & |e1...ep|; il
est égal au pfaffien si p = n, si p = 0, on lui attribuera par convention la valeur 1.
C’est donc en tout cas un entier > 0.

6.2. A partir de maintenant, on supposera que F est un espace vectoriel de dimen-
sion n sur C, et que G est un sous-groupe discret de rang 2n de E; E/G est donc
un tore complexe. Dans la correspondance canonique entre formes invariantes par
translation sur E/G et formes multilinéaires sur I’espace vectoriel sur R sous-jacent
a E, les formes de bidegré (1,0) sur E/G correspondent aux formes C-linéaires sur
E; ala forme C-linéaire z sur E correspond sur F/G la forme dz (ce qui signifie,
d’apres les conventions du §4.2, la forme sur F/G dont I'image transposée, par la
projection canonique de E sur E/G, est dz). D’aprés les définitions du §5.7, une
intégrale de premiére espéce sur F, relative & E/G, sera donc une constante.
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De méme, les formes invariantes par translation, de bidegré (1, 1), sont celles qui
s’écrivent :

. n
Q= % 3" hapdzs A dza
a,B=1
ol les z, désignent les coordonnées par rapport a une base dans E, ou autrement
dit forment une base pour 'espace des formes C-linéaires sur F ; une telle forme
Q sera réelle si hog = ﬁga quels que soient «,; en ce cas, on dira qu’elle est
canoniquement associé a la forme hermitienne

n
H(z,w) = Z hapZows
a,f=1
sur F x E. Comme on I'a vu au §1.2, la partie imaginaire A de H est alors une
forme R-bilinéaire alternée sur F x F, a savoir celle méme qui est canoniquement
associée a () au sens des définitions du §6.1 ci-dessus; donc, d’aprés le lemme 6.1,
pour que (2 soit de classe entiére sur E/G, il faut et il suffit que A soit a valeurs
entiéres sur G x G. Rappelons que, d’aprés le §1.2, H et A satisfont aux relations :
Lemme 6.3. Soient H une forme hermitienne sur ExX E et A sa partie imaginaire.
Alors 'ensemble Eg des points x € E tels que A(xz,y) = 0 quel que soit y € E est
aussi l'ensemble des © € E tels que H(xz,y) = 0 quel que soit y € E, et est un

sous-espace vectoriel de E sur C. Si de plus H est positive, Fy est l’ensemble des
x € E tels que H(z,z) = 0.

La premiére assertion résulte immédiatement des relations (6.3). Supposons que
H soit positive, et qu’on ait H(z,z) = 0; on a alors, quel que soit y:
H(y+7a,y+72) = H(y,y) + TH(y,x) + TH(2,y)

Pour que le second membre soit > 0 quel que soit 7, il faut que H(z,y) = 0.

L’espace vectoriel Ey défini dans le lemme 6.3 s’appellera désormais le noyau de
la forme hermitien H.

Lemme 6.4. Soit F' une forme R-bilinéaire sur EX E, d valeurs dans C ; supposons
que, pour tout x € E, Uapplication y — F(x,y) soit C-linéaire, et que la forme R-
bilinéaire alternée
A(l’,y) = F((E,y) - F(yvl')

soit & valeurs réelles sur E x E. Alors on a 2iF = H + ®, ou H est une forme
hermitienne sur E X E et ® une forme C-bilinéaire symétrique sur E x E. De plus,
H et @ sont déterminées d’une maniére unique par ces conditions, et A est la partie
imaginaire de H.

Soient F', F" la partie réelle et la partie imaginaire de F'; en écrivant que F'(z,y)
est C-linéaire en y, c’est-a-dire qu’on a F(z,iy) = iF(z,y), on obtient F'(z,y) =
F'"(x,iy). Puisque A est a valeurs réelles, F est symétrique, et l'on a :

Alz,y) = F'(z,y) — F'(y,2) = F'(2,iy) — F'(y, iz).
Puisque F” est symétrique, on en conclut aussitot qu’on a :
Alix, iy) = A(z,y),

d’ou il s’ensuit (cf. §1.2) que A est la partie imaginaire d’une forme hermitienne H,
celle-ci étant définie par la premiére des relations (6.3) ci-dessus. Il est immédiat
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alors que la forme ® = 2iF — H est symétrique ; comme ®(x,y) est C-linéaire en y,
® est donc C-bilinéaire. L’unicité de H et ® résulte de ce qu’une forme C-bilinéaire
non nulle ne peut étre hermitienne. On notera la formule

(6.4) H(z,x) = —F"(z,z) — F'(iz,iz),

conséquence immeédiate de ce qui précéde.

6.3. D’apres le corrollaire 5.13, si ¢ est une fonction multiplicative holomorphe
a multiplicateurs constants sur F, relativement au groupe G, elle est partout non
nulle; d’aprés le §5.7, il s’ensuit que (27i)~!log ¢ est une intégrale de premiére
espéce, c’est-a-dire, d’aprés ce qui précéde, que @ est de la forme e(z + ¢), ol z est
une forme C-linéaire sur E et ¢ une constante.

Soit maintenant 6 une fonction théta sur F, relativement au groupe G. On aura
donc, d’aprés les définitions du §5.7, et d’aprés ce qui précéde :
0(x + 9)0(x) ™" = e(Ly(x) + c(9))

quels que soient g € G et v € E, L, désignant, pour chaque g € G, une forme
C-linéaire sur F, et ¢(g) une constante. On en conclut aussitot qu’on a, quels que
soient € F et g, € G :

Lgig () +clg+9) = Ly(x+g) + Ly (x) +c(g) +c(g') (mod 1),
ce qui équivaut aux relations :

Lyvg =Lg+ Ly, clg+9g)—clg) —clg)=Ly(g") (mod1).

La premiére exprime que g — L, est un homomorphisme de G dans l’espace
dual de E'; comme G est un groupe libre, on en conclut immédiatement qu’il y a
une forme R-linéaire F sur E x E et une seule, telle que I'on ait Ly(z) = F(g,z)
quels que soient g € G et x € E, et que F(z,y) est C-linéaire en y. On a alors,
quels que soient g, g’ dans G :

clg+9g)—clg) —clg') =F(g,9') (mod 1).

Le premier membre étant symétrique en g, ¢’, la forme alternée

A(I’y) = F(x’y) - F(y,l‘)

est & valeurs entiéres sur G x G, et par suite a valeurs réelles sur ¥ x E. D’aprés le
lemme 6.4, on aura donc 2¢F = H 4+ ®, ou H est hermitienne de partie imaginaire
A et @ est C-bilinéaire symétrique. Mais, si on pose d(g) = c(g) — F(g,9)/2, on
aura :

A(g,g") (mod 1).

| =

dg+g') —d(g) —d(g') =

La partie imaginaire f(g) de d(g) est donc un homomorphisme de G dans R, qu’on
peut prolonger a une application R-linéaire f de E dans R ; si on pose alors L(z) =
fliz) + if(z), L sera une forme C-linéaire sur E, de partie imaginaire f; donc
d(g) — L(g) sera réel pour tout g € G. Soit B une forme satellite de A sur G x G,
c’est-a~dire une forme ayant les propriétés énoncées dans le lemme 6.2, posons :

2(g) = d(g) - L(g) ~ 5B(s.9)
=c(g) — L(g) - %B(g,g) - %Z.[H(mg) +@(g,9)].

On aura, dans ces conditions :

d(g+g)=d(g)+d(g) (mod1),
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c’est-a~dire que la fonction e[d’(g)] est un caractére de G (au sens strict), ou au-
trement dit un homomoprhisme de G dans le groupe multiplicatif E des nombres
complexes de valeur absolue 1.

La fonction 9(g) = e[d(¢g) —L(g)] sera alors une application de G dans E telle que
¥(g)e[B(g,g)/2] soit un caractére de G. Cette propriété est d’ailleurs indépendante
du choix de la forme satellite B de A; en effet, toute autre forme satellite de A
peut s’écrire B + .5, ou S est symétrique & valeurs entiéres sur G x G, et on voit
immédiatement qu’alors e[S(g, g)/2] est un caractére de G. Une application ¢ de G
dans E ayant la propriété en question s’appellera un semi-caractére de G, attaché
a A, ou attaché a la forme hermitienne H dont A est la partie imaginaire.

En définitive, on a démontré ce qui suit :

Proposition 6.5. Soit § une fonction théta relative a un tore complexe E/G. Alors
il y a une forme hermitienne H, une forme C-bilinéaire symétriqgue ®, une forme
C-linéaire L, et un semi-caractére ¥ de G attaché a H, tels que l'on ait, pour
geG,reFE :

1 1 1 1
(6.5) O(x+9g) = 6(z)d(g)e[5: H(g,2) + - H(g,9) + 5:(g,2) + - ®(9,9) + L(g)].
De plus, H,®, L et 1 sont déterminés par ces conditions d’une maniére unique ; et
la partie imaginaire A de H est a valeurs entiéres sur G x G.

Une fonction méromorphe 6, non partout nulle sur F, saisfaisant a (6.5), sera
appelée une fonction théta de type (H,, @, L) relativement 4 G. Si® =0 et L =0,
on dira que c’est une fonction théta réduite de type (H,); une telle fonction est
donc une fonction méromorphe, non partout nulle, qui satisfait, pour g € G, x € E,
a la relation

(6.6) 0+ g) = 0(@)lg)e] - Hg 2) + 3 H (5 9)]:

Une fonction sur E, de la forme P(z) = ®(z,z)/4i + L(x) + ¢, ou @ est C-
bilinéaire symétrique, ot L est C-linéaire, et ol ¢ est une constante, s’appelle un
polynome du second degré sur F; en effet, pour qu'une fonction puisse s’écrire
ainsi, il faut et il suffit que ce soit un polynome du second degré par rapport aux
coordonnées de x pour un choix quelconque d’une base de E sur C. Si P est le
polynome défini par la formule précédente, e[P(x)] est une fonction théta de type
(0,1, @, L) relativement a G, et cela quel que soit le sous-groupe discret G de rang
2n dans E. Une fonction de la forme e[P(x)], ot P est un polynome du second
degré dans E, s’appellera une fonction théta triviale. On a les résultats suivants,
dont la vérification est immédiate :

Proposition 6.6. Toute fonction théta peut s’exprimer d’une maniére et d’une
seule comme produit d’une fonction théta reduite 0y et d’une fonction théta triviale
0" égale 4 1 en 0; si la premiére est de type (H,y,®, L), Oy est de type (H,v) et
on a0 (x) = e[®(x,x)/4i + L(x)].

Proposition 6.7. Si 0 est une fonction théta de type (H,v,®, L) relative a G, la
fonction 01 défini par 01(x) = 6(x + a) est une fonction théta de type (H, 11, P, L)
relativement 6 G, 1 et Ly étant donnés par les formules :
1 1
¥1(g) = ¥(g)e[A(g, a)] Li(x) = L(z) + ZH(G’ x) + %(ﬁ(a,x)

ou A désigne la partie imaginaire de H.

Prop. 1
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Corollaire 6.8. Si 0 est une fonction théta réduite de type (H, 1)), la fonction
x4+ a1)(x+az) - 0(x+ar—1)0(x—a; — - —a—1)

est une fonction théta réduite de type (rH,y") quels que soient les a;.

6.4. On va maintenant étudier le diviseur d’une fonction théta, et déterminer la
classe de cohomologie qui lui est attachée d’apreés les définitions du §5.6 ; le résultat
est le suivant :

Proposition 6.9. Soit 6 une fonction théta de type (H, v, ®, L), relative au groupe
G ; soit D le diviseur de 6 relativement au tore E/G. Alors a(D) est la classe entiére
de bidegré (1,1) qui correspond canoniquement & la forme hermitienne H.

Au moyen de la prop. 6.6, on se raméne immédiatement au cas ou # est réduite
de type (H,%). On procédera comme au §5.8. Soit (Uy) un recouvrement simple
de E/G; 7 étant la projection canonique de E sur E/G, choisissons pour chaque
A une composante connexe Uy de 7~ 1(U,); si, pour chaque g € G, on note T,
la translation z — z + g dans E, les ensembles Tg(U ») forment un recouvrement
simple de E. Si Uy, = Uy NU, n'est pas vide, 'une des composantes connexes
de W’l(UA#) sera contenue dans 0#» et il y aura un gy, € G tel que cette méme
composante soit contenue dans T, , (Uy). Désignons par z(*) Papplication de Uy sur
Uy, inverse de I'application de Uy sur Uy qui est induite sur Uy par 7; on pourra
aussi considérer z») comme application de Uy dans E. Par définition de Jru, ON
aura 2z — z(N) = g dans Uy, chaque fois que Uy, n’est pas vide. Si on pose
py =0o 2N v sera une fonction méromorphe dans Uy, et on aura, dans U,
D =div(pz);les Fy, = npxlgoﬂ forment alors un systéme de fonctions de transition
attaché a D au sens du §5.6. Mais on a d’aprés (6.6) pour u € Uy, :

—1

(= (w)) = exue o (a2 (w)],

ol ¢y, est une constante non nulle. Choisissons une base dans E'; supposons que
H s’exprime, au moyen des coordonnées relatives a cette base, par la formule :

H(z,w) = Z hapZows.
a,p

Fru(u) = 0(zM (w))

Les dz, forment une base pour l'espace des formes de premiére espéce sur E/G;

de plus, si on écrit 2N = (zi)‘), ey ZSL/\)), les dzé)‘) ne sont autres que les formes

induites par les dz, sur Uy. Comme gy, = 2 — 2N ] gensuit qu’on a, dans Uxp :

1 1
— - — E { A O]
27m_d10g F)\# = % < hag(za“ Za )ng

Par suite, les formes

définissent une connexion pour (F),). Cette connexion a la courbure :
a=> hapdzg Adz,
a,B

qui est bien la forme, invariante par translation, correspondant canoniquement &
H.

Cor.
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6.5. Pour le cas ou D est positif, ¢’est-a-dire 0 partout holomorphe, on a le résultat
suivant:

Proposition 6.10. Soit 6 une fonction théta holomorphe, réduite de type (H, ).
Alors la forme H est positive, et tout vecteur du noyau de H est une période de 6.

Il résulte immeédiatement de (6.6) que la fonction

6(2)Pe(5H(x.2)) = [f(a)[?e="0)

est périodique de période g pour tout ¢ € G et détermine donc, par passage au
quotient, une fonction continue sur E/G; elle est donc bornée. Autrement dit, il y
a une constante C' > 0 telle que l'on ait:

10(z)]? < CemH(@o),
Soient a, b deux vecteurs quelconque de E'; on aura, pour 7 € C:
0(Ta +b)|? < Ce™
ol p est défini par
p=H(ra+b,ra+b)=H(a,a)77+ 7H(b,a) + TH(a,b) + H(b,b).

Supposons qu’on ait H(a,a) < 0; alors, quel que soit ¢ > 0, il y aura R > 0
tel que lon ait mp < loge pour tout 7 tel que |r| > R, ce qui montre que que
6(ta +b), qui, pour a et b donnés, est une fonction holomorphe de 7 dans tout le
plan complexe, est < (Ce)/? en valeur absolue en dehors du cercle |7| = R, et par
suite dans tout le plan. Comme il en est ainsi quel que soit &, cette fonction s’annule
donc identiquement ; comme il en est ainsi quel que soit b, 6 elle-méme s’annule
identiquement, ce qui est contraire a la définition d’une fonction théta. On a donc
bien H(a,a) > 0 quel que soit a. Supposons maintenant qu’on ait H(a,a) = 0, ce
qui, d’aprés le lemme 6.3, entraine H(a,b) = 0 quel que soit b. Alors les inégalités
ci-dessus montrent que la fonction 6(7a + b) est bornée dans tout le plan, donc
constante, ce qui implique bien que a est une période de 6

Corollaire 6.11. Les hypotheéses étant celles de la prop. 6.10, soit Ey le noyau de
H, et soit Go = GN Ey. Alors le semi-caractére v induit la constante 1 sur Gg.

11 suffit pour le voir d’exprimer au moyen de (6.6) que tout g € Gy est une
période de 6.

Corollaire 6.12. Toute fonction théta holomorphe et partout # 0 est une fonction
théta triviale.

Soit 8 une telle fonction ; d’aprés la prop. 6.6, on peut Iécrire 6 = 6,0’, avec 6
réduite et 8’ triviale. Si 0y est de type (H, ), la prop.6.10, appliquée successivement
a et ady ! montre que H est a la fois positive et négative, donc que H = 0,
puisque tout vecteur de F est une période de 0y, donc que 0y est constante.

Si maintenant on applique le th. 5.12, et qu’on tienne compte des résultats ci-
dessus, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 6.13. Tout diviseur D sur E/G est le diviseur sur E/G d’une fonction
théta réduite relative 6 G, qui est bien déterminée par D & un facteur constant pres.
Si D est positif, et si (H,1) est le type de la fonction théta réduite de diviseur D,
la forme H est positive.

Corollaire 6.14. Pour que deuz diviseurs D, D’ soient linéairement équivalents
sur E/G, il faut et il suffit que les fonctions théta réduites de diviseurs D, D’ soient
de méme type.
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Soient 6,6’ les fonctions théta en question; alors 6/6’ est une fonction théta ré-
duite de diviseur D — D’. Si 6,60’ sont de méme type, /6" est péridique de période
g quel que soit g € G, donc détermine par passage au quotient une fonction méro-
morphe de diviseur D— D’ sur F/G. Réciproquement, si D — D’ est le diviseur d’une
fonction méromorphe ¢ sur E/G, et que m désigne comme toujours la projection
canonique de F sur E/G, v o7 sera une fonction théta réduite, de type (0,1) et de
diviseur D — D’ ; d’aprés le th. 6.13, elle ne peut différer de /6’ que par un facteur
constant ; donc 6 et 8’ sont de méme type.

Corollaire 6.15. Soient D, D' deux diviseur positifs sur E/G. Alors, pour qu’on ait
a(D) = a(D’), il faut et il suffit qu’il y ait une translation sur E/G qui transforme
D en un diviseur linéairement équivalent a D’.

Soient 6,6’ des fonctions théta réduites de diviseurs D, D’; soient (H,) et
(H' ') leurs types ; d’apreés la prop. 6.9, a(D) = a(D’) équivaut & H = H'. D’aprés
le corollaire 6.14 ci-dessus, et la prop. 6.7, la condition énoncée est suffisante. Ré-
ciproquement, supposons qu’on ait H = H’; soit A la partie imaginaire de H, et
soit Fy son noyau. Au moyen du lemme 6.3, on voit immédiatement que, par pas-
sage au quotient, A détermine une forme alternée non dégénérée A* sur ’espace
E* = E/Ey; donc, en posant Gg = GN Ey, tout caractére de I'image G* = G/G de
G dans E* peut se mettre sous la forme e[A*(g*, a*)], avec a* € E*; cela revient a
dire que tout caractére de G qui prend la valeur 1 sur Gy est de la forme e[A(g, a)],
avec a € E. Mais le cor. 6.11 montre que 1»~11’ prend la valeur 1 sur G ; comme
c’est un caractére de G, on peut donc choisir a € E tel que ¥~ 14’ coincide avec
e[A(g,a)] sur G. D’apres la prop. 6.7, 8(x + a) est donc de type (H,v¢’,0,L), ou L
est une forme linéaire. Comme elle a pour diviseur le transformé de D par la trans-
lation —7(a), ce dernier est donc, d’aprés la prop. 6.6, le diviseur d’une fonction
théta réduite de type (H, ') ; par suite, d’aprés le corollaire 6.14, il est linéairement
équivalent & D’.

Corollaire 6.16. Soit D un diviseur positif sur E/G ; soit H la forme hermitienne
canoniquement associée & a(D) ; soit Eqy le noyau de H. Alors l'image de Eg dans
E/G est fermée dans E/G et est un sous-groupe d’indice fini du groupe I' des
tranlations sur E/G qui laissent D invariant.

Comme la partie imaginaire A de H est & valeurs entiéres sur G x G, il résulte
des lemmes 6.2 et 6.3, que le groupe Gy = G N Ey est discret dans E, et de rang
égal a la dimension de FEy sur R, de sorte que 'homomorphisme de Ej sur son
image 7(Fp) dans E/G induit sur Ey par la projection canonique 7 de E sur E/G
détermine, par passage au quotient, un isomorphisme du tore complexe Fy/Gq sur
7w(Ep); m(Ep) est donc un sous-groupe fermé de E/G. D’aprés la prop. 6.10, tout
vecteur de Ej est une période de la fonction théta réduite de diviseur D ; donc
m(Ep) est contenu dans le groupe I'. D’autre part, I" est contenu dans le groupe I
des translations sur /G qui transforment D en un diviseur linéairement équivalent
a D. Or, d’aprés le corollaire 6.14 ci-dessus, et les prop. 6.6 et 6.7, I est I'image
dans E/G de 'ensemble des a € E tels que e[A(g,a)] = 1 quel que soit g € G.
Comme A est a valeurs entiéres sur G x G, la fonction e[A(g, z)] est périodique
de période ¢’ quel que soit ¢’ € G et détermine donc par passage au quotient un
caractére x, de E/G; I' est Pensemble des éléments de E/G ou l'on a x, = 1
quel que soit g € G; c’est donc un sous-groupe fermé de E/G. On sait, dans ces
conditions, que la composante connexe I'g de 0 dans I' est d’indice fini dans I”
et est 'image dans F/G d’une sous-variété R-linéaire E|) de E. De plus, E| est
lensemble des a € E tels que l'on ait A(g,A\a) = 0 (mod 1) quel que soit A € R.
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Il est clair que cet ensemble n’est autre que Ey. On a donc 'y = w(Ep) ; comme ce
groupe est d’indice fini dans I, il I’est & plus forte raison dans T'.

Corollaire 6.17. Soit ¢ une fonction méromorphe dans E/G ; soit D = div(yp).
Soit H la forme hermitienne canoniquement associée a la classe a(D") =a(D™) ;
soit Ey le noyau de H. Alors l’image de Fy dans E/G est un sous-groupe d’indice
fini du groupe des translations qui laissent ¢ invariante.

D’aprés le corollaire 6.16, cette image est d’indice fini dans le groupe des trans-
lations qui laissent Dt et D~ invariant. D’autre part, si # est une fonction théta
réduite de diviseur D™, §¢ sera une fonction théta réduite de diviseur D ; d’aprés
la prop. 6.10, tout a € Ey est une période pour 'une et ’autre de ces fonctions. La
conclusion s’ensuit immédiatement.

6.6. Si E/G est un tore complexe, toute forme hermitienne positive H sur E x F
dont la partie imaginaire est & valeurs entiéres sur G x G s’appellera une forme de
RIEMANN pour E/G.

Proposition 6.18. Soit E/G un tore complexe admettant une forme de RIEMANN
non dégénérée H, de partie imaginaire A. Soit (g1, ..., gon) une base de G adaptée
a A, soit

2n 2n n
(6.7) A (Z §ugv,s Z nugu> = Z ea(§anta — Nanta)s
v=1 v=1 a=1

pour des &,,m, réels, lexpression de A par rapport a cette base de E sur C; et si
l’on pose

n
(6.8) gnis =Y Dapfa (1< B<n),
a=1
Z = |leapasl est une matrice symétrique dont la partie imaginaire est la ma-

trice d’une forme quadratique non dégénérée positive. Réciproquement, soit Z =
lzas|| une matrice symétrique dont la partie imaginaire soit la matrice d’une forme

quadratique non dégénérée positive ; soient (eq,...,e,) des entiers non nuls; soit
(gas- -, 9n) une base d’un espace vectoriel E sur C; soit G le groupe engendré par
gi,---,9n €t par les vecteurs

n
Gnts = Y €a'2apga (1< B <n).
a=1
Alors G est un sous-groupe discret de E, et la forme bilinéaire définie par (6.7) est
la partie imaginaire d’une forme de RIEMANN non dégénérée pour E/G.

Par définition d’une base adaptée a A, les e, sont entiers; ils sont # 0 parce que
H et par suite A sont non dégénérées. Soient E’, E” les sous-espaces de E engendrés
respectivement, sur R, par g1,..., g, et par gn11,..., 92, ; d’aprés (6.7), A s’annule
sur B/ x E' et sur E” x E". Si g1,...,g, n'étaient pas linéairement indépendants
sur C dans F, il y aurait deux vecteurs x,y non nuls dans E’ tels que x + iy = 0,
c’est-a~dire y = ix ; on aurait alors, d’aprés les formules (6.3) :

H(z,x) = A(x,iz) = A(z,y) =0,

ce qui est impossible puisque H est positive non dégénérée. On peut donc prendre
(91,---,9n) pour base de E sur C; pour cette base, H sera donnée par une formule :

n n n
H(Zzaga,zwaga) = Z hapZawp
a=1 a=1

a,f=1

Cor. 4

Prop. 6
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avec hqog = Bﬁa. Comme la partie imaginaire A de H s’annule sur E' x E', H
est & valeurs réelles dans E' x E’; donc les h,p sont réels et forment une matrice
symétrique, qui est celle de la forme quadratique non dégénérée positive induite par
H(z,z) sur E’ x E’. Posons maintenant

(69) P (Z Zafa, Zwa9a> = - Z haﬁzawﬁ
a=1 a=1

a,f=1

puis F' = (H + ®)/2i. Alors ® est une forme C-bilinéaire symétrique sur F x E;
et I est une application R-bilinéaire de F x E dans C, s’annulant sur E' x E’, et
telle que F(z,y) soit C-linéaire en y pour tout z € E. On a donc :

n

F <$, Z Zozga> = Z F(xaga)za = Z(F(xaga) *F(gaaaj))za = ZA(xvga)Zom

= a=1

et par suite, si les £, sont réels :

2n n n
(6.10) F <Z §vGvs Z zaga> == Z eabnta?a
v=1 a=1 a=1

puis, d’aprés (6.8), lorsque les &, 7, sont réels :

2n 2n n n
(6'11) F (Z §vGus Z 771/91/) = - Z eabntalla — Z eaPasSntallntpg
v=1 v=1 a=1

a,f=1

Mais A s’annule sur E” x E”; donc H, et par suite aussi F', sont bilinéaires symé-
triques sur B x E"; d’aprés (6.11), cela revient a dire que la matrice ||eqpagl|| est
symétrique. D’autre part, on a, d’aprés (6.9) :

2n 2n 1 n
F <Z RaYas Z Zaga> = Z Z haﬁ(zoc - Zoz)zﬂ'
a=1 a=1

a,f=1

Comme les h,g sont réels, la partie imaginaire du second membre est — 3 hapzg2j
si z/, désigne la partie imaginaire de z, ; comme ||hqyg]|| est la matrice d’une forme
quadratique non dégénérée positive, il s’ensuit que la partie imaginaire de F(x, z)
est < 0, pour = Y 2494, chaque fois que les parties imaginaires des z,, ne sont pas
toutes nulles, c’est-a-dire chaque fois que z n’est pas dans E’, donc en particulier
si x est un vecteur non nul de E”. Si on exprime cette propriété au moyen de
Iexpression (6.11) pour F, on trouve que la partie imaginaire de |eqapags|| est la
matrice d'une forme quadratique non dégénérée positive.

Passons a la réciproque. Les vecteurs g1, ..., gn, 191, . .. ,ig, forment une base de
FE sur R; exprimant g1, ..., g2, au moyen de cette base, on voit que, pour que ces
derniers vecteurs soient linéairement indépendants sur R, il faut et il suffit que la
partie imaginaire de la matrice |le;!245] soit de rang n; or I'hypothése faite zur
Z assure qu’il en est bien ainsi. Posons pas = e;'zqp; soit F la forme R-bilinéaire
sur E' x E, a valeurs dans C, qui est défini par (6.10), ou, ce qui revient au méme,
par (6.11). D’aprés (6.10), F(z,y) est C-linéaire en y pour tout © € E; d’aprés
(6.11) et (6.7), on a

F(Z‘,y) - F(y,]}) = A(l‘,y)

On peut donc appliquer & F' le lemme 6.4, et écrire 2iF' = H+®, ot H est une forme

hermitienne de partie imaginaire A, et ® est une forme C-bilinéaire symétrique. De
plus, si F' désigne la partie imaginaire de F', on a, d’aprés la formule (6.4) :

H(z,x) = —F"(z,z) — F"(iz,iz).
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Mais (6.11), jointe a ’hypothése faite sur Z, montre que F”'(z,2) < 0 chaque fois
que z n’est pas dans E’; comme z et iz ne peuvent étre dans E’ a la fois si x # 0,
il s’ensuit bien que H est non dégénérée positive.

Corollaire 6.19. Tout tore compleze de dimension complexe 1 admet une forme Cor.
de RIEMANN non dégénérée.

Soit E/G un tel tore; soit (g1, g2) un systéme minimal de générateurs pour G.
Comme FE est de dimension 1 sur C, on aura g» = 2¢;, avec z € C; comme g1, go
sont linéairement indépendants sur C, z n’est pas réel. Le corollaire résulte alors
de la seconde partie de la prop. 6.18, en y faisant n = 1, et e; = 1 ou bien e; = —1
suivant que la partie imaginaire de z est positive ou négative.

6.7. Les hypothéses et notations restant celles de la prop. 6.18 et de sa démons- n°7
tration, soit B la forme satellite de A sur G x G qui est définie, pour des &,,n,
réels, par la formule

2n 2n

n
(612) B(Z gugllv Z nugu) = Z eafn-}-a”]n-&-a~
v=1 v=1 a=1

Soit de plus ¥ un semi-caractére de G attaché & H ; cela veut dire, par définition
(cf. §6.3), que la fonction
1
x(g) = w(g)e(gB(% g))
est un caractére de G ; on pourra écrire, pour 1 < v < 2n, x(g,) = e(\,), les \,
étant réels. Désignons par L la forme C-linéaire sur E définie par

n

L(Z zaga) = - Z AaZa-
a=1

a=1
Alors x(g) coincidera avec e(—L(g)) sur le sous-groupe G’ = GN E’ de G qui est 120
engendré par g1, ..., g, ; autrement dit, si on pose

X'(9) = x(g9)e(L(g));
X’ est un homomorphisme de G dans C* qui prend la valeurs 1 sur G’. On posera
Yo = X' (gn+a), pour 1 < a < n.

On va maintenant déterminer toutes les fonctions théta holomorphes de type
(H,v,®,L). Une telle fonction est une fonction holomorphe, non identiquement
nulle, qui satisfait, pour tout g € G, a la relation (6.5), ¢’est-a-dire ici a la relation

0(z+g) = H(w)x’(g)e(F(g,w) + %F(g,g) + %B(g,g)).

Compte tenu des formules précédentes, et en particulier de (6.10), (6.11) et (6.12),
cela revient a dire qu’on a, chaque fois que ¢’ € G’ et que s1,...,s, sont entiers :

n n
G(Z ZaGa + g/ + Z Sagn+a) =
a=1 a=1

:0(2 ZaQa) : H 'YZQ : e(_ Z €aSala — 5 Z eozpaﬁsozsﬁ)
a=1 a=1 a=1 a,f=1
Cette formule montre que 6(>_ z49,) est une fonction entiére de z1, ..., z, pério-

dique de période 1 en chacune de ces variables; elle peut donc se développer en
série de FOURIER partout convergente :
+oo

H(Oézaga) = Z C(rl,...,rn)e<§mza)

T1,meeyTn =—00



121

Prop. 7

122

76 ANDRE WEIL

Remplagant 6 par cette série dans (6.13), et identifiant les séries de FOURIER qui
apparaissent dans les deux membres, on trouve, par un calcul immédiat :

. T n
O(ra +ea3a) = C(Ta) H Yo e(§ Z €aPapSasSp + Z pa,BTa5,8>7

a=1 a,f=1 a,pf=1

ou on a écrit C(r,,) au lieu de C(rq,...,7,) et de méme au premier membre. Cette
formule fait voir que tous les coefficients C(r,) sont complétement déterminés par
leurs valeurs pour 0 < r, < |es| (1 < a < n); les fonctions entiéres qui satisfont
a (6.13) forment donc un espace vectoriel sur C de dimension au plus égale a
e = |ep--- ey, c’est-a-dire au pfaffien de A sur G x G (cf. §6.1). Pour démontrer
que cet espace a la dimension e, il suffit alors de montrer que chacune des séries de
FOURIER

(6.14)
+oo n n n n
Z (H '7(;8“)6(2(7'04 + easa)zoz + % Z €aPaBSaSp + Z paﬁrasﬁ)
T1yeeesTn=—00 a=1 a=1 a,B=1 a,f=1

est partout convergente et définit une solution de (6.13); en effet, il est clair que
celles de ces séries qu’on obtient en prenant 0 < r, < |ey| pour 1 < o < n sont
formellement linéairement indépendantes, et définissent donc des fonctions linéaire-
ment indépendantes sur C pourvu qu’elles convergent. Or on vérifie immédiatement
que toute série (6.14) satisfait formellement a (6.13); cela résulte méme déja, en
réalité, des calculs ci-dessus. Quant & la convergence des séries (6.14), c’est une
conséquence du fait que la partie imaginaire de la matrice ||eqapagl| est celle d’une
forme quadratique non dégénérée positive; en effet, si on désigne par ¢ la plus pe-
tite des valeurs propres de cette derniére forme, on voit facilement que, pour tout §
satisfaisant & 0 < § < 7e, et pour tout compact K dans F, il y aura une constante
C > 0 telle que la série (6.14) soit majorée terme a terme dans K par la série

Z Ce—5(sf+~~+si)

dont la convergence est bien connue. Les séries de la forme (6.14) s’appellent « séries
théta ».

De 14 on déduit aisément le résultat suivant :

Proposition 6.20. Soient E/G un tore complexe, et H une forme de RIEMANN
pour E/G. Soient A la partie imaginaire de H et Ey son noyau. Soient 1 un semi-
caractére de G attaché o H, ® une forme C-bilinéaire symétrique sur E X E, et
L une forme C-linéaire sur E. On suppose que v induise la constante 1 sur le
groupe Gy = G N Ey. Alors la constante 0 et les fonctions théta holomorphes de
type (H, 1, ®, L) relativement a G forment un espace vectoriel sur C, de dimension
égale au pfaffien réduit de A sur G x G.

Si 0 est une fonction théta triviale de type (0,1, ®, L), la prop. 6.6 montre que
6 +— 60" est un isomorphisme de ’espace des fonction théta holomorphes, réduites
de type (H,v), sur l'espace des fonction théta holomorphes de type (H,1, ®, L);
la dimension de l'espace formé de ces derniéres et de la constante 0 ne dépend
donc pas de @ ni de L. Ce qui précéde, joint & la prop. 6.18, contient donc déja
la démonstration de notre proposition dans le cas o H est non dégénérée. Le cas
général se déduit facilement de 1a par passage au quotient. Il suffit en effet, d’aprés
ce qu’on vient de voir, de considérer le cas ® = 0, L = 0. Posons E* = E/Ej ; soit
H* la forme hermitienne sur E* x E* qui se déduit de H par passage au quotient ;
on vérifie sans peine que la fonction ¥* sur G* qui se déduit de 1 par passage au
quotient est un semi-caractére de G* attaché a H*. D’autre part, d’aprés la prop.
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6.10, toute fonction théta holomorphe, réduite de type (H, ), admet pour périodes
tous les vecteurs de Fj; pas passage au quotient, elle définit donc une fonction
sur £*, dont on vérifie aussitdét que c’est une fonction théta holomorphe, réduite
de type (H*,¢*); et réciproquement une telle fonction définit sur E une fonction
théta de type (H,1). Comme H* est non dégénérée, le résultat s’ensuit d’apres ce
qu’on a déja démontré plus haut.

D’aprés les résultats des §§6.3-6.5, les conditions relatives a H,¢,® et L qui
figurent dans I’énoncé de la prop. 6.20 sont nécessaires pour qu’il existe une fonction
théta holomorphe de type (H,,®, L). La prop. 6.20 fait voir entre autre que ces
conditions sont suffisantes.

Convenons de dire qu’une classe de cohomologie de bidegré (1,1) sur E/G est
positive si la forme hermitienne H qui lui est canoniquement associée est positive.
Compte tenu du th. 6.13, nous avons démontré le résultat suivant:

Théoréme 6.21. Soit a une classe de cohomologie entiere de bidegré (1,1) sur le
tore compleze E/G. Pour qu’il y ait sur E/G un diviseur positif D tel que a(D) = a,
il faut et il suffit que a soit positive.

6.8. Soit E/G un tore complexe. Il est clair que, si H et H' sont des formes de
RIEMANN pour E/G, il en est de méme de H + H' et que le noyau de H + H’
est 'intersection des noyaux de H et de H’. Il s’ensuit que, parmi les noyaux des
formes de RIEMANN de E/G, il y en a un Ej qui est contenu dans tous les autres;
Ey sera appelée le noyau de E relativement au tore E/G et son image dans E/G
sera appelée le noyau de E/G. La dimension de l'espace E* = E/Ej sur C sera
appelée le rang de E/G. Une forme de RIEMANN de noyau Fy pour E/G sera appelé
une forme dominante pour E/G. Si H est une forme de RIEMANN quelconque pour
E/G, son noyau contient Ey, et H détermine donc par passage au quotient une
forme H* sur F* x E*; si G* est I'image de G dans E*, H* est une forme de
RIEMANN pour E*/G*; pour que H soit une forme dominante pour F/G, il faut
et il suffit que H* soit non dégénérée. Si H est une forme dominante, et H' une
forme de RIEMANN quelconque, pour E/G, il y a une constante A > 0 telle que
H'(z,z) < AH(z,z) quel que soit z € F, comme on le voit en passant au quotient
suivant Ej.

La prop. 6.18 montre qu’il existe, pour tout n, des tores complexes de dimension
complexe n et de rang n. Le corollaire 6.19 de cette proposition montre méme que
tout tore complexe de dimension complexe 1 est de rang 1; en revanche, on verra
plus loin que, chaque fois que n > 2 et 0 < r < n, il existe des tores complexes
de dimension complexe n et de rang . Un tore complexe dont le rang est égal a
sa dimension s’appellera une variété abélienne ; autrement dit, un tore complexe
est une variété abélienne s’il posséde une forme de RIEMANN non dégénérée. La
proposition suivante fait voir que cette notion ne différe pas de celle de variété de
HoDGE, appliquée au cas des tores complexes :

Proposition 6.22. Pour qu’un tore complexe soit une variété abélienne, il faut et
il suffit que ce soit une variété de HODGE.

C’est nécessaire; car, si H est une forme de RIEMANN non dégénérée pour le
tore complexe E/G, la forme Q de bidegré (1, 1), invariante par translation, qui
est canoniquement associée a H est de classe entiére et détermine sur E/G une
structure kdhlérienne. Réciproquement, soit 2 une forme fermée de bidegrée (1, 1),
de classe entiére, invariante ou non par translation, qui détermine une structure
kithlérienne sur E/G. Pour un choix quelconque d’une base de F sur C, on pourra

Th. 2
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Décrire :

. n
Q= % > fapdzs Adza
a,B=1
ot les fo3 sont des fonction sur E/G telles que || fas|| soit, en tout point de E/G,
la matrice d’une forme hermitienne non dégénérée positive. Alors, d’apres le §4.2,
la, forme homologue & 2, harmonique par rapport & n’importe quel ds? invariant
par translation, sera donnée par :

. n
Qp = % 3" Mfapldzs A dza
a,f=1
ot M désigne la valeur moyenne prise sur E/G. Il est clair alors que la forme
hermitienne H canoniquement associée a €y est non dégénérée positive ; comme €2
est de classe entiére, il en est de méme de )y, et par suite H est une forme de
RIEMANN pour E/G

On va maintenant appliquer les notions ci-dessus a ’étude du corps des fonctions
méromorphes sur un tore complexe. Le théoréme suivant permet de se ramener
toujours, dans cette étude, au cas des variétés abéliennes.

Théoréme 6.23. Soit E/G un tore complexe ; soit Eqy le noyau de E relativement
a E/G; soit E* = E/Ey; soit G* limage de G dans E*. Alors E*/G* est une
variété abélienne ; et l'application canonique f de E sur E* détermine, par passage
au quotient, un homomorphisme h de E/G sur E*/G* dont le noyau N est le noyau
du tore complexe E/G. De plus, toute fonction théta réduite relative o E/G est de
la forme 0 o f, ot 0 est une fonction théta réduite relative & E*/G* ; en particu-
lier, Uapplication ¢ — @ o h détermine un isomorphisme du corps des fonctions
méromorphes sur E*/G* sur le corps des fonction méromorphes sur E/G.

La premiére partie du théoréme résulte immédiatement de ce qui précéde. D’aprés
le th. 6.13, toute fonction théta réduite relative & E/G est quotient de deux fonc-
tions théta réduites holomorphes ; comme chacune de celles-ci, d’apreés la prop. 6.10
et la définition de Ejy, admet pour périodes tous les vecteurs de Fjp, il s’ensuit bien
qu’une telle fonction peut s’écrire 6o f, et il est immédiat alors que 6 est une fonc-
tion théta réduite relative & E*/G*. La derniére assertion résulte de 1a, puisqu’une
fonction méromorphe sur E/G peut se considérer comme une fonction théta réduite
de type (0,1).

Théoréme 6.24. Soit E/G une variété abélienne de dimension complexe n. Alors
le corps K des fonction méromorphes sur E/G est un corps de fonctions algébriques
de dimension n sur C, c’est-a-dire une extension algébrique finie d’une extension
purement transcendante de C de degré de transcendance n.

On va montrer d’abord que le degré de transcendance de K sur C est > n. En
effet, soit H une forme de RIEMANN non dégénérée pour E/G; soit ¢ un semi-
caractére de G attaché a H ; soit # une fonction théta holomorphe, réduite de type
(H, ) ; soit D son diviseur sur E/G. D’aprés le cor. 6.8, la fonction

f(z)=0(x+a)f(z —a)f(z)"?

est une fonction méromorphe sur F/G quel que soit a € E. D’aprés le cor. 6.16,
si X et X’ sont deux composantes de D, 'ensemble des translations sur F/G qui
transforment X en X’ est vide ou est une classe suivant un sous-groupe fermé
de E/G; on en conclut aussitdt qu’il y a une infinité de vecteurs a € E tels que
les diviseurs des fonctions f(x + a),f(x — a) sur E/G n’aient aucune composante
commune avec D ; le diviseur de f sera alors de la forme D' — 2D, ou D’ est positif
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et sans composante commune avec D. Le cor. 6.17, montre alors que les translations
sur E/G qui laissent f invariante forment un groups fini.

Supposons [ ainsi choisie. En tout point b tel que 6(b) # 0, la différentielle df
définit un covecteur, qu’on peut, au moyen de la translation qui améne b en 0,
identifier avec un covecteur §(b) au point 0. Montrons que, parmi les covecteurs
5(b), il y en a n linéairement indépendants. S’il n’en était pas ainsi, en effet, il y
aurait un vecteur ¢ # 0 dans FE tel que, pour tout point b ot  ne s’annule pas,
on ait D, f(b+ 7¢) = 0, ou D, désigne V'opérateur d/dr au point 7 = 0. Mais
cela entrainerait que f est invariante par la translation 7(7¢) quel que soit 7 € C,
contrairement & ce qu’on a établi plus haut. Il y a donc n points by,...,b, ou 6
ne s’annule pas et tels que les 6(b;) soient linéairement indépendants; il revient
au méme de dire que les différentielles des fonctions f(x + b;) sont linéairement
indépendants au point 0. Il y a donc, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, un
voisinage de 0, ou ces fonctions sont holomorphes et dont I'image par ’application

= (f(x+b1),...,f(x+b,))

contient un ouvert de C". Comme un polynome ne peut s’annuler dans un ouvert
sans étre identiquement nul, il s’ensuit que les n fonctions f(x + b;) sont algébri-
quement indépendantes.

Montrons que le degré de transcendance de K ne peut étre > n, Soient en effet
fsfis--+, fn n+ 1 fonctions méromorphes sur /G ; on peut mettre leurs diviseurs
sous la forme :

div(f) = D — Dy, div(f;) = D; — Do,
ou D, Dy,...,D, sont des diviseurs positifs. Soit 6y une fonction théta réduite de
diviseur Dy ; soit (H, ) son type; alors les fonction 8 = f6y,0; = fi0p, sont des
fonctions théta de type (H, ), de diviseurs respectifs D, D;. Quel que soit Uentier
v > 1, tout monome de degré v en 6,60y,...,60, est une fonction théta réduite de
type (vH,¥"); le nombre de ces monomes est égal a :

(V+n+1> _(wH+n+Hw+n)---(v+1)
n+1 ) (n+1)!

Mais, sie e est le pfaffien réduit de la partie imaginaire A de H, et 2m son rang, le
pfaffien réduit de v A est v™e; la prop. 6.20 montre donc que, parmi les monomes
en question, il peut y en avoir au plus ¥ e qui soient linéairement indépendants
sur C. Comme m < n, il s’ensuit que, dés que v est assez grand, ces monomes ne
peuvent étre tous linéairement indépendants. Cela veut dire qu’il y a, dés que v est
assez grand, un polynome homogéne P de degré v, non identiquement nul, tel que
P(8,60,...,0,) =0, ou, ce qui revient au méme, P(f,1, f1,..., fn) =0.

Supposons maintenant que f1, ..., f, soient des fonctions méromorphes sur E/G,
algébriquement indépendantes sur C; on va montrer que K est de degré fini sur
C(f1,..., fn). Pour cela, mettons de nouveau les diviseurs des f; sous la forme
D; — Dy, ou Dy,...,D, sont des diviseurs positifs; soit 6y une fonction théta
réduite de diviseur Dy ; soit (H, ) son type, qui sera aussi le type des fonction
théta holomorphes 6; = f;0y. D’aprés le cor. 6.17, les vecteurs du noyau Fy de
H sont des périodes pour les f;; si on pose E* = E/FEy, et que G* soit I'image
de G dans E*, les f; s’identifient alors, par passage au quotient, & des fonctions
méromorphes sur le tore complexe E*/G*, et ne peuvent donc, d’aprés ce qu’on
vient de démontrer, étre algébriquement indépendantes si ce tore est de dimension
complexe < n, c’est-a-dire si Ey # {0}. Il s’ensuit que H est non dégénérée. Soient
maintenant f7,..., f. des fonctions de K ; mettons leurs diviseurs sous la forme
Dj, — Dy, ou Dy, ..., D, sont des diviseurs positifs; soit (H',7’) le type de la

r
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fonction théta réduite de diviseur D ; ce sera aussi le type des fonctions 9’p =
f;’)%. Si M parcourt ’ensemble des monomes de degré v en n + 1 indéterminées
Xo, .-+, Xp, les fonctions ¢/, M (0, . . ., 0,,) seront toutes des fonctions théta réduites
de type (H' + vH,¢'¢"); elles sont au nombre de 7(v +n)--- (v + 1)/n!; comme
précédemment, elles ne peuvent étre linéairement indépendantes si leur nombres
dépasse le pfaffien de la partie imaginaire de H' + vH sur G x G. Mais, si A et A’
sont les parties imaginaires de H et H’, on voit, en prenant pour base un systéme
minimal quelconque de générateurs de GG, que le pfaffien de A’+v A est un polynome
homogeéne de degré n par rapport aux coefficients de la matrice de la forme A’ +v A,
donc un polynome de degré n en v ou le coefficient de v™ est le pfaffien e de A. Si
donc on suppose que r > nle, il y aura une relation linéaire, a coefficients constants
non tous nuls, entre les fonctions 9;M (6o, ...,0,) dés que v est assez grand. Cela
revient & dire qu’il y aura, dés que v est assez grand, une relation linéaire entre
les f; dont les coefficients seront des polynomes de degré < v, non tous nuls, en
fis--., fn. Autrement dit, K est une extension algébrique finie de C(fy,..., f,), de
degré < nle.

6.9. Soient 6y, ..., 0y des fonctions théta holomorphes de méme type (H, v, ®, L) ;
soit £’ I’ensemble des points de FE ou elles ne sont pas toutes nulles; m désignant
comme toujours la projection canonique de E sur E/G, on aura E' = 7~ }(T"),
ou T est le complémentaire sur /G de 'intersection des supports des diviseurs
divg/g(0,). Considérons I'application de E’ dans I'espace projectif complexe PV
de dimension N qui, & tout & € FE’, fait correspondre le point de coordonnées
homogenes (6p(z),...,0n(x)). Il est clair que c’est 14 une application holomorphe
de E' dans PV, admettant pour périodes tous les vecteurs de G ; par passage au
quotient, elle détermine donc une application holomorphe ¥ de 7’ dans P¥. Si
T’ = E/G, on dira, pas abus de langage, que ¢ est une application partout définie
de E/G dans PV, déterminée par 6y,...,0y. On va montrer qu'on peut choisir
les 0, de maniére que ¥ soit partout définie, injective et partout biréguliére, ou
autrement dit soit un isomorphisme de E/G sur son image dans PV, celle-ci étant
dans ces conditions une sous-variété algébrique de PV sans point multiple. On
s’appuyera sur les lemmes suivants :

Lemme 6.25. Soient H une forme de RIEMANN non dégénérée pour E/G et 1
un semi-caractére de G attaché a H. Alors il existe une fonction théta holomorphe
réduite de type (H,v) dont le diviseur sur E/G n’ait que des composantes de mul-
tiplicité 1 et ne soit invariant par aucune translation autre que 0 sur E/G.

Soit V' l’espace vectoriel formé de la constante 0 et des fonctions théta holo-
morphes de type (H, ) relativement a E/G ; d’aprés la prop. 6.20, V est de dimen-
sion égale au pfaffien e de la partie imaginaire A de H sur G x G. Soit 6 'une des
fonctions théta en question; soit D son diviseur sur F/G; d’apreés le cor. 6.16, le
groupe I' des translations qui laissent D invariant est fini; le groupe G’ = 7=1(I)
est donc discret dans F, et G est d’indice fini dans G’, égal a 'ordre v de I'. Pour
g € G, 0(x+ ¢') est, d’apres la prop. 6.7, une fonction théta pour E/G, dont le
type (H,1,0, L) est donné par cette proposition ; par définition de G’, cette fonc-
tion a méme diviseur D que 6 sur E/G; d’aprés le cor. 6.12, on a donc ¢; = 1), et
O(x+ ¢')/0(x) est une fonction théta triviale de type (0,1,0, L;), donc de la forme
e[L1(z) + ¢], ou c est une constante. Autrement dit, 6 est aussi une fonction théta
relativement au tore E/G’. Soit (H',¢’,®’, L") son type relativement a E/G’; la
formule (6.5) montre qu’alors, si ¥ est la fonction induite par ¢’ sur G, 0 est de
type (H', 1o, ®’, L) relativement & F/G; donc on a & =0,L' =0,H' = H, et ¢/
induit 1 sur G ; cela entraine en particulier que A est a valeurs entiéres sur G’ x G’ ;
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alors, si € est le pfaffien de A sur G’ x G’, on a e = ve’; donc v divise e, et par
suite G’ est contenu dans le groupe e 'G formé des vecteurs e~lg pour g € G. Il
n’y a donc pour G’ qu'un nombre fini de choix possibles, G et H étant supposés
donnés. Pour un choix donné de G’, soit ¢ un semi-caractére de G’ attaché a H,
induisant 9 sur G, tout autre semi-caractére v’ ayant ces mémes propriétés sera
de la forme v, o x, ol x est un caractére de G’ induisant la constante 1 sur G, ou
autrement dit un caractére de G'/G; si G, H,G' et 1 sont donnés, il n’y a donc
pour ¢’ qu’un nombre fini de choix possibles. Pour un choix donné de G’ et v’, les
fonctions théta holomorphes réduites de type (H, ') relativement & E/G’ forment,
avec la constante 0, un sous-espace vectoriel V' de V', de dimension ¢/ = e/v, si v
est I'indice de G dans G’. Par suite, les fonctions théta appartenant a V et dont
le diviseur n’est invariant par aucune translation autre que 0 dans E/G forment
dans V' le complémentaire d’une réunion finie de sous-espaces vectoriels de V' de
dimension < e; cet ensemble est ouvert et dense dans V. Si 6 appartient & cet
ensemble, il en sera de méme de tout ¢’ € V suffisamment voisin de 6 au sens de la
topologie de V.

La fonction 6 étant ainsi choisie, soient D son diviseur sur E/G, Dy les com-
posantes de D, n) leurs multiplicités; pour chaque A, soit €, une fonction théta
réduite de diviseur Dy. D’aprés le th. 6.13, on aura § = c[], 6}*, ¢ étant une
constante. Posons :

nx
0 (x) = CHHOA(x +ax)
X =1

d’apreés le corollaire 6.8, 6 sera une fonction théta de méme type (H,) que 6
pourvu que les ay; satisfassent, quel que soit A, a la condition ), ay; = 0; donc,
lorsqu’il en est ainsi, #’ appartient a ’espace V' ; de plus, si on exprime ' au moyen
d’une base de V, il est immédiat que les coefficients seront dans ces conditions des
fonctions continues (et méme holomorphes) des ay;. On en conclut, d’aprés ce qui
précede, que le diviseur D’ de 8’ sur E//G ne sera invariant pas aucune translation
autre que 0 pourvu que les ay; soient pris assez voisins de 0.

Pour chaque A, soit (Hy, ¥y ) le type de 6y ; soit Ey le noyau de H)y ; d’aprés le
cor. 6.16, le groupe ' des translations qui laissent D) invariant admet 7(E)) pour
sous-groupe d’indice fini; de plus, si pour g # A, D,, est un translaté de Dy, on a
I’y =Ty, et les translations qui aménent Dy sur D, forment une classe suivant Iy,
autre que I'y. De 1a on conclut immédiatement, en premier lieu, que, si les ay; sont
assez voisins de 0, les diviseurs de 6y (x + ay;) et de 0,(x + a,;) sur E/G sont des
diviseurs irréductibles distincts chaque fois que A # pu, puis que si on prend, pour
chaque A, les a); suffisamment voisins de 0 et satisfaisant aux conditions

LN
ZGM‘:O; axi—ax; ¢ E (1 <i<j<ny),
i1

les diviseurs de 0x(z + ax;) et Ox(z + ax;) sur E/G sont, pour ¢ # j, des diviseurs
irréductibles distincts. Les ay; étant ainsi choisie, 1 aura donc bien les propriétés
annoncées dans le lemme.

Lemme 6.26. Soit 6 une fonction théta holomorphe réduite de type (H, ) relative-
ment o E/G ; soit D son diviseur sur E/G. On suppose que H est non dégénérée et
que D n’a que des composantes de multiplicité 1. Pour tout b € E tel que 8(b) =0,
soit 0(b) le covecteur au point 0 déduit par translation du covecteur déterminé en
b par la différentielle df. Alors, parmi les covecteurs §(b), il y a n linéairement
indépendants.
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Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il y a alors un vecteur a # 0 dans E tel que
Pon ait, en tout point b tel que 6(b) = 0,df(b;a) = 0, ou df(b; a) désigne la valeur
en a de la forme linéaire sur F déterminée par le covecteur §(b). D’aprés le cor.
6.16, la composante connexe de chacun des groupes de translations sur E/G qui
laissent invariante 'une des composantes de D est de la forme 7w(E’), ot E’ est un
sous-espace vectoriel de F'; de plus, d’aprés ce méme corollaire, 'intersection de
ces groupes est un sous-groupe fini de F/G, puisque H est non dgénérée et que par
suite U'intersection des E’ se réduit a {0}. Il y a donc une composante Dy de D telle
que, si m(Ep) est la composante connexe du groupe des tranlations qui la laissent
invariante, I’espace vectoriel Ey ne contienne pas a; dans ces conditions, il y aura
un € > 0 tel que, pour tout 7 € C satisfaisant a 0 < |7| < ¢, le transformé D, de
Dy par la translation m(7a) ne coincide pas avec Dy. Soit maintenant b un point
de E tel que 7(b) soit simple sur Dy et n’appartienne & aucune composante de D
autre que Dy ; il y a de tels points, d’aprés le th. A.19. On aura alors df # 0 en b,
et il y aura un vecteur o’ tel que df(b;a’) # 0. Prenons une base (e, ...,e,) de E,
avec e; = a, e, = a’; pour cette base, soient b1, ..., b, les coordonnées de b. D’aprés
le lemme de WEIERSTRASS (Appendice, lemme A.3), on pourra, au voisinage de b,
écrire 6 sous la forme :

0(z) = F(2) (20 = bn — f(21,- -+, 20-1))

ou F' est holomorphe et # 0 au voisinage de b, et f holomorphe au voisinage de
(b1,...,b,_1) dans C"~ 1. Si on identifie, au moyen de 7, un voisinage suffisamment
petit de b dans E avec son image par m dans E/G, on peut dire que Dy coincide
au voisinage de b avec ’ensemble 6 = 0, c’est-a-dire avec ’ensemble défini par

Zn —bn = f(z1,. .., 2n-1)-
Si maintenant on exprime qu’au voisinage de b on a df(b';a) = 0 pour tout b’ tel
que §(b') = 0, on trouve qu’on a df/0z; = 0 au voisinage de b. On en conclut que,
pour 7 suffisamment petit, le diviseur D, déduit de Dy par la translation m(7a)
contient un voisinage de b sur Dy, ce qui, compte tenu du cor. A.21, contredit ce
qu’on a démontré plus haut.

6.10. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme que nous
avions en vue.

Théoréme 6.27. Soit E/G une variété abélienne, H une forme de RIEMANN non
dégénérée pour E /G, et un semi-caractére de G attaché a H. Soit (6, ...,0n) une
base pour l’espace des fonctions théta holomorphes réduites de type (3H,>) pour
E/G. Alors 0y, ...,0n déterminent une application ¥ partout définie, biunivoque et
partout biréguliere de E/G sur une sous-variété algébrique sans point multiple V
de PV ; de plus, Uapplication f — f o détermine un isomorphisme du corps L des
fonctions rationelles sur V' sur le corps K des fonctions méromorphes sur E/G.

Soit # une fonction théta de type (H, ) ayant les propriétés énoncées dans le
lemme 6.25; soit D son diviseur. Posons :

o(z;a,u,v) =0z +uw)b(z —a+v)f(z+a—u—v) ;

il résulte du cor. 6.8, que c’est 1a, quels que soient a, u, v, une fonction théta de type
(3H,4?), donc combinaison linéaire de 6y, . .., 0y a coefficients constants. Quel que
soit a, on peut choisir v tel que 6(v) # 0, puis u tel que l'on ait

Ola+u)b(2a—u—v)#£0 ;

alors ¢ ne s’annule pas en a; les fonctions 6, ..., 0y ne peuvent donc toutes s’y
annuler. Cela montre que ¢ est partout définie.
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Soient a,b des points de F ayant des images distinctes dans E/G; en posant
t =m(a—n), on aura t # 0; d’aprés la définition de § au moyen du lemme 6.25, le
transformé D; de D par la translation ¢ ne coincidera donc pas avec D. Comme D
et D; on méme nombre de composantes, et que celles-ci sont toutes de multiplicité
1, il s’ensuit qu’il y a au moins une composante de D qui n’est pas une composante
de Dy ; I'ensemble des points de cette composante qui appartienne au suupport de
D; est donc rare sur elle (Appendice cor. A.21), de sorte qu’on peut choisir v € F
tel que 7(v) soit sur cette composante et ne soit pas sur |D;|. Autrement dit, on
aura 6(v) = 0,0(v — a + b) # 0. Prenons alors u tel que

Ob+u)f(b+a—u—wv)#0.

Alors la fonction ¢(x;a,u,v) s’annule en a et non en b. Si on écrit sous la forme
L(0p,...,0n), out L est une forme linéaire, on en conclut que ¥(a) est dans I’hyper-
plan défini par L = 0, et que 9(b) n’y est pas contenu. Donc ¥ est injective.

D’aprés le lemme 6.26, il y a, avec les notations de ce lemme, n points by, ..., b,
tels que 6(b;) = 0 et que les covecteurs 6(b;) soient indépendants, ce qui revient a
dire que les différentielles des fonction 6(z + b;) sont linéairement indépendantes au
point 0. Soit de plus by un point tel que 6(bg) # 0; soit a un point quelconque de
FE; et soit u un point tel que 'on ait :

9(a+u)ﬁ0(2a—u—bi) # 0.

=0
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Posons ¢;(z) = ¢(x; a,u,b;) pour 0 < i < n;on pourra donc écrire ¢; = L;(6o,...,0n),

ou les L; sont n + 1 formes linéaires. Ils est immeédiat, dans ces conditions, que les
n fonctions f; = ¢;/vo, pour 1 < i < n, sont holomorphes en a et s’y annulent, et
que leurs différentielles y sont linéairement indépendantes. Cela revient a dire qu’en
désignant par f/ les n fonctions méromorphes L;/Lg dans P les fonctions f! o
sont holomorphes en 7(a), s’y annulent, et y ont des différentielles linéairement
indépendantes. Par suite, ¢ est localement biréguliére en ce point (cf. 3.1).

Puisque 9 est une application injective de la variété compacte F/G dans P,
c’est un homéomorphisme de E/G sur son image; puisqu’elle est localement biré-
guliére, il s’ensuit que ¥(E/G) est une sous-variété de PV, et que 9 est un isomor-
phisme de E/G sur ¥(E/G) au sens des structures analytiques complexes. Soit
lidéal de l'anneau C[Xy, ..., Xn]| engendré par les polynomes homogénes P qui
s’annulent sur $(E/G), ou autrement dit qui sont tels que 'on ait identiquement
P(6y,...,0n5) = 0; soit V Densemble des zéros de P. Il est clair que P est un
idéal premier homogéne, donc que V est une variété algébrique ; plus précisément,
V est la plus petite variété algébrique et méme le plus petit ensemble algébrique
fermé (réunion finie de variétés algébriques) contenant ¥(E/G). Comme ensemble
des points multiples de V' est un tel ensemble, il s’ensuit que ¥(E/G) n’y est pas
contenu, c’est-a-dire qu'il y a au moins un point u de E/G tel que ¥(u) soit simple
sur V; on conclut de 1a, au moyen du th. A.25, que la dimension de V est au
moins n. D’autre part, quels que soient les indices g, . . ., i1 pris dans 'ensemble
{0,..., N}, le th. 6.4 fait voir que P contient un polynome homogéne non identi-
quement nul en X;,,...,X;, ., ; cela revient a dire que V' est au plus de dimension
n. Donc V a la dimension n. Soit V' I’ensemble des points simples de V' ; d’aprés
ce qu’on vient de voir, ensemble V" = V' N Y(E/G) n’est pas vide; il est fermeé
dans V' il est aussi ouvert dans V', puisqu’au voisinage de chacun de ses points,
d’aprés ce qu’on vient de démontrer et le th. A.25, ¥(E/G) et V' sont des variétés
de dimension complexe n dont la premiére est plongée dans la seconde. Comme,
d’aprés le méme théoréme, V' est connexe et dense dans V, il s’ensuit d’abord que
V" =V’, donc que ¥(E/G) contient V', puis que J(E/G) contient V. On a donc
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H(E/G) =V ; le méme théoréme de I’Appendice montre alors que V est sans point
multiple.

Montrons enfin que ¥ détermine un isomorphisme entre le corps L des fonctions
rationelles sur V et le corps K des fonctions méromorphes sur E/G; il revient au
méme de dire que toute fonction méromorphe sur E/G peut se mettre sous la forme

P(6p(z),...0n(x))
Qbo(z),...0n(x))

ou P et @ sont des polynomes homogénes de méme degré, et () n’appartient pas
a *B. Observons d’abord que les fonctions qui peuvent s’écrire ainsi forment un
corps Kj isomorphe a L; V étant de dimension n, K; est un corps de fonctions
algébriques, de degré de transcendance n sur C; d’aprés le th. 6.24, K est donc une
extension de K de degré fini d, et on peut écrire K = K;(f), ou f est un élément
de K qui satisfait & une équation irréductible de degré d sur K7, équation qui peut
se mettre sous la forme :

d
ZPi(GOw"vaN)fd_i:O
=0

avec des coefficients P; qui sont des polynomes homogénes de méme degré v, dont
le premier Py n’appartient pas a 3. La fonction

9/:P0(90a"'70N)f

est alors une fonction théta de type (3vH,13"), entiére sur I'anneau des polynomes
en fy,...,0y. L’anneau des germes de fonction holomorphes en un point de F étant
factoriel, donc intégralement clos (Appendice, th. A.5 et §A.1), il s’ensuit que 6’ est
partout holomorphe. Soit 6;,. .., 0% une base de l'espace des fonctions théta holo-
morphes de type (3vH, 13") relativement & E /G ; appliquant & vH et 1" ce qu'on a
déja démontré pour H et v, on voit que ces fonctions déterminent un isomorphisme
¥ de E/G sur une sous-variété algébrique V' de dimension n de 'espace P ;ily a
donc un isomorphisme p de V' sur V, au sens des structures analytiques complexes,
tel que ¥ = po1d'. De plus, ¥ détermine un isomorphisme entre le corps L’ des
fonctions rationelles sur V' et le corps K des fonctions méromorphes sur E/G qui
peuvent s’écrire comme fonctions rationelles homogénes de degré 0 en 6y, ..., 0%.
Comme tout monome de degré v en g, ...,0N peut s’écrire comme combinaisons
linéaire des 9;-, K] contient toutes les fonctions 6; /6y et contient donc K7 ; comme
0" et Py(0p,...,0n) peuvent s’écrire de méme, K contient f. On a donc K; = K.
Il s’ensuit que l'application F' — F o p détermine un isomorphisme de L sur un
sous-corps L1 de L' tel que L' soit de degré d sur L;. Donc p est une application
rationelle de V/ sur V' ; comme elle est biunivoque, elle est birationelle, ¢’est-a-dire
quona L' =Ly, d=1, dou K = K1, ce qui achéve la démonstration.

6.11. Sur les sous-variétés abéliennes et les endomorphismes des variétés abé-
liennes, on a les résultat classiques suivants, dont le premier est connu sous le
nom de « théoréme de compléte réductibilité de POINCARE ».

Théoréme 6.28. Soit V = E/G une variété abélienne, de dimension complexe n ;
soit H une forme de RIEMANN non dégénérée pour V. Soit E' un sous-espace de
E de dimension p sur C, tel que le groupe G' = G N E soit de rang 2p. Soit E"
le sous-espace de E orthogonal & E' par rapport o H. Alors E" est de dimension
g =mn—7p sur C, le groupe G’ = GNE" est de rang 2q, et les images V', V" de
E'JE" dans V sont des variétés abéliennes, respectivement isomorphes o E'/G' et
a E"/G", dont Uintersection est un sous-groupe fini de V.
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Par définition, E” est 'ensemble des points « € E tels que l'on ait H(z,y) =0
quel que soit y € E’; pour un tel point, on a donc aussi A(z,y) = quel que soit
y € E’, si A désigne comme d’habitude la partie imaginaire de H. Réciproquement,
la premiére des formules (6.3) montre que, si x est tel que A(z,y) = 0 quel que soit
y € E',on a H(z,y) = 0 quel que soit y € E’, donc = € E”. Comme par hypothése
E’ est engendré par G’ sur R, E” peut donc étre défini comme I'ensemble des
x € FE tels que A(z,g) = 0 pour tout g € G’. Si on prend pour base de E sur R
un systéme minimal de générateurs de G, on voit, puisque A est & valeurs entiéres
sur G x GG, que E” est défini sur R par des équations a coefficients entiers; E” est
donc engendré sur R par ses points & coordonnées rationelles, donc aussi par ses
points a coordonnées entiéres, c’est-a-dire par les points de G” ; cela revient a dire
que G” est de rang 2q si q est la dimension complexe de E”, qui est égale a n — p,
puisque H est non dégénérée. Il est clair que les formes hermitiennes induites par
H sur E' et sur E” sont des formes de RIEMANN non dégénérées pour E'/G’ et
E"/G", respectivement. Il est clair aussi que I’application canonique 7 de E sur
E/G induit sur E’ une application de noyau G’ qui détermine donc, par passage
au quotient, un isomorphisme de E'/G’ sur la variété V' = w(E’); de méme, 7
détermine un isomorphisme de E”/G"” sur V' = 7(E"). Soit enfin G; = G' + G";
comme FE est somme directe de E’ et E”, G est de rang 2n, donc d’indice fini dans
G ; 7 détermine donc, par passage au quotient, un homomorphisme f de E/G1 sur
E/G dont le noyau 7 est un groupe fini, isomorphe a G/G1 ; de plus, si on désigne
par V{ et V{' les images de E’ et de E” dans E/G1, E/G; est produit direct de
Vi et V', et f induit sur V{ et V{" des isomorphismes de ces tores sur V' et V"
respectivement ; le goupe I' = V' NV" est donc lintersection de f(VY) et f(V{"), ou
autrement dit 'image par f de Pensemble des points u € V{ tels qu'il existe v € V}’
satisfaisant a f(u) = f(v), ou, ce qui revient au méme, & u — v € . Autrement dit,
T est 'image par f de la projection de v sur V; (relativement a la décomposition
de E/G; en produit direct de V{ et V{’). C’est donc un groupe fini.

Corollaire 6.29. Les hypothéses et notations étant celles du th. 6.28, soit 6 'au-
tomorphisme identique de V Alors il existe deur endomorphismes o/, de V et
un entier v > 0 tels que l'on ait vd =o' +a”, ' (V) =V, o/ (V) =V".

Soient p’,p” les projetteurs déterminés dans E par la décomposition de E en
somme directe de E’ et E”, ou autrement dit les projections orthogonales sur E’ et
E" au sens de la géométrie hermitienne déterminée par H. Ils appliquent tous deux
le groupe G1 = G'+G" dans G ; si donc v est un multiple commun de ’ordre de tous
les éléments du groupe G/Gq, de sorte qu’on ait vG C Gy, vp' et vp” appliqueront
G dans G et détermineront donc, par passage au quotient, des endomorphismes
o/, o’ de V. 1l est immédiat alors que ceux-ci ont les propriétés énoncées dans le
corollaire.

6.12. Proposons-nous d’étudier maintenant ’anneau des endomorphismes d’une
variété abélienne. Considérons d’abord, plus généralement, un homomorphisme
A d’'un tore complexe F/G dans un tore complexe E'/G’; il s’agit ici, bien en-
tendu, d’homomorphismes au sens de la structure complexe, c’est-a-dire d’homo-
morphismes qui sont en méme temps des applications holomorphes. Si, comme pré-
cédemment, on identifie F, E’ avec les espaces vectoriels respectivement tangents
a E/G et & E'/G" on 0, application linéaire tangente & A en 0 est une applica-
tion C-linéaire L de E dans E’; et on sait que dans ces conditions L applique G
dans G’ (cf. BOURBAKI [3, VII, §2, n° 3—4]). Réciproquement, toute application C-
linéaire de F dans E’ qui applique G dans G’ détermine, pas passage au quotient,
un homomorphisme de F/G dans E'/G’. 1l sera commode, dans ce qui suit, au lieu
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de considérer les homomorphismes de tores complexes dans des tores complexes,
de considérer leurs applications linéaires tangentes en 0; il arrivera, par abus de
langage, qu’on confonde celles-ci avec ceux-la.

En particulier, on identifiera 'anneau des endomorphismes d’un tore complexe
E/G avec 'anneau 2 des endomorphismes de E qui appliquent G dans G. On
désignera par 2q I'extension de I’anneau 2 par le corps Q des rationnels; si Gq est
I’espace vectoriel sur Q engendré par G sur Q, 2q est 'anneau des endomorphismes
de E qui appliquent Gq dans Gq. Il est immédiat que tout automorphisme de E
qui applique Gq dans Gq induit sur Gq un automorphisme de Gq et est donc
inversible dans 2(q.

Désignons par E Vantidual de E (cf. §1.1), c’est-a-dire l'espace des formes an-
tilinéaire sur E, muni de sa structure d’espace vectoriel sur C; et, pour z € E et
Z € E, notons (z,7) la valeur en x de la forme antilinéaire sur E définie par T;

(x,Z) est donc une forme sesquilinéaire sur F X E. Toute base (e1,...,6n) de E
sur C détermine dans F une base (€1,...,¢€,) dite duale de la premiére, telle que

I'on ait (e;, €;) = d;;, quels que soient 4, j. La partie imaginaire I(x, ) de (x, ) est
une forme R-bilinéaire sur E x E7 dont on voir immédiatement (par exemple en
I'exprimant au moyen d’une base sur E et de la base duale sur E) qu’elle est non
dégénérée; on en conclut (cf. p. ex. BOURBAKI |3, VII, §1, n°3]) que, si G est un
sous-groupe discret de rang 2n de E, ’ensemble G des vecteurs g de E tels que 'on
ait I(g 9) =0 (mod 1) quel que soit g € G est un sous-groupe discret de rang 2n
de E de plus, dans ces conditions, G est ’ensemble des G € E tels que I(g,9) =0
(mod 1) quel que soit g € G on dit, lorsu’il en est ainsi, que ( G et G sont associés
I'un de l'autre relativement & I, on dit que le tore complexe E / G est dual du tore
complexe F/G; ce dernier est alors dual de E / G (pourvu qu’on identifie F, d’'une
maniére évidente, avec I’antidual de E)

Soit maintenant H une forme de RIEMANN pour le tore complexe E/G. Pour
tout y € F, 'application z — H(z,y) de E dans C est antilinéaire; il y a donc une
application ¢y de F dans E, telle que I'on ait:

quels que soit x et y dans F; H étant hermitienne, ¢y est linéaire. La partie
imaginaire de H s’écrit alors:

Az, y) = I(z,0nY).

Dire que A est a valeurs entiéres sur G x G équivaut alors & dire que ¢y applique
G dans le sous-groupe G de E associé & G par rapport & I, ou encore, d’aprés ce
qui préceéde, que pp détermine un homomorphisme du tore complexe E/G dans
son dual E / G. Pour que g soit un isomorphisme de E sur E, il faut et il suffit
que H soit non dégénérée; dans ce cas, ¢x applique Gq sur @Q, et gal_il est une
application de E sur E qui applique GQ sur Gq, de sorte qu’il existe un entier
v > 0 tel que vpy" détermine un homomorphisme de E/G sur E /G. Si H est
une forme de RIEMANN non dégénérée et H' une forme de RIEMANN quelconque
pour E/G, go}fgo # est en endomorphisme de E appliquant Gq dans Gq, ou au-
trement dit appartient a l'extension 2q par Q de I'anneau des endomorphismes
de E/G; si v est choisi comme on a dit, 1/<pI_1,1<pH/ appartient & ce dernier anneau.
En particulier, toute variété abélienne qui admet deux formes de RIEMANN essen-
tiellement distinctes (c’est-a-dire dont aucune n’est un multiple scalaire de I’autre)
admet un endomorphisme non trivial (c’est-a-dire qui n’est pas un multiple entier
de lautomorphisme identique).
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Soient E/G, E'/G' deux tores complexes, et E/G /E\’/ G les tores duaux & ceux-
ci. Comme au §1.1, on fait correspondre a toute application linéaire L de E dans
E’ une apphcatlon linéaire L = tL de E’ dans E r antltranbposee de L, qui est telle
que Pon ait (Lz,z') = (x, L' ) quels que soient x € E, 2’ € E ; prenant les parties
imaginaires des deux membres, on aura donc I'(Lz, :; ) = I(x, zxA ), o I' désigne
la forme analogue a I, relatlvement a E’; on en conclut immeédiatement que, si L
applique G dans G’, L applique G’ dans G. Autrement dit, application L +— L
fait correspondre a tout homomorphisme de E/G dans E’/ G' un homomorphisme
de /E\’/é\’ dans E/@ Si en particulier on prend E’ = E, on voit qu’on a ainsi fait
correspondre a tout endomorphisme L de F/G un endomorphisme Lde E / G.

Si H est une forme hermitienne non dégénérées sur F x E, et qu'on I'écrive,
comme plus haut, sous la forme (z, pyy), ot g est une application linéaire de E
dans E, on peut, a tout endomorphisme L de FE, faire correspondre au moyen de
H un endomorphisme adjoint L', tel que 'on ait

H(Lz,y) = H(z,L'y)

quels que soit x,y dans E; un calcul facile montre que L’ peut étre consiéré aussi
comme donné par la formule:

L' = cpglfcp .
Il résulte de ce qui précéde, si H est une forme de RIEMANN pour FE/G et que L
applique Gq dans Gq, il en sera de méme pour L'.

Pour tout endomorphisme L de E, désignons par Tr(L) la trace de L, et par o(L)
la trace de L en tant qu’endomorphisme de l’espace vectoriel sur R sous-jacent a
E;si(eq,...,e,) est une base de E sur C, les 2n vecteurs e, ie, formeront une
base de E sur R, et, au moyen de ces bases, on voit immédiatement que 1’on a
o(L) = Tr(L) + Tr(L). Si H est une forme hermitienne non dégénérée positive sur
E x E, on ao(LL") > 0 quel que soit 'endomorphisme L # 0 de E, L’ désignant
toujours l'adjoint de L par rapport & H. Il suffit pour le voir de prendre dans F
une base pour laquelle H se mette sous la forme H(z,w) =) ZaWa, car alors, si
X = ||zapl est la matrice de L pour cette base, 'X = ||Zg,| sera celle de L', de
sorte qu'on aura o(LL') = 23 4 |zapl?. Si E/G est un tore complexe, et L un
endomorphisme de ce tore, on voit, en prenant pour base de E sur R un systéme
minimal de générateurs de G, que (L) est un entier.

On a ainsi démontré le théoréme suivant:

Théoréme 6.30. Soit E/G une variété abélienne, 2 l'anneau de ses endomor-
phismes, Aq extension de A par Q. Soit H une forme de RIEMANN non dégénérée
pour E/G ; pour tout endomorphisme L de E, on désigne par L' ’adjoint de L par
rapport & H. Alors Uapplication L — L' induit sur Aq un antiautomorphisme in-
volutif de Aq. De plus, si o désigne la trace d’un endomorphisme prise sur l’espace
réel sous-jacent a F, o est a valeurs entiéres sur 2, 4 valeurs rationelles sur 2Aq,

et on a o(LL") > 0 pour L # 0.

C’est de ce théoréme que découlent les principales propriétés de ’algébre 2q ;
on en déduit en particulier que g est semi-simple, et que le centre de chacune des
composantes simples de Aq est, soit un corps de nombres algébriques totalement
réel, soit une extension quadratique totalement imaginaire d’un tel corps.

6.13. Nous terminerons ce chapitre en donnant quelques théorémes d’existence
pour les types de tores qu’on a distingués ci-dessus.
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Proposition 6.31. Quel que soit n > 0, il existe des variétés abéliennes de di-
mension n n’admettant pas d’autre endomorphisme que les multiples entiers de
lautomorphisme identique.

Nous nous appuyerons sur la seconde partie de la prop. 6.18, ou, pour fixer les
idées et simplifier I’écriture, on supposera qu’on a pris tous les entiers e, égaux a
1. L’espace des matrices symétriques Z = ||zog|| peut étre considéré comme espace
vectoriel de dimension n(n + 1)/2 sur C; dans cet espace, 'ensemble des matrices
dont la partie imaginaire est la matrice d’'une forme non dégénérée positive forme
un ensemble ouvert non vide. Comme dans la prop. 6.18, soit (¢1,. .., gn) une base
d’un espace vectoriel E sur C; soit G le groupe engendré pas les g, et par les
vecteurs g,4 définis par (6.8), ot on a pris pag = Zeg. Soit L un endomorphisme
de E appliquant G dans G. On aura donc :

L(ga) = Zaaﬁgﬂ + Zbaﬁgn-l-,@ (1 <ac< n),
B=1 B=1

n n
L(gn-‘ra) = Z Capgp + Zdaﬁng_ﬁ (1 <a< n),
B=1 B=1

les matrices A = ||aag, |B = ||basll,C = |lcas|l, D = ||dag|l étant & coefficients
entiers. En tenant compte de la définition des g, par les formules (6.8) et du fait
que L est C-linéaire, on tire de 14, par un calcul immédiat :

n n n
Cap + Z Ao 28y — Z Oy B2ya — Z byszyazps =0 (1< a,B <n).
y=1 y=1 v,0=1

Les premiers membres de ces relations sont des polynomes du second degré a co-
efficients entiers dans les coefficients z,s de Z; pour un choix donné des matrices
A, B,C, D, ’'ensemble des Z qui y satisfont est donc un ensemble algébrique fermé
F(A, B,C, D), ou autrement dit une réunion finie de variétés algébriques. Pour que
F(A, B,C, D) soit 'espace entier des matrices symétriques, il faut que les relations
ci-dessus soient identiquement satisfaites, ou encore que ’on ait, pour toute matrice
7 symétrique :
C+DZ—-ZA—-ZBZ =0.

En prenant 7 = z -1, ou 1, désigne la matrice unité, on tire de la C = 0 =
B,D = A en prenant pour Z une matrice diagonale quelconque, on voit que A est
diagonale ; en exprimant que celle-ci est permutable avec toute matrice symétrique
Z, on voit que A est de la forme a - 1,. Soit maintenant F' la réunion de tous
les ensembles F'(A, B, C, D) pour tous les choix de A, B, C, D pour lesquels on n’a
pas B=C =0,A=D = a-1,, avec a entier; chacun de ces ensembles étant
rare, leur réunion est maigre et ne peut donc contenir aucun ouvert (BOURBAKI,
[3, IX, §5, n>=2 et 3]). Il existe donc une matrice symétrique Z dont la partie
imaginaire est la matrice d’une forme quadratique non dégénérée positive et qui
n’appartient pas a F. Alors le tore complexe /G défini au moyen de cette matrice
n’admet aucun endomorphisme autre que les multiples entiers de I’automorphisme
identique. Comme ce tore E/G est une variété abélienne d’aprés la prop. 6.18, cela
achéve la démonstration.

On notera que, d’aprés le corollaire 6.29, une variété abélienne E/G ayant la
propriété énoncée dans la prop. 6.31 n’admet aucune sous-variété abélienne propre
(c’est-a~dire autre que {0} et E/G) ; on exprime ce fait en disant qu’une telle variété
est simple.

Prop. 9
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Proposition 6.32. Quels que soient les entiers n,r satisfaisant an > 2,0 < r < n,
il existe des tores complexes de dimension n et de rang r.

Pour r = n, cela résulte de la prop. 6.18, puisqu’un tore complexe dont le rang
est égal & sa dimension n’est autre chose qu’une variété abélienne. Supposons qu’on
ait pris » = 0. Soit M ’espace vectoriel de dimension 2n? sur C formé des matrices
U=|tal| (1 <a<n;1<v<2n). Pour U e M, soit G(U) le sous-groupe de C"
engendré par les 2n vecteurs :

u™ = (uyy, ... un) (1< v <2n).

Soit © ’ensemble des points U de M tels que G(U) soit discret de rang 2n, c’est-a-
dire tels que les 2n vecteurs u(*) soient linéairement indépendants sur R. Si U’, U”
désignent la partie réelle et la partie imaginaire de U, € est ’ensemble des U tels
U,/,) ne s’annule pas ; c¢’est donc une partie ouverte
de M. Pour U € Q,C"/G(U) est un tore complexe; on va montrer que ’ensemble
des U € ( tels que ce tore soit de rang > 0 est contenu dans la réunion d’une famille
dénombrable de sous-variété algébriques de M de dimension < 2n?, donc dans une
partie maigre de M ; il s’ensuivra bien qu’il existe des U € 2 tels que C"/G(U)
soit de rang 0.

que le déterminant de la matrice (U

Supposons d’abord que C™/G(U) soit de rang n; soit en ce cas A la partie ima-
ginaire d’une forme de RIEMANN non dégénérée pour ce tore. Si C' = ||y || (1, v =
1,...,2n) est une matrice a coeflicients entiers de déterminant +1, il est immeédiat
que l'application U +— UC est un automorphisme de M qui applique 2 sur lui-
méme, et que l'on a G(U) = G(UC) quel que soit U. Si on pose g, = Zu c#,,u(“),
les g, formeront un systéme minimal de générateurs de G(U); si C est choisie de
maniére qu’ils forment une base de G(U) adaptée a la forme A, la prop. 6.18 montre
que gi,...,gn seront linéairement indépendants sur C et que, si les e, et les pog
sont définis comme dans cette proposition, la matrice |leqapas|| est symétrique. Cela
équivaut a dire que, si on pose UC = ||V W||, ou V,WW sont deux matrices a n
lignes et n colonnes, et qu’on désigne par E la matrice diagonale ||eqdq5(|, la ma-
trice V est inversible et la matrice EV W symétrique. Comme E est symétrique
et inversible, cette derniére condition revient & dire que la matrice

WE 'V = (VE™)-(EV'W)-Y(VE™)

est symétrique. Cette derniére condition s’exprime par des relations algébriques,
homogeénes du second degré par rapport aux éléments des matrices V, W, donc
aussi par rapport aux u.,. Pour chaque choix de C et F, elle détermine donc un
ensemble algébrique fermé F(E, C) dans M. Il est clair d’ailleurs qu’on a toujours
F(E,C) # M pour n > 2. Si U n’appartient pas a la réunion de tous les FI(E,C)
le tore C"/G(U) sera de rang < n.

Supposons que C"/G(U) soit de rang r avec 0 < r < n. Le noyau E; de C"
relativement & ce tore est alors de dimension n—r sur C; et le groupe Gy = G(U)N
Ey est de rang 2n — 2r. Il y a donc un systéme minimal (g, .. ., g2, ) de générateurs
de G(U) tel que Gg soit engendré par g1, ..., gan—2, €t que Ey soit engendré sur C
par gi,-.-.,gn—r; ON pourra, comme précédemment, écrire g, = Z# CWU(“) pour
1 < v < 2n, la matrice C' = ||c,. || étant & coefficients entiers et de déterminant
+1. Ecrivons UC = |V W T||, ot V et W sont des matrices a n lignes et n — r
colonnes et T" une matrice & n lignes et 2r colonnes; comme ¢p_r11,- .-, gon—2r
sont des combinaisons linéaires de g1, ..., gn_1 & coefficients dans C, il y aura une
matrice X a n — r lignes et n — r colonnes telle que W = V X. Mais I’ensemble
des matrices ||V VX T||, ou V est une matrice & n lignes et n — r colonnes, X
une matrice & n — r lignes et n — r colonnes, et 7" une matrice a n lignes et 2r
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colonnes, forme une sous-variété algébrique V,. de M, de dimension 2n% — r(n —r).
On a ainsi montré que, si C"/G(U) est de rang 7, U est dans la transformée V,.C !
de V, par 'automorphisme U +— UC~! de M. Si donc on prend pour U un point
de Q qui n’appartienne pas & la réunion de toutes les variétés V,,C 1 et de tous les
ensembles algébriques fermés F(E,C) définis plus haut, le tore C"/G(U) sera de
rang 0. Cette réunion étant maigre dans M pour n > 2, l'existence d’un tel tore est
donc établi.

Proposons-nous enfin de construire un tore complexe de dimension n et de rang
r,avec 1 <r <n—1. Posons s =n — r. Soit E¥ un espace vectoriel de dimension n

sur C; désignons par gi,...,Js, §2s+1, - - - , nt+s des vecteurs formant une base de
E sur C; soit Ej le sous-espace de E engendré sur C par g1,...,7s. Au moyen de
la prop. 6.22, on pourra construire dans Fy des vecteurs
S
(6.15) Goin=D_2gn  (1<p<s)
A=1
tels que, si Gy est le sous-groupe de Ey engendré par gi,...,ga2s, Fo/Go soit une

variété abélienne n’admettant pas d’autre endomorphisme que les multiples entiers
de 'automorphisme identique. Alors, d’aprés le th. 6.28 et son corollaire 6.29, il ne
peut y avoir aucun sous-espace vectoriel Ej) de Eg sur C, autre que Ey et {0}, tel
que le groupe G N E} soit de rang égal & 2dim E{,. Posons d’autre part :

s r
(616) In+s+p = Zupx\g/\ + Z Z;JUQQS—HT (1 <p< T))
A=1 o=1

ol ||z}, || est une matrice symétrique dont la partie imaginaire est la matrice d'une
forme quadratique non dégénérée positive, et ol ||u,y|| est une matrice quelconque
a r lignes et s colonnes. Soit G le groupe engendré par gi,...,gon; soir G* son
image dans l'espace E* = FE/Ey. D’aprés la prop. 6.18, G* est discret de rang 2r
dans E*, et E*/G* est une variété abélienne de dimension r ; on conclut facilement
de 1a que G est discret de rang 2n dans E, et il est clair alors que E/G est au
moins de rang r, et que le noyau E|, de E relativement & E/G est contenu dans
Ep ; comme le groupe G N Ej = Gy N Ejj doit alors étre de rang égal a 2dim E,
il s’ensuit, daprés ce qu’on a vu, qu’on a, soit Ejj = Ejy, soit E} = {0} ; autrement
dit, le tore /G est, soit de rang r, soit une variété abélienne.

Supposons que E/G soit une variété abélienne, et appliquons le th. 6.28 4 E/G et
a Ejy. Il s’ensuit qu’il y a dans E un sous-espace F; de dimension r, supplémentaire
de Ejy, tel que le groupe G; = G N E; soit de rang 2r; le groupe G = Gy + G est
alors de rang 2n, et il y a un entier v > 0 tel qu’on ait G’ D vG. En particulier, on
aura vgasi, € G’ pour 1 < p < 2r, de sorte qu'il y aura des éléments g, de G et
des entiers a, tels que 'on ait :

2s
(6.17) g;) = VG2s+p + Z appgr (1< p<2r).

A=1
Alors les images de ¢f,...,¢g,. dans E* = E/E, sont les mémes que celles de
Vg2s41, - - -y Vgn+s respectivement et sont donc linéairement indépendantes sur C,
ce qu’on peut exprimer en disant que g, ..., g, sont linéairement indépendants sur
C modulo Ej; ils sont donc & plus forte raison linéairement indépendants sur C
dans E; par suite, ils engendrent E; sur C, de sorte que g, 1, ..., gy, sont des com-
binaisons linéaires de g1, ..., g, & coefficients dans C. Mais on a, pour 1 < p <7r:

I T
r _ / _ ro
Gr4p = V9n+s+p =V E ZpoY2s+0 = E Zpo9o (mod Ep).

o=1 o=1
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Puisque ¢, ..., g. sont linéairement indépendants sur C modulo Ey, il s’ensuit
1 s JIr )

que les coefficients qui figurent dans les expression de g;.,,,..., g5, au moyen de

g1+, g, ne sont autres que les z,,,, c’est-a-dire qu’on a

,
Grip =D %oty (1<p<r)
o=1
En faisant usage de (6.15),(6.16),(6.17), on tire de 1a :

T S S

/

Vupx = E :Zpo (a(,)\ + E aa,eruZ)\u) — Qrip X\ — E Qr+p,s+p2Ap-
o=1 pu=1 p=1

Si donc, aprés avoir choisi les 2y, et les z;m comme il a été dit, on choisit les u,y de

maniére a ne satisfaire aux relations ci-dessus pour aucun choix des entiers v > 0
et apy, le tore E/G sera de rang .

ANNEXE A. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES DIVISEURS SUR LES VARIETES
COMPLEXES

A.1. Pour tout ce qui concerne les groupes ordonnés et les relations de divisibilité,
nous renvoyons & BOURBAKI [2, VI, §1]. Rappelons que, si A est un anneau intégre
(anneau commutatif sans diviseur de zéro, ayant un élément unité autre que 0), E
le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A, K le corps des fractions de A,
et K* le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K, on définit sur A = K*/E
une structure de groupe ordonné en y prenant pour ensemble A, des éléments
positifs 'image dans A de ensemble A* = A — {0} ?; les relations de divisibilité
dans K (relativement & A) s’expriment au moyen des propriétés de A. On écrira le
groupe A additivement.

Deux éléments de K* sont dits associés s’ils ont méme image dans A, c’est-a-dire
si leur quotient est dans E. Un élément de A est dit irréductible si ¢’est un élément
minimal de Ay — {0} ; pour qu’un élément x de A* — E air pour image dans A un
tel élément, il faut et il suffit qu’il ne puisse s’écrire comme produit = = yz de deux
éléments y, z de A* — E'; on dit, dans ce cas, que = lui-méme est irréductible. On
dit que anneau A est factoriel si A est somme directe des sous-groupes engendrés
par ses éléments irréductibles, ou, ce qui revient au méme, si tout élément J de
A, peut se mettre, d’'une maniére et d’une seule (a l'ordre des termes prés) sous
la forme 6 = ZZ=1 6y, 0oun >0 et les 0, sont irréductibles. Il faut et il suffit pour
cela que A, satisfasse aux deux conditions suivantes:

(a) Tout ensemble non vide d’éléments de A contient un élément minimal (c’est
la « condition minimale » pour A, );

(b) Si ¢ est irréductible et si 1,02 sont dans AL la relation § < §1 + do entraine
0 <01 oud < ds.

En effet, la nécessité de ces conditions est immédiate. Supposons (a) vérifiée, et soit
§ € Ay. L'ensemble X des éléments de Ay de la forme § — >°"'_, 6, (o n >0 et
les §,, sont irréductibles) admet un élément minimal §’. Si §’ # 0, ’ensemble (non
vide) des éléments 6" < ¢’ de A —{0} contient un élément minimal 4], visiblement
irréductible; on a alors ¢’ — (] € X, ce qui contredit la définition de §’. Donc ¢" = 0,
et  est somme d’éléments irréductibles. Il est immédiat d’autre part que, si (b) est
satisfaite, un élément de A, ne peut s’écrire au plus que d’une maniére, a ’ordre
prés, comme somme d’éléments irréductibles.

3. BourBaKI utilise la notation P = A — {0} et A* = E dans [2, VI, §1, n° 5]
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Si A est factoriel, le groupe A est réticulé (BOURBAKI [1, VII, §3, th. 1]). Cela
revient & dire que tout ensemble fini d’éléments de K a, par rapport a 'anneau A,
un pged et un ppem, tous deux déterminés d’une maniére unique & un facteur prés
associé & 1. En particulier, tout élément z de K peut alors se mettre sous la forme
z = x/y, ol x,y sont deux éléments de A étrangers I'un de autre, c’est-a-dire
sans diviseur commun dans A autre que les éléments associés & 1. Il s’ensuit que
A est intégralement clos; en effet, si x,y sont étrangers 'un a 'autre dans A, et si
z = x/y est entier sur A, on aura une relation 2™ + Z?/:l ;2" =0, avec z; € A,
ce qui s’écrit aussi

n

n n—i,i—1,

T = _ZJE i Y s
=1

donc x™ est multiple de y, de sorte que tout diviseur irréductible de y divise x™
et par suite aussi x; comme x,y sont étrangers 'un & l'autre, y n’a donc pas de
diviseur irréductible et est inversible dans A, ce qui implique bien z € A.

Rappellons encore le résultat élémentaire suivant:

Lemme A.1. Soient A un anneau intégre intégralement clos, et K son corps des
fractions. Soit P un polynome unitaire dans A[T); soit @ un polynome unitaire
dans K[T), tel que P soit multiple de @ dans Uanneau K[T], Alors @Q est dans
A[T], et P est multiple de Q dans A[T).

Les coefficients de ) peuvent s’écrire comme polynomes par rapport aux racines
de @ ; comme celles-ci sont racines de P, elles sont entiéres sur A; les coefficients
de @ sont donc entiers sur A; comme par hypothése ils sont dans K, et que A est
intégralement clos, ils sont dans A, et @ est dans A[T]. De méme P/Q est dans
A[T).

A.2. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage d’un point u d’une variété
V' a structure analytique complexe. L’ensemble des fonctions définies dans un voisi-
nage de u de V', qui coincident avec f dans un voisinage de u, s’appelle le germe de
fonction holomorphe défini en u par f, et se notera v, (f). Soit (z1,...,2,) un sys-
téme de coordonnées locales complexes, nulles en u, dans un voisinage de u sur V;
une fonction f, holomorphe dans un voisinage de u, peut alors s’écrire, au voisinage
die u, comme série de TAYLOR en 21, ..., 2z, ; et 7, (f) est 'ensemble des fonctions
qui, dans un voisinage de u, ont méme développement de TAYLOR que f. On peut,
d’une maniére évidente, considérer I’ensemble des germes de fonction holomorphe
en u sur V comme formant un anneau; celui-ci sera noté A, (V) ; il est isomorphe
a Panneau des séries de puissance en z1,...,2, qui convergent dans un voisinage
de 0, et est donc intégre. Le corps des fractions de A, (V) sera noté K, (V); ses
éléments s’appelleront les germes de fonction méromorphe en u sur V.

Soit 7 = 7,(f) un germe de fonction holomorphe en w sur V, déterminé par
une fonction f holomorphe au voisinage de u; il détermine d’une maniére unique
le développement de TAYLOR de f en w par rapport aux z;. Si v # 0, la somme
des termes de plus bas degré en z1,..., 2, dans ce développement est un polynome
homogéne non nul, dont le degré sera désigné par m(v); on vérifie immédiatement
que ce degré est indépendant du choix des coordonnées locales z;. Pour que 1'on
ait m(vy) = 0, il faut et il suffit qu'on ait f(u) # 0, c’est-a-dire que 7 appartienne
au groupe multiplicatif E, (V) des éléments inversibles de A, (V). Quels que soient
v, dans A, (V) — {0}, on a m(yy') = m(y) + m(y').

Comme au §A.1, on considéra le groupe quotient K, (V)*/E,(V) comme groupe
ordonné, et on I’écrirera additivement ; ses élément s’appelleront les germes de di-
viseur en u sur V; si v € K, (V)*, I'image de v dans ce groupe se notera div(y);
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si v = yu(f) est un germe de fonction holomorphe, déterminé par une fonction
f holomorphe au voisinage de wu, on écrirera aussi div,(f) au lieu de div(v,(f));
par définition, les germes de diviseur positifs en u sont ceux qui sont de la forme
div,(f), avec f holomorphe au voisinage de u et 7, (f) # 0.

Pour que deux germes de fonctions holomorphe v, " déterminent le méme germe
de diviseur en w, il faut et il suffit que l'on ait v/+" € E, (V) ; on a alors m(y/v") = 0,
d’ou m(y) = m(y'). Donc m(v) ne dépend que du germe de diviseur § = div(7y) et
définit, par passage au quotient, une fonction u(d) = m(vy) a valeurs entiéres > 0
sur ’ensemble des germes de diviseur positifs en u; si 0 est un tel germe, p(5) =0
équivaut a § = 0; et, si 6,8’ sont de tels germes, on a p(66") = p(d) + p(d'). Si X est
un ensemble de tels germes, tout élément § de X pour lequel u(d) atteint sa plus
petite valeur est un élément minimal de X ; donc I’ensemble des germes de diviseur
positifs en w sur V satisfait & la condition minimale (condition (a) du §A.1).

A.3. Rappelons maintenant le lemme de WEIERSTRASS (le « Vorbereitungssatz » )
[1, VII, §3, prop. 6] :

Lemme A.2. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 dans C™ ;
supposons que z,; ™ f(0,...,0,z,) soit holomorphe dans un voisinage de 0 dans C,
et ne s’annule pas pour z, = 0. Alors

(a) Il y a un voisinage U de 0 dans C"™ et une fonction e holomorphe et ne
s’annulant pas dans U, tels que ef puisse, dans U, se mettre sous la forme

(A1) ef:z:{l—l—Z%(zl,...,zn_l)zf—i,
i1

les ; étant holomorphes dans un voisinage de 0 dans C"~! et nulles en 0. De
plus, les germes de fonction holomorphe vo(e),vo(p;) sont déterminés d’une
maniére unique par la relation (A.1).

(b) Quelle que soit g holomorphe dans un voisinage de 0 dans C"~1, il y a un
voisinage U' de 0 dans C™ et une fonction holomorphe h dans U’, tels que,
dans U’, g — fh puisse se metire sous la forme

(A.2) g—fh:Zzpi(zl,...,zn_l)z:z%l,

les ; étant holomorphes dans un voisinage de 0 dans C" 1. De plus, f et g
étant données, les germes vo(h),v0(1;) sont déterminés d’une maniére unique
par la relation (A.2).

Le second membre de (A.1), ot les ¢; sont comme il a été dit ci-dessus, c’est-a-
dire holomorphes dans un voisinage de 0 et nulles en 0, s’appelle un polynome de
WEIERSTRASS *.

Dans ’application du lemme de WEIERSTRASS, on a le plus souvent & faire usage
du lemme suivant :

Lemme A.3. Soient f1,..., f, des fonctions holomorphes dans un voisinage d’un
point u sur une variété compleze V' ; on suppose que v, (f,) # 0 pour 1 < p <r;
pour 1 < p <r, soit m, = m(vu(f,)). Alors il y a un systéme (z1,...,2,) de coor-
données locales en u sur V', nulles en u, tel que les fonctions zﬁmpfp(O, ooy 0, 2)
soient holomorphes dans un voisinage de 0 dans C et ne s’annulent pas pour z,, = 0.

4. appelé polynome distingué dans BourBaki [1, VII, §3, déf. 2]
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Soient w1, ..., w, des coordonnées locales en u, nulles en u. Pour chaque p, soit
P, la somme des termes de degré m, dans le developpement de TAYLOR de f,
par rapport aux w; ; soit (ay,...,a,) un point de C™ autre que 0 ou le polynome
PP, - P, ne soit pas nul. En effectuant au besoin une permutation sur les w;, on
peut supposer qu’'on a a, # 0. Posons alors w; = z; + a;z, pour 1 <i<n—1, et
Wq = Ap 2y ; les z; forment un systéme de coordonnées locales ayant les propriétés
annonceées.

Les hypothéses étant celles du lemme A.3, on peut alors appliquer le lemme de
WEIERSTRASS, par rapport aux coordonnées z;, & chacune des fonctions f,, c’est-a-
dire déterminer pour chaque p une fonction e,, holomorphe et # 0 dans un voisinage
de u, telle que e, f, s’écrive sous forme d’un polynome de WEIERSTRASS de degré
M, en Zy,.

A.4. Pour simplifier les notations, nous noterons A 'anneau Ag(C" 1) des germes
en 0 de fonctions de z1,...,2,_1, holomorphes dans un voisinage de 0; et nous
noterons K le corps des fractions de A. On identifiera d’une maniére évidente ’an-
neau A[z,] des polynomes en z, a coefficients dans A avec un sous-anneau de
Ap(C™). Si f est un polynome de WEIERSTRASS, Yo(f) est alors un élément de
Alzy]; on notera W l'ensemble des germes ~vo(f) correspondant ainsi aux poly-
nomes de WEIERSTRASS. Un élément de W de degré m > 0 en z, ne peut étre
inversible dans Ay(C"™).

Lemme A.4. Soit v € W ; alors tout élément v de Alz,] qui est multiple de ~
dans Ag(C™) Uest aussi dans Alzy)].

Soit m le degré de 7 en z,. Comme v est un polynome unitaire dans A[z,], on
pourra, dans A[z,], diviser 7/ par «, donc mettre v’ sous la forme v = vy + p, o
~", p sont dans A[z,] et ou p est de degré < m. D’autre part, si 4 est multiple de
v dans Ap(C™), on aura v’ = vy, avec y; € Ag(C™); lassertion d’unicité dans le
lemme A.2 (b) donne alors v; =" et p = 0.

Théoréme A.5. L’anneau A, (V) des germes de fonction holomorphe en un point
u d’une variété complexe V' est factoriel.

D’aprés les §§A.1 et A.2, il suffira, pour démontrer le théoréme, de faire voir
que, si y,7’,7" sont des éléments de A, (V) tels que « soit irréductible dans A, (V)
et divise v/'v", v divise v ou 7. On procédera par récurrence sur la dimension
complexe n de V ; pour n = 0, il n’y a rien & démontrer. Désignant par 1,, I’assertion
du théoréme pour la dimension n, on va faire voir d’abord que I’hypothése de

récurrence, c’est-a-dire ’assertion 1,,_1, entraine I’assertion suivante :

Lemme A.6. Soit v € W ; alors tout polynome unitaire de K|z, qui divise v dans
K|z, appartient & W et divise v dans Alzy]. Si vy est irréductible dans Ag(C™), il
Uest aussi dans K |zy).

Comme on l'a vu au §A.1, 1,,_;1 entraine que A est intégralement clos; donc,

d’aprés le lemme A.1, si v = 7'y avec 7/, unitaires dans K|[z,], 7" et 7" sont

dans A[z,]. Si on écrit alors v = /" comme relation entre séries de TAYLOR
en zi,...,2n, €t quon y fasse z; = --- = 2,1 = 0, on voit immédiatement que
~',~" appartiennent & W. En particulier, si v n’est pas irréductible dans K|z,], on
pourra écrire v = 'y, o v/, 7" sont des polynomes unitaires, tous deux de degré
> 0, dans K|[z,]; d’aprés ce qui précéde. ils sont dans W, et par suite ne sont pas

inversibles dans Ag(C™); s’il en est ainsi, 7 n’est pas irréductible dans Ay(C™).
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Passons a la démonstration de 1,. Soit v = 7,(f) irréductible dans A, (V);
soient v = v, (f'), v = vu(f") deux éléments de A, (V) tels que v divise v'v".
Appliquant les lemmes A.3 et A.2 (a), on est ramené au cas ou V = C", u = 0,
et ou f est un polynome de WEIERSTRASS ; soit m le degré de celui-ci. Appliquant
le lemme A2 (b) & f et f', et & f et f”, on est ramené au cas ou f’, f” sont
des polynomes en z,. Comme ~ est irréductible dans Ag(C™) par hypothése, il
Pest aussi dans K|z,] d’aprés le lemme A.6; donc v divise, soit 7/, soit 7/ dans
K|[z,]. Mais, comme + est un polynome unitaire dans A[z,], le quotient par v d’un
polynome de A[z,] est encore un dans A[z,]; donc ~ divise, soit v/, soit +", dans
Alzy] et a fortiori dans Ag(C™). Cela achéve la démonstration du théoréme A.5, et
en méme temps celle du lemme A.G, pour tout n.

On abservera que la démonstration ci-dessus du théoréme A.5 repose essentiel-
lement sur les lemmes A.2 et A.3; le premier est valable, comme on sait, pour
I’anneau des séries formelles & n variables sur un corps de base k quelconque; la
démonstration du second montre qu’il reste valable pour ce méme anneau, pourvu
que k soit infini. Donc cet anneau est factoriel, lui aussi, pourvu que k soit infini;
et on conclut aisément de la que le méme résultat est valable pour k fini.

A.5.  Sur une variété analytique complexe V', on peut considérer I’anneau des fonc-
tions holomorphes, qui n’est pas vide puisqu’il comprend en tout cas les constantes,
et méme les fonctions qui sont constantes sur chacune des composantes connexes
de V. Si f est une fonction holomorphe sur V', 'ensemble des points u de V ou
Yu(f) = 0 est ouvert et fermé, donc réunion de composantes connexes de V'; il
est immédiat que les diviseurs de 0, dans I’anneau des fonctions holomorphes sur
V, sont les fonctions qui s’annulent identiquement sur une composante connexe au
moins de V' ; en particulier, cet anneau est intégre si V' est connexe. On définira
de la maniére habituelle 'anneau (resp. le corps, si V est connexe) des fractions
de l'anneau des fonctions holomorphes sur V' ; ses éléments, qui s’écrivent sous la
forme f/g avec f,g holomorphes et g non diviseur de 0 sur V, s’appelleront les
fractions méromorphes sur V. Si U est un ouvert de V, toute fraction méromorphe
sur V induit d’'une maniére évidente une fraction méromorphe sur U.

Soit ¢ = f/g une fraction méromorphe sur V, f et g étant holomorphes et g
non diviseur de 0 sur V. Il est immédiat qu’en tout point u de V le germe de
fonction méromorphe v, (f)/v.(g) ne dépend que de u et ¢; on dira que c’est
le germe déterminé en u par @, et on le notera 7,(p). Il est immédiat aussi que
deux fractions méromorphes coincident si elles déterminent le méme germe en tout
point de V. Plus généralement, soit u > <, une application qui, & tout point
u de V, fasse correspondre un élément v, de K,(V), c’est-d-dire un germe de
fonction méromorphe en u; on dira que cette application détermine une fonction
méromorphe 1 sur V si, & tout point u de V', on peut faire correspondre un voisinage
ouvert U de u et une fraction méromorphe ¢, dans U tels qu’on ait v, = v (¢s,)
pour tout v’ € U ; quand il en sera ainsi, on écrira 7, (¢) = =, pour tout u € V. Si
 est une fraction méromorphe sur V', on identifiera ¢ avec la fonction méromorphe
définie par I'application u — 7, (). les fonctions méromorphes sur V' peuvent étre
considérées d’une maniére évidente comme formant un anneau (un corps, si V est
connexe) dont les fractions méromorphes forment un sous-anneau (resp. un sous-
corps).

Considérons maintenant une application u +— D,, qui, & tout point v de V', fasse

correspondre un germe de diviseur D,, en u, ¢’est-a-dire un élément de K, (V)*/E, (V) ;

on dira que cette application détermine un diviseur sur V si, a tout point u de V', on
peut faire correspondre un voisinage ouvert U de u et une fonction méromorphe 1,
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dans U tels qu’on ait v,/ (1) # 0 et Dy = div(yy () pour tout v’ € U. D’aprés
cette définition, si ¢ est une fonction méromorphe sur V', ne s’annulant identique-
ment sur aucune composante connexe de V', lapplication u > div(7y, (1)) définit
un diviseur sur V' qu’on notera div(¢y). Les diviseurs sur V peuvent, d’une ma-
niére évidente, étre considérés comme formant un groupe commutatif ordonné, qui
s’écrit additivement ; si D, D’ sont les diviseurs respectivement définis par u — D,,,
u +— D!, la relation D = D’ signifiera donc qu’on a D,, = D), pour tout u. Pour
qu’une fonction méromorphe 1 sur V', ne s’annulant identiquement sur aucune com-
posante connexe de V', soit une fonction holomorphe, il faut et il suffit qu’on ait
div(¢) = 0. L’application ¢ — div(yp) est un homomorphisme du groupe (multipli-
catif) des fonctions méromorphes sur V, ne s’annulant identiquement sur aucune
composante connexe de V', dans le groupe (additif) des diviseurs sur V'; le noyau
de cet homomorphisme est formé par les fonctions holomorphes sur V' qui ne s’an-
nulent en aucun point de V' ; comme il est bien connu, I’application du principe dit
« du maximum » montre que, si V' est compacte, une telle fonction est constante
sur chaque composante connexe de V. Les diviseurs de la forme div(y), avec ¢
méromorphe sur V, sont dits linéairement équivalents a 0 sur V ; deux diviseurs
D, D’ sur V sont dit linéairement équivalents si D — D' est linéairement équivalent
ao.

A.6. Le théoréme A.5 implique entre autre que le groupe des germes de diviseur
en un point u d’une variété complexe V est réticulé, c’est-a-dire que tout ensemble
fini {61,...,0,} de tels germes admet une borne inférieure inf(d,) et une borne
supérieure sup(d,). On va montrer maintenant qu’il en est de méme du groupe des
diviseur sur V' ; ce résultat est contenu dans le suivant, qui est plus précis:

Théoréme A.7. Soient D, D’ deux diviseurs sur ine variété complexe V ; pour
tout w € V, soient D,, D! les germes de diviseur déterminés en u par D et D'.
Alors Uapplication w — D! = inf(D,, D},) définit un diviseur D" sur V.

Le théoréme sera démontré si on fait voir que, pour tout w € V, il y a un voisinage
U et une fonction méromorphe ¢ dans U tels que D!/ = div(v, (1)) pour tout v € U.
Pour cela, on prendra ¢ méromorphe dans un voisinage ouvert W de u et telle que
div(y.(¥)) = D.'; remplagant alors V par W et D, D’ par D —div(vy), D’ — div(¢))
respectivement, on est ramené a démontrer que, si D!/ = 0, on a D! = 0 pour
tout v suffisamment voisin de u. Comme D}/ = 0 entraine D, = 0,D!, > 0, il
y aura un voisinage de u ot on pourra écrire D = div(f), D’ = div(f’), f et f’
étant holomorphes dans ce voisinage. Appliquant les lemmes A.3 et A.2 (a) du
§A.3, on se rameéne au cas ou V est un voisinage de 0 dans C", ou u = 0, et
ou f, f’ sont des polynomes de WEIERSTRASS ; avec les notations du §A.4, vo(f)
et yo(f’') sont alors dans W. Il s’ensuit, d’aprés le lemme A.6, que le polynome
unitaire de K|z,] qui est, dans K|[z,], le pged de vo(f) et vo(f’) est dans W, donc
n’est pas inversible dans Ag(C"™) & moins qu’il ne soit de degré 0 et par suite égal
a 1. L’hypothése D = 0, qui signifie que vo(f) et yo(f’) sont étrangers l'un a
Pautre dans Ag(C"™), implique donc qu’ils le sont aussi dans K|z,]; cela revient
a dire qu’il y a une fonction ¢ de z1,...,2,_1, holomorphe au voisinage de 0, et
des polynomes g, g’ en z, a coefficients holomorphes en z1,...,2,_1 au voisinage
de 0, tels que Von ait vo(fg + f'¢' — ¢) = 0 et v(p) # 0. Il y aura alors un
voisinage ouvert U de 0 dans C" ou f, f/, g, ¢’, ¢ seront holomorphes et ot on aura
fg+ f'gd = ¢. Soit v = (v1,...,v,) un point de U; d’aprés le th. A.5, v,(f)
et v,(f’) auront un pged dans 'anneau A,(C™); écrivons ce pged sous la forme
o (F), F étant une fonction holomorphe au voisinage de v; alors f et f’ sont des
polynomes unitaires en z,, a coefficients holomorphes en z1,...,2z,_1, il est donc
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impossible que F(v1,...,0n-1,2,), qui est une fonction de z, holomorphe dans un
voisinage de v,, s’annule identiquement dans un voisinage de v,,. Par conséquent,
F satisfait au point v, par rapport aux coordonnées locales z; — v;, a I’hypothése
du lemme A.2 (pour un choix convenable de l'exposant m) et peut donc, en vertu
de ce lemme, étre remplacée par un polynome de WEIERSTRASS par rapport aux
z; — v;. Mais on a, dans U, fg+ f'¢’ = ¢; cela implique que v, (p) est multiple de
o (F') dans Ag(C™), donc aussi, d’aprés le lemme A.4, dans Panneau A'[z,] si A’
désigne Panneau des germes de fonction holomorphe au point (vy,...,v,_1) dans
C"~!. Par suite F, considérée comme polynome en z, — v,, divise ¢ qui est de
degré 0 en z, — v, et est elle-méme de degré 0; comme F' est un polynome unitaire,
cela donne F' = 1. Autrement dit, v, (f) et v, (f’) sont étrangers I'un a 'autre dans
A, (C™), et cela quel que soit v € U ; cela achéve la démonstration.

Corollaire A.8. Le groupe ordonné des diviseurs sur une variété complexe est
réticulé.

On pourra donc appliquer aux diviseurs sur une variété les notations usuelles
pour les groupes réticulés. En particulier, si D est un diviseur, on écrira DT =
sup(D,0), D~ = sup(—D,0); DT et D~ sont les diviseurs positifs, étrangers 1'un
a lautre, tels que D = DT — D~ ; on notera que, d’aprés le th. A.7, les germes
D, D, qu’ils déterminent en un point quelconque u de V sont étrangers 'un &
lautre. Plus généralement, le th. A.7 peut s’énoncer en disant que, si D et D’ sont
deux diviseurs, les diviseurs inf(D, D’) et sup(D, D’) sont ceux qui sont définis par
u > inf(D,, D)) et par u +— sup(D,, D)) respectivement.

Soit D un diviseur sur une variété V ; pour u € V, soit D, le germe déterminé
par D en u; on appellera support de D, et on notera |D|, 'ensemble des points
u de V tels que D, # 0; il résulte immédiatement de la définition des diviseurs
que cet ensemble est fermé et rare dans V. On voit immédiatement aussi, & partir
des définitions et du th. A.7, que, si D et D’ sont deux diviseurs, les supports de
D+ D', inf(D, D’), sup(D, D) sont contenus dans |D|U|D’|;si0 <D < D', on a
|D| C |D'|; et, quel que soit le diviseur D, on a:

|D|=|D" +D~| = |D"|U[D7].

Théoréme A.9. Si D est un diwviseur sur une variété compleze connexe V., V —|D|
est connezxe.

En remplacant au besoin D par DT + D~, on peut supposer D >~ 0. Supposons
que V — |D| ne soit pas connexe, donc admette une partition en deux ouverts
disjoints non vides V' et V" ; soient V', V" les adhérences de V', V”. Comme |D|
est rare dans V, on a V/UV” =V ; comme V est connexe, V'’ et V'’ ne peuvent donc
étre disjoints ; soit u un point de V' NV". Quel que soit le voisinage ouvert U de u,
UNV'et UNV" formeront alors une partition de 'ensemble U’ = U — (U N |D|) en
deux ouverts disjoints non vides, ce qui implique que U’ n’est pas connexe. Mais, si
U est un voisinage de u dans lequel on ait D = div(f), avec f holomorphe dans U,
U’ sera I’ensemble des points de U ou f # 0. En prenant des coordonnées locales en
u, on se raméne au cas ou U est un voisinage ouvert de u = 0 dans C", voisinage
qu’on peut supposer convexe. Quels que soient a € U’,b € U’, 'ensemble T des
t € C tels que a + (b — a)t € U sera un ouvert convexe dans C, contenant 0 et 1;
et f(a+ (b—a)t) sera une fonction holomorphe dans T, ne s’annulant ni en 0 ni en
1; ses zéros dans T' seront donc isolés, et ’ensemble des points oil elle ne s’annule
pas sera connexe. Par suite a et b appartiennent & une méme composante connexe
de U’, ce qui montre que U’ est connexe.

Cor.
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A.7. Soit ¢ une application holomorphe d’une variété complexe W dans une va-
riété complexe V. Si f est holomorphe dans un ouvert U de V, et si ¢ est la
restriction de o a U’ = ¢~ 1(U), la fonction f' = f o ¢’ sera holomorphe dans U’.
11 est immeédiat que, si z € U’ le germe v/ = 7, (f’) ne dépend que de z, de ¢ et
du germe v = 7,(;)(f); on érira 7' = v o ¢,. L’application vy +— vy o @, est évi-
demment un homomorphisme de I'anneau A, (V') dans A, (W), qui applique le
groupe ;) (V) des éléments inversibles du premier anneau dans le groupe E, (W)
des éléments inversibles du second. Soit v un élément de K ,)(V), c’est-a-dire un
germe de fonction méromorphe en ¢(x) sur V'; d’aprés le th. A.5, on peut Pécrire
v = °'/7", o v/, sont des éléments de Ay, (V) étrangers I'un a lautre, et
qui sont déterminés par 1a & un facteur inversible prés; si v o ¢, # 0, on posera
Yo, = (Y ow.)/ (7" o ps), ce qui se justifie par le fait que le second membre ne
dépend que de x,7 et ¢. Side plus on a v’ oy, # 0, le germe de diviseur div(yo )
en x sur W est défini; on conviendra d’écrire

div(y o ¢g) = @5 H(div(7)),

153 ce qui se justifie par le fait que le premier membre ne dépend que de z, de ¢ et du
germe de diviseur div(y) au point ¢(z) sur V.

Pour passer de 1a aux définitions globales correspondantes, on s’appuyera sur le
théoréme suivant:

Th. 4 Théoréme A.10. Soit ¢ une application holomorphe d’une variété complexe connexe
W dans une variété complexe V ; soit D un diviseur sur V. Alors, ou bien on a
(W) C |D|, ou ¢~ (|D|) est rare dans W.

La conclusion revient & dire que I’ensemble X des points intérieurs a p=1(|D|)
est fermé dans W ; en effet, comme X est aussi ouvert, on aura X =W ou X = @
si W est connexe. En ramplacant au besoin D par DT 4+ D~. on peut supposer
D + 0. Soit z € W — X ; soit U un voisinage ouvert de p(x) sur V, tel que, dans U,
on puisse écrire D = div(f) avec f holomorphe dans U. Alors |[D|NU est 'ensemble
des zéros de f dans U ; par suite, si ¢’ désigne la restriction de ¢ a U’ = o~ 1(U),
0 (| D|) coincidera dans U’ avec 'ensemble des zéros de f' = f o ¢’. Comme on a
supposé que x n’est pas dans X, il y a un voisinage U” de x dans U’ ou I’ensemble
des zéros de f’ est rare, et qui est donc disjoint de X . Cela achéve la démonstration.

Cor. 1 Corollaire A.11. Soit p une application holomorphe d’une variété complexe connexe
W dans une variété complexze V. Soit D un diviseur sur V, tel que (W) ¢ |D|;
pout tout uw € V, soit D, le germe de diviseur déterminé en u par D. Alors, quel
que soit x € W, le germe D!, = gp;l(Dcp(w)) est défini; Uapplication x — D!, définit
un diviseur D' sur W ; on a |D'| C o= Y(|D|); et, si D = 0, on a |D'| = ¢~ 1(|D]).

Soit U une partie ouverte de V dans laquelle on ait Dt = div(f), D~ = div(g), f
et g étant holomorphes dans U ; soit ¢’ la restriction de ¢ 4 U’ = ¢~ }(U). Dans U, le
support de D coincide avec I’ensemble des zéros de fg; comme p~1(|D|) est rare sur
W d’apres le th. A.10, il s’ensuit que les fonctions holomorphes f' = foy' g’ = goy’
dans U’ ne s’annulant dans aucun ouvert de U’. Alors, pour tout z € U’, on aura
D! = div(y.(f'/g")). Si U parcourt I’ensemble des parties ouvertes de V, les U’
formeront un recouvrement ouvert de W. On a donc bien montré que ’application
x — D! détermine un diviseur D’, qui, avec les notations ci-dessus, coincide avec
div(f’/g’) dans U’. Si x € U’, et si p(x) n’est pas dans |D|, ¢(x) ne sera pas un
zéro de fg, donc z n’en sera pas un pour f'g’, et on aura D/, = 0. On a donc bien
|D'| € o= (|D]). Si D est positif, le support de D dans U sera I'ensemble des zéros
de f, et celui de D’ dans U’ sera 'ensemble des zéros de f’; done, dans ce cas, |D’|
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154 n’est autre que ¢(|D|). Si D n’est pas positif, il n’en est plus nécessairent de méme,
parce que les germes v, (f’),7.(¢') peuvent ne pas étre étrangers 'un a autre dans

A (W).

Avec les notations du corollaire A.11 ci-dessus, on conviendra de poser D' =
@ 1(D). En particulier, si W est une variété connexe plongée dans V et si ¢ est
I'injection canonique de W dans V, le diviseur ¢ ~!(D) s’appellera le diviseur induit
par D sur W chaque fois qu’il est défini, c’est-a-dire que W n’est pas contenu dans
|D|. Ces conditions s’étendent d’une maniére évident au cas ot W n’est pas connexe ;
il faut supposer, en ce cas, que ¢~ (| D|) ne contient aucune composante connexe
de W.

Corollaire A.12. Soit ¢ une application holomorphe d’une variété complexe connexe Cor. 2
W dans une variété complexe V. Soit 1 une fonction méromorphe non identique-
ment nulle sur'V ; soit D = div(v) ; on suppose que o(W) ¢ |D~|. Alors, quel que
soit x € W, le germe de fonction méromorphe v}, = Y1) (V) © 0o est défini; et
Uapplication x — 1), détermine une fonction méromorphe v’ sur W. De plus, si
(W) C |D*|, 4" s’annule identiquement ; sinon, 1" ne s’annule pas identiquement,

et on a div(y') = 71 (div(¢)).

Soit U une partie ouverte de V' ou on ait D~ = div(g), avec g holomorphe dans
U; soit f = gy dans U; on aura div(f) = D™, donc f est holomorphe dans U.
Soit ¢’ la restriction de ¢ 4 U’ = o~ 1(U); posons f' = foy', g’ = go¢'. Comme,
d’aprés le th. A.10, o=1(|D~|) est rare dans W, ¢’ ne s’annule dans aucune partie
ouverte de U’, et par suite f’/g’ est une fraction méromorphe dans U’. On a alors,
pour tout « € U', 9., = v.(f'/g’), de sorte que ¢’ est la fonction méromorphe qui
coincide avec f’/g’ dans U’ quel que soit U. Comme |DV| coincide, dans U, avec
I'ensemble des zéros de f, on a f' =0 si (W) C |D*|. Sinon ¢~ !(|D¥]|) est rare
dans W, et par suite f’ ne s’annule dans aucune partie ouverte de U’. La derniére
relation du corollaire résulte alors ausitot des définitions.

Avec les notations du corollaire A.12, on écrira 1)’ = 1) o . Il est immédiat que,
si ¥ est holomorphe, cette notation coincide avec la notation habituelle. On I’étend
d’une maniére évident au cas ot V' et W ne sont pas supposées connexes.

A.8. Soit X une partie d’'une variété complexe V'; soit z € X ; ¢’il existe un n°8
voisinage ouvert U de z dans V tel que X N U soit une sous-variété de U (et par

suite une variété plongée dans V'; cf. §3.1), on dira que X est une sous-variété de V'

au voisinage de x; s’il en est ainsi et que n et p soient les dimensions complexes de 155
V et de XNU respectivement, on dira que X est, au voisinage de x, une sous-variété

de V' de dimension p et de codimension n — p; il en est alors de méme de X au
voisinage de tout point de X NU. Par suite, ’ensemble des points de X au voisinage
desquels X est une sous-variété de V' de codimension n — p est ouvert dans X.

Si D est un diviseur sur V, un point du support |D| de D sera dit simple sur
|D| si |D| est, au voisinage de ce point, une sous-variété de V' de codimension 1.
L’ensemble des points simples de |D| est donc une variété de codimension 1 plongée
dans V.

Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de u sur V' et s’annulant en
u; avec les notations du §A.2, supposons qu’on ait m(v,(f)) = 1. Cela veut dire
que, si z1,...,2, sont des coordonnées locales au voisinage de u, I'une au moins
des dérivées partielles 9 f/0z; ne s’annule pas en u; si par example 0f/9z, # 0 en
u, on peut prendre (z1,..., 2,1, f) comme coordonnées locales en u. Par suite, si
m(y.(f)) = 1, Uensemble des zéros de f, ou, ce qui revient au méme, le support
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de div(f) est au voisinage de u une sous-variété de V' de codimension 1. Il est clair
d’autre part que 7, (f) est irréductible dans A, (V).

Lemme A.13. Soient f, g deux fonctions holomorphes en u sur V, telles que v, (f)
soit irréductible et que 7,(g) ne soit pas multiple de v, (f) dans A, (V). Alors il y
a, dans tout voisinage de u, un point v tel que m(v,(f)) =1 et gv) # 0.

En vertu des lemmes A.3 et A.2 (a), on peut supposer V = C”, u = 0, et
que f et g sont des polynomes de WEIERSTRASS. En vertu des hypothéses et du
lemme A.6, vo(f) est est irréductible dans K|z,] et n’y divise pas vy(g) ; si on pose
f = 0f/0zn,v(f) ne divise pas v(f’) dans Klz,]; donc vo(f) est étranger a
Y (f'g) dans K|[z,]. Cela revient a dire qu’il y a une fonction ¢ de z1,...,2,-1,
holomorphe au voisinage de 0, et des polynomes h,h’ en z, a coefficients holo-
morphes en zi,...,2,_1 au voisinage de 0, tels que l'on ait yo(fh + f'h' —¢) =0
et v0(p) # 0. Soit U un voisinage de 0 dans C™ ou toutes les fonctions considérées
soient holomorphes et ot on ait fh + f'h’ = ¢. Comme ~o(p) # 0, il y aura des
points (z1,...,2,_1) de C"~1 aussi voisins de 0 qu’on veut, ot ¢ ne s’annule pas.
Choisissons un tel point, assez voisin de 0 pour que f, considéré comme un polynome
en z,, ait une racine ¢ telle que le point v = (z1,..., 2,1, () soit dans U ; cela est
possible en vertu du théoréme sur la continuité des racines d’un polynome en fonc-
tion des coefficients. On aura alors f(v) = 0, ¢(v) # 0, donc g(v) # 0 et f/(v) #0;
cette derniére relation entraine m(v,(f)) = 1, ce qui achéve la démonstration.

Lemme A.14. Soient D un diviseur sur une variété compleze V, u un point de | D|,
D, le germe en u par D, et f une fonction holomorphe en u sur'V et telle que v, (f)
soit irréductible dans A, (V). Alors pour que |D|, au voisinage de u, soit contenu
dans Uensemble des zéros de f, il faut et il suffit qu’on ait D, = div(y,(f™)) avec
m entier.

Il est clair que la condition est suffisante. Supposons donc que |D|, dans un
voisinage U de u, soit contenu dans ’ensemble des zéros de f; on peut supposer U
assez petit pour qu’on puisse écrire, dans U, DT = div(g), D~ = div(h), avec g, h
holomorphes dans U. Supposons que v,,(gh) ait dans A, (V) un facteur irréductible
v # Y. (f). On pourra écrire v,(gh) = "' avec r entier > 0 et ' étranger a
dans A, (V), puis v = y.(2),7 = (') avec z, 2z’ holomorphes en u dans V. Il y
aura alors un voisinage U’ de u dans U ou z, 2z’ soient holomorphes et ou on ait
gh = zz'. Appliquons le lemme A.13 & z et f ; on en conclut qu’il y a des points aussi
voisins de u qu’on veut ou z = 0 et f # 0; ces points appartiendront au support
de DT + D, c’est-a-dire a | D|, ce qui est contraire a I’hypothése. Donc 7, (gh) n’a
pas d’autre facteur irréductible que v, (f), d’ott immédiatement la conclusion.

Théoréme A.15. Soit D un diviseur sur une variété complexe V. Alors l’ensemble
W des points simples de |D| est une variété de codimension 1 plongée dans V,
ouverte et dense dans |D|. De plus, pour que |D| soit une sous-variété de V au
voisinage d’un point u € |D|, il faut et il suffit que le germe D, déterminé par D
en u soit de la forme D, = md, ot § est un germe de diviseur irréductible tel que
w(d) =1; et u est alors simple sur |D|.

Montrons d’abord que W est dense dans |D|; on peut, pour cela, se borner au
cas ou D > 0, car, si le diviseur D n’était pas pas positif, on pourrait le ramplacer
par DT 4+ D™ qui a méme support. Soit u € |D|; soit U un voisinage de u o on
puisse écrire D = div(f) avec f holomorphe dans U. Soit y un facteur irréductible
de v, (f) dans A,(V); on pourra écrire v,(f) = 7"y’ avec v étranger a ~y, puis
v = vu(2),y = v(Z') avec z,z’ holomorphes en u dans V'; il y aura alors un
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voisinage U’ de u dans U ou z,z’ soient holomorphes et ou on ait f = 2"z'. Le
lemme A.13, appliqué a z et z’, montre qu’il y a des points v aussi voisins qu’on
veut de u et tels que m(v,(z)) = 1,2 (v) # 0. Comme |D| est une sous-variété
de V' au voisinage d’un point u € |DJ, de qui précéde montre que cette sous-
variété est de codimension 1, c’est-a-dire que u est simple sur |D|. Il y a alors des
coordonnées locales z1, ..., z, en u sur V telles que |D| coincide au voisinage de u
avec l’ensemble des zéros de z,, ce qui, d’aprés le lemme A.14, implique D, = mé
avec 0 = div(yy(zn)). Le reste est immédiat.

Corollaire A.16. Soit D un diviseur sur une variété complexe V ; soit W la variété
des points simples de |D|; soit X une variété de codimension 1 plongée dans V,
contenue dans |D|. Alors X "W est ouvert dans W et est ouvert et dense dans X .

Ici encore, en remplagant au besoin D par Dt + D™, on peut supposer D = 0.
Soit u un point de X ; soient U un voisinage de w et z1,..., 2z, des coordonnées
locales dans u tels que X soit défini dans U par z, = 0 et que, dans U, on ait
D = div(f) avec f holomorphe dans U. Par hypothése, I’ensemble des zéros de f
contient celui de z,, dans U ; le lemme A.13, appliqué a z, et f, montre alors que
~vu(f) est multiple de (z,) dans A, (V). On peut donc écrire v, (f) = yu(25)Y,
avec 1 entier > 0 et v étranger & 7, (z,) dans A,(V), puis v = ~,(2’) avec 2’
holomorphe en u; le lemme A.13, appliqué a z, et z’, montre qu’il y a des points
aussi voisins qu’on veut de u, au voisinage desquels | D| coincide avec X ; ces points
appartiennent donc & X N W. Pour que u lui-méme appartienne & X N W, il faut
et il suffit, daprés le th. A.15, qu’'on ait D,, = md et u(d) = 1; avec les notations
ci-dessus, cela implique m = r,§ = y,(z,),7 = 1; alors W coincide avec X au
voisinage de u. Cela achéve la démonstration.

D’aprés le théoréme A.15, si w est un point simple sur le support de |D| d’un
diviseur D et que D, désigne le germe déterminé par D en u, on a, soit D, > 0,
soit D, < 0; et 'entier m qui figure dans I’énoncé de ce théoréme est donné dans
le premier cas par m = p(D,) et dans le second par m = —u(—D,,). Cet entier
sera appelé la multiplicité de D en u; s’il est égal a 1, u sera dit un point simple de
D (et non pas seulement de |D|). Il est clair que Pensemble des points simples de
|D| ot D a une multiplicité donnée est ouvert sur la variété W des points simples
de |D|; il s’ensuit que la multiplicité de D a une valeur constante sur chacune des
composantes connexes de W.

Théoréme A.17. Un diviseur D sur une variété complexe V est déterminé d’une
maniére unique par son support |D| et par sa muliplicité en un point de chacune
des composantes connexes de la variété W des point simples de |D].

Soit D’ un diviseur de méme support que D. Les muliplicités de D et D’ étant
constantes sur chque composante connexe de W, elles sont égales partout si elles le
sont en un point de chacune de ces composantes. Soit u € W ; au voisinage de wu,
W sera définie par f = 0, f étant holomorphe en u et telle que m(y,(f)) =1; le
lemme A.14 et le th. A.15 montrent alors que D et D’ coincident au voisinage de u
avec div(f™), ot m est leur multiplicité commune en u; par suite, u n’appartient
pas au support du diviseur D" = D — D’. Soit W la variété des points simples
de |D"|; comme |D"| C |D], le corollaire A.16 montre que W’ NW est dense dans
W' donc aussi dans |D"| d’aprés le th. A.15; comme en vient de montrer que W
est disjoint de |D"| et a fortiori de W, il s’ensuit que |D”| est vide, d’ott D" = 0.

D’aprés le th. A.17, deux diviseurs D, D’ coincident nécessairement s’ils ont
méme support |D| = |D’| et méme multiplicité en chacun des points d’une partie
partout dense de la variété des points simples de | D|. C’est souvent sous cette forme
qu’il est le plus commode d’appliquer le th. A.17.
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A.9. Afin d’énoncer commodément le lemme suivant, convenons de désigner par
P(n), pout tout n > 0, le polycylindre défini dans C" ! par |z;| <n (1 <i <n-—1),
et par C(g), pour tout € > 0, le disque |z,| < € dans C.

Lemme A.18. Soit f un polynome de WEIERSTRASS tel que vo(f) soit irréductible
dans Ao(C") ; soit € > 0. Alors il y a ng > 0 tel que les coefficients de f soient
holomorphes dans P(ng) et que, pour tout n satisfaisant 6 0 < n < 19, l'ensemble
des points w € P(n) x C(g) ot on a m(y,(f)) = 1 soit une variété connexe plongée
dans C™, dense dans l’ensemble des zéros de f dans P(n) x C(e).

Soit m le degré de f en z,; on a m > 0 (sinon f se réduirait a 1). D’aprés le
lemme A.6, v (f) est irréductible dans K|[z,]. Posons f' = 0f/Jz, et raisonnons
comme dans la démonstration du lemme A.13; on voit ainsi qu’il y aura une fonction
¢ de z1,...,2,_1, holomorphe au voisinage de 0, et des polynomes h,h’ en z,, a
coefficients holomorphes en z1, ..., z,_1 au voisinage de 0, tels que vo(fh + f'h’ —
©) = 0 et v(p) # 0. Soit 71 > 0 tel que ¢ et les coefficients de f,h, h’ soient
holomorphes dans P(7;); on aura alors fh + f'h’ = ¢ dans P(n;) x C. En vertu
du théoréme sur la continuité des racines d’un polynome, il y aura alors un 79
satisfaisant & 0 < g < 71 et tel que le polynome f en z, ait toutes ses racines dans
C'(e) pourvu que |z;| < ng pour 1 <4 < n—1. On va montrer que 79 a la propriété
énoncée dans ce lemme.

Pour cela, soit 0 < 1 < 1ng; pour abréger, écrivons Py, P et C au lieu de
P(no), P(n) et C(g). Soient Z I'ensemble des zéros de f dans P x C, W l'ensemble
des points w de P x C ot m(y,(f)) = 1, et W’ 'ensemble des points de Z ou
@ # 0; W est I'ensemble des points simples de div(f) dans P x C et est donc une
variété de codimension 1 plongée dans P x C'; et, comme on a f’ # 0 en tout point
de W', W' est contenu dans W. On va montrer d’abord que W’ est connexe. Soit
en effet P’ I’ensemble des points de P oul ¢ # 0; il est connexe d’aprés le th. A.9.
Pour (21,...,2n—1) € P’, le polynome f en z, est étranger & f’ et a donc m racines
distinctes (3, ...,(n qui sont toutes dans C. En vertu du théoréme des fonctions
implicites, chacune des racines ¢, est une fonction holomorphe de z;,...,2,-1 en
tout point de P’ ; il s’ensuit que W', muni de sa projection sur P’, est un revétement
de P’ de degré m (c’est-a-dire « & m feuillets ») ; 8’il n’était pas connexe. ce serait
donc la réunion de deux revétement W7, W, non vides et disjoints. Supposons que
ce soit le cas; soit my le degré du revétement W7 ; et, pour chaque (21,...,2,-1)
dans P’, soient (1, ...,(m, celles des racines de f qui correspondent aux points de
W/ se projetant en ce point de P’. Posons

fi=(n—C) (20— Gma)-
(C’est un polynome en z, a coefficients holomorphes et bornés dans P’, puisque
toutes ses racines sont holomorphes et sont a valeurs dans C. Si on différentie, pour
1 < u < m, larelation f(¢,) =0, on obient

n—1
f/(CM)dCH = Z Fith
=1

ou les F; sont des polynomes en (, a coeflicients holomorphes dans F. En mul-
tipliant par h’({,), on tire de 1& pd(, = >, Gidz;, ou les G; sont encore de tels
polynomes. Il s’ensuit que, si 9 est I'un quelconque des coefficients du polynome
f1, pdip est de la forme ), H;dz;, ot les H; sont des polynomes en (i, ..., (m,, &
coefficients holomorphes dans Py ; les H; sont donc bornés dans P’. On en conclut
immédiatement que la fonction égale & ¢?1 dans P’ et a 0 sur P — P’ est continue
et dans la classe C* (c’est-a-dire & dérivées premiéres partout définies et continues)
dans P, nulle ainsi que ses dérivées premiéres en tout point de P ou ¢ = 0, et que
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sa différentielle est en tout point une combinaison linéaire des dz;. Cette fonction
est donc holomorphes dans P, et par suite v est méromorphe dans P. Mais alors
Yo(f1) est dans K|[z,] et divise 7o(f) dans K|z,], de sorte qu'on a, soit f; =1 et
my = 0, soit f{ = f et my = m, contrariment & ’hypothése que W/ et W ne
sont pas vides. Donc W’ est connexe. Comme on a W’/ C W C Z, il suffira, pour
achever la démonstration, de faire voir que W’ est dense dans Z. Pour cela, soit
a = (ay,...,a,) un point de Z; soit v,(fo) un facteur irréductible de ~,(f) dans
AL (C™), fo étant holomorphe en a. Comme f/fy est holomorphe en a, et que f est
un polynome en z,, fo satisfait en a, par rapport aux coordonnées z; — a;, aux hy-
pothéses du lemme A.2; en vertu de ce lemme, on peut donc, en remplacant v, (fo)
par un élément qui lui est associé dans A,(C"™), supposer que fj est un polynome
de WEIERSTRASS par rapport aux z; — a;. Mais alors le lemme A.4 montre que
va(p) ne peut étre multiple de v, (fo) dans A,(C"™). D’aprés le lemme A.13,il y a
donc, dans tout voisinage de a, des points ou fy = 0 et par suite f = 0, et ot ¢ # 0.

A.10. On dira qu'une famille (D,,) de diviseurs sur V est localement finie si tout
point u de V' a un voisinage U tel que ’ensemble des « pour lequels |D,,| rencontre
U soit fini. Il y a alors un diviseur D sur V qui détermine en tout point u un germe
D, somme des germes D, (u) déterminés en u par les D,, ces germes étant nuls
sauf un nombre fini d’entre eux quel que soit u; lorsqu’il en est ainsi, on écrirera

D=3, D,.

Théoréme A.19. Soit D un diviseur sur une variété complexe V., W la variété
des point simples de |D|, W, les composantes connexes de W, et m,, la multiplicité
de D aux points de W,,. Alors, pour tout «, il y a un diviseur irréductible D,, ayant
pour support ’adhérence de W, et ayant un point simple en tout point de Wy ;
et Wy, est l'ensemble des points simples de D, qui n’appartiennent & aucun |Dg|
pout B # a. La famille (D,) est localement finie; on a D = Y maD, ; et c’est
la Uexpression unique de D au moyen d’une famille localement finie de diviseurs
irréductibles distincts.

Soit u un point de V'; on pourra, dans un voisinage de u, écrire D = . n; div(f;),
les f; étant holomorphes en u et telles que les germes -, (f;) soient irréductibles et
deux & deux non associés dans A, (V). D’aprés le th. A.7, les germes 7, (f;) seront
étrangers deux a deux dans A, (V) dés que v est assez voisin de u. On peut donc
choisir un voisinage ouvert Uy de u tel que les f; y soient holomorphes, que D y
soit donnée par D = Y. n;div(f;), et que les 7,(f;) soient étrangers deux a deux
dans A, (V') pour tout v € Uy. Appliquons aux f; les lemmes A.3 et A.2(a), puis le
lemme A.18; on en conclut qu’il y a un voisinage ouvert U de u dans Uy tel que,
pour chque 4, 'ensemble W; des points w de U ot m(7,/(f;)) = 1 soit connexe et
dense dans ’ensemble Z; des zéros de f; dans U.

D’aprés le th. A.15, pour qu’un point z de U soit simple sur |D|, il faut et il suffit
qu’une seule des f; s’y annule et que v, (f;) soit associé dans A, (V) & un germe de
la forme v, (¢g™) avec m(vy.(g)) = 1, ce qui donne f; = g™h avec h holomorphe et
# 0 en z; cela implique que m(7, (f;)) est multiple de m pour tout w suffisamment
voisin de z. Comme dans ces conditions z est dans Z;.et que W, est dense dans Z;,
on doit donc avoir m = 1, z € W;, et I'entier n; n’est autre alors que la multiplicité
de D en z. Si, pour chaque 7, on désigne par g; le produit des f; pour j # i, et
par W/ lensemble des points de W ou g; # 0, on a donc montré que ensemble
W N U des points de U qui sont simples sur |D| est la réunion des W/. D’ailleurs,
d’apres le lemme A.13, appliqué a f; et g;, W/ n’est pas vide; autrement dit, g; est
holomorphe et non identiquement nul sur W; ; d’aprés le th. A.9, appliqué a W; et
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au support du diviseur div(g;) sur W;, W/ est donc connexe; de plus, d’aprés le th.
A.10, W/ est dense dans W;, donc dans Z;.

Considérons 'une W,, des composantes connexes de W ; pour chaque i, W/ est
connexe et contenue dans W et est donc, soit contenue dans W, soit disjointe de
We. Comme W NU est la réunion de celles des W/, il s’ensuit que W, N U est la
réunion de celles des W/ qui y sont contenues ; désignons celles-ci par Wy, ..., W/.
De plus, comme D a la multiplicité M, sur W, on an; = m, pour 1 < i < r. Posons
ho = f1fe -+ fr (donc en particulier h, = 1 st W,,NU est vide) et D, (U) = div(hy).
Dans U,ona D =3 maDa(U); |Da(U)| est la réunion des ensembles 71, ..., Z,
et est donc ’adhérence de W, NU ; de plus, les points de W, NU sont simples pour

D, (U).

On a ainsi démontré que V posséde un recouvrement ouvert formé d’ensembles
U dans chacun desquels on peut définir pour tout o un diviseur D, (U) ayant pour
support l'adhérence de W, N U ; et il résulte du th. A.17 que chacun des D, (U)
est déterminé d’une maniére unique par ces conditions. De plus, en vertu du méme
théoréme, si U et U’ sont deux ensembles de ce recouvrement, D, (U) et D,(U")
coincident dans UNU’. Par définition d’un diviseur, il s’ensuit qu’il y a pour tout «
un diviseur D,, sur V qui coincide avec D, (U) dans U quel que soit U, et qui a donc
pour support 'adhérence de W, et a un point simple en tout point de W,. Avec les
notations ci-dessus, le nombre de ceux des D, dont le support rencontre U est au
plus égal au nombre des f; et est donc fini. La relation D = )" mqD, résulte de
ce qui préceéde. Pour que le point u lui-méme appartienne a W, il faut et il suffit,
d’apreés ce qui précéde, qu'une seule des f; s’y annule et qu’on ait m(v,(f;)) = 1;
si W, est celle des composantes de W qui contient u, cela revient a dire, d’aprés
ce qui précéde, que u est un point simple de D, et n’appartient pas a |Dg| pour
B # a. Cela entraine en particulier que W, n’a aucun point commun avec |Dg|
pour B # «, donc que les D, sont tous distincts.

Pour faire voir que les D, sont irréductibles, on va démontrer plus généralement
ce qui suit. Soit Dy un diviseur dont le support soit I’adhérence d’une variété
connexe Wy de codimension 1 plongée dans V', et ayant la multiplicité 1 sur Wy ;
alors tout diviseur dont le support est contenu dans |Dg| est de la forme mDy avec
m entier, ce qui implique évidemment que Dy est irréductible. Soit W] la variété
des points simples de |Dy|; comme on a Wy C W}, C |Dg|, W{ est connexe. Soit D
un diviseur autre que 0 et tel que |D| C |Dg|; soit W la variété des points simples
de |D|. Le corollaire A.16, appliqué & Dy et W, montre que W N W} est dense
dans W, donc non vide, et ouvert dans W{; par suite, W/ N |D| n’est pas rare dans
W{. D’aprés le th. A.10, appliqué & D et a l'injection canonique de Wy dans V, il
s’ensuit que W/ C |D|, d’ou |D| = |Dy|. Le th. A.17 montre alors que, si m est la
multiplicité de D en un point de W{, D coincide avec mDjy.

De 1a on va déduire aussi qu’un diviseur ne peut s’exprimer de deux maniéres
distinctes au moyen de familles localement finies de diviseurs irréductibles. S’il
n’en était pas ainsi, en effet, il y aurait un diviseur irréductible Dy, une famille
localement finie (DY) de tels diviseurs deux & deux distincts et # Dy, et des entiers
mo # 0 et m) tels que moDy = > m/\ D). Les D), étant irréductibles et distincts, ils
sont nécessairement étrangers deux a deux ; le support du second membre est donc
la réunion des |Dj|, qui n’est donc autre que |Dg|. Soit Wy la variété des points
simples de |Dgl; si Wy n’était pas connexe, ou si Dy n’avait pas la multiplicité
1 sur Wy, Papplication des résultats ci-dessus a Dy ferait voir que Dy n’est pas
irréductible. Puisque |D)| est contenu dans |Dy| pour tout A, il s’ensuit donc de ce
qu’on a démontreé ci-dessus qu’on a D), = myD, pour tout A, contrairement a nos
hypotheéses.
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Corollaire A.20. Pour qu’un diviseur D sur une variété complexe V' soit irréduc-
tible, il faut et il suffit que le variété W des points simples de |D| soit connexe et
que D soit de multiplicité 1 sur W

D’aprés le th. A.17, un diviseur irréductible est donc complétement déterminé par
son support ; il sera fréquemment identifié avec celui-ci. Les diviseurs irréductibles
figurant dans 'expression d’un diviseur D au moyen de tels diviseurs (distincts)
sont souvent appelés les composants de D, et leurs coefficients s’appellent leurs
multiplicités. De 'unicité de I'expression d’un diviseur au moyen de diviseurs irré-
ductibles, on déduit les conséquences habituelles au sujet des lois de composition
inf et sup dans le groupe des diviseurs. En particulier, si D = Y m,D, est une
telle expression, on a Dt = > mI D, et D™ =>.m, D, ; et, pour que deux divi-
seurs positifs soient étrangers I'un a 'autre, il faut et il suffit qu’ils n’aient aucune
composante commune.

Corollaire A.21. Soient D, D’ deux diviseurs sans composante commune sur une
variété complexe V. Alors l'ensemble |D| N |D’| est rare sur |D| et sur |D’|.

D’aprés le th. A.19, DT 4 D™, ayant méme support que D, a par suite aussi
mémes composants. En remplacant au besoin D par DT 4 D™, et faisant de méme
pour D', on peut donc supposer que D et D’ sont positifs; d’aprés ce qui précéde,
I’hypothése revient alors a dire qu’ils sont étrangers 'un & 'autre. Supposons que
|D| N |D’| ne soit pas rare sur |D’|, c’est-a-dire qu’il y ait un point u de |D] tel que
tout point de |D| suffisamment voisin de u appartienne & |D’|. Soit U un voisinage
de w ou on ait D = div(f), D’ = div(f’) avec f, f’ holomorphes dans U ; soit g
holomorphe en u et telle que v,(g) soit I'un des facteurs irréductibles de ~,(f); le
lemme A.13, appliqué a g et f’, entraine aussitot contradiction.

Le corollaire A.21 montre par exemple que les composants d’un diviseur D sont
les diviseurs irréductibles sur V' dont le support est contenu dans celui de D.

On notera que, sur une variété compacte, une famille localement finie de diviseurs
autres que 0 est nécessairement finie; il résulte donc du th. A.19 que, sur une
telle variété, le groupe des diviseurs est le groupe libre engendré par les diviseurs
irréductibles.

A.11. Les résultats qui précédent s’appliquent en particulier aux variétés algé-
briques sur le corps des complexes (c’est-a-dire dans la géomeétrie algébrique ot on
a pris C pour « domaine universel » ). Comme d’habitude, une telle variété s’identi-
fie avec ’ensemble de ses points. Sur une telle variété, il y a lieu de considérer, d’une
part la topologie « usuelle » (obtenue, dans le cas d’une variété affine ou projective,
en munissant celle-ci de la topologie induite par la topologie usuelle de ’espace af-
fine ou projectif ambient, et dans le cas d’une variété abstraite en munissant chacun
des « représentant » de celle-ci, qui est une variété affine, de sa topologie usuelle),
et d’autre part la topologie de ZARISKI, oul les parties fermées de la variété V sont
les réunions finies de sous-variétés algébriques de V. La topologie de ZARISKI n’est
pas séparée; elle est moins fine que la topologie usuelle. Dans ce qui suit, tous les
termes topologiques devront s’entendre au sens de la topologie usuelle sauf mention
expresse du contraire.

Lemme A.22. Toute variété algébrique est connexe.
En vertu d’un lemme élémentaire de géométrie algébrique (v. A. WEIL, [13, I,

1954d, Lemme 6, p. 135]), si P et P’ sont deux points d’une variété algébrique
V,il y a un point M de V et deux courbes C,C’ sur V tels que P et M soient
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sur C, et P’ et M soit sur C'; il suffit donc de démontrer le lemme pour une
courbe C. Soit Cy une courbe sans point multiple, birationellement équivalente &
C, plongée dans un espace projectif complexe P™. Soit C; une composante connexe
de Cp; c’est une sous-variété complexe de P™ de dimension 1. Supposons que Cj
ne soit pas connexe; soit P € Cy — C7; et soit P; € Cp. D’aprés le théoréme de
RIEMANN-ROCH, il existe, pour v entier assez grand, une fonction méromorphe f
non identiquement nulle sur Cy telle que (f) = Py — vP; alors f s’annule en Py
et n’a pas d’autre pole que P sur Cj, donc n’a pas de péle sur C';. C’est donc, sur
(', une fonction partout holomorphe, nulle en P; ; il s’ensuit, par exemple en vertu
du principe du maximum, que f est partout nulle sur C7, ce qui est impossible,
puisque les zéros de f sur Cy sont en nombre fini. Par suite Cj est connexe ; d’aprés
le th. A.9, le complémentaire sur Cyy de toute partie finie de C I’est aussi; il en est
donc de méme de C, qui est image continue d’un tel complémentaire.

Sur une variété algébrique V', tout ensemble ouvert au sens de ZARISKI, c’est-a-
dire le complémentaire (supposé non vide) de toute réunion finie de sous-variétés
de V', est encore une variété algébrique, donc connexe d’aprés le lemme A.22. Il en
est ainsi, en particulier, de ’ensemble des points de V' qui sont simples sur V' au
sens de la géométrie algébrique. Pour comparer cette derniére notion & celles qui
ont été définies au §A.8 ci-dessus, nous nous appuyerons sur le lemme suivant:

Lemme A.23. Soit V' une varété algébrique ; soit k un corps de définition de V.
Alors les points génériques de V' par rapport & k sont partout denses sur V.

Rappelons qu’en vertu des conventions générales en géométrie algébrique, il est
implicitement supposé que C est de degré de transcendance infini sur k. Soit n la
dimension de V. Le résultat est immédiat si V' est un espace affine ; car, si z1,..., 2,
sont des éléments de C algébriquement indépendants sur k, il est clair que les points

(&1 +rxy,... 6 Frey)

ot les &; parcourent le corps des nombres algébriques sur Q, et r parcourt I’ensemble
des nombres rationnels # 0, forment un ensemble partout dense dans ’espace affine ;
et ces points sont de dimension n sur k. Le lemme étant purement local, on peut
d’ailleurs, & volonté, supposer V plongée dans un espace affine ou projectif. Suppo-
sons d’abord V plongée dans un espace affine et de codimension 1 dans celui-ci; V'
est alors donnée par une équation P(X) = 0, ou P est un polynome irréductible en
Xq,..., X1 acoeflicients dans k ; on peut supposer que le degré de P en X, 11 est
d # 0. Soit @ un point de V'; on a P(a) = 0. En vertu du théoréme sur la continuité
des racines des equations algébriques, il y aura, quel que soit € > 0, un § > 0 tel
que, si (x1,...,x,) satisfait & |x; — a;| < 0 pour 1 < i < n, ’équation

P((El, e ,l'n,Xn+1) = 0,

de degré d en X, ait au moins une racine z, 11 satisfaisant & |2,41 — an41] < e
Si donc on prend le point (21, ..., z,) satisfaisant a ces inégalités et de dimension n
sur k, il y aura sur V un point (x1,...,Z,+1) qui sera aussi voisin de a qu’on voudra
pourvu qu’on ait pris &, puis §, assez petits. Passons au cas général ; supposons cette
fois V plongée dans un espace projectif P*"*" et de codimension r dans celui-ci;
le résultat étant vrai pour » = 1 d’aprés ce qui précéde, on pourra procéder par
récurrence sur 7, en supposant r > 2. Soit a un point de V' ; soit u un point générique
de P™*" sur k(a) ; soit k' = k(a,u). Comme r > 2, la droite D joignant a et u n’a
aucun point commun avec V', autre que a. Soit V' la projection de V a partir de
u, c’est-a-dire I'image dans P"*"~1 du cone C projetant V a partir de u (ensemble
des droites joignant u aux points de V'), ou, ce qui revient au méme, I'intersection
de C avec un hyperplan défini sur k et ne passant pas par u. Soit @’ I'image de a
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dans V'. En vertu de I’hypothése de récurrence, il y a sur V' une suite de points
x},, tendant vers a’ et génériques sur V' par rapport a k’; chacun est image d’un
point x,, de V' qui est nécessairement générique sur V par rapport a k’. Les droites
D, joignant u aux points x, ont pour limite la droite D. L’espace projectif étant
compact, on peut extraire de la suite z,, une suite convergente ; la limite de celle-ci
est dans D NV et n’est donc autre que a. Cela achéve la démonstration.

Il résulte du lemme A.23 que, sur une variété V', tout ensemble ouvert au sens
de la topologie de ZARISKI, et non vide, est partout dense au sens de la topologie
usuelle. En particulier, I’ensemble des points de V' qui sont simples sur V' au sens
de la géométrie algébrique est dense sur V.

Lemme A.24. Soit V une varété algébrique de dimension n dans un espace affine
de dimension n+1 ; soit k un corps de définition de V ; soit a un point de V. Soient
uyi (1<v<n+1;1<i<n+r) des quantités algébriquement indépendantes sur

k(a). Soit x = (x1,...,Tnyr) un point génériqgue de V sur le corps K = k(a,u).
Posons
n+r
Yo=Y Uy 1<v<n+l
i=1

Soit W le lieuw dey = (Y1, - . -, Ynt1) sur K ; soit F' Uapplication de V sur W, définie
sur K, telle que y = F(x). Alors F est une correspondance birationelle entre V et
W ; a est l'unique spécialisation de x sur la specialisation y — F(a) par rapport a
K ; et, pour que a soit simple sur V, il faut et il suffit que le point F(a) le soit sur
w.

La démonstration de ce lemme est contenue par exemple dans celle du théoréme 5
de A. WEIL |11, Chap. V, § 3]. On notera que W n’est autre que la projection de
V' «suivant une direction générique » sur un espace de dimension n + 1 ; la derniére
assertion du lemme dit en substance que, pour que a soit simple sur V, il faut et
il suffit qu’il le soit sur le cylindre (de codimension 1 dans lespace ambiant) qui
projette V suivant une direction générique.

Théoréme A.25. Soit V une variété algébrique de dimension n, plongée dans
un espace affine ou projectif complexe. Alors ’ensemble des points simples de V' au
sens de la géométrie algébrique coincide avec l’ensemble des point de V' au voisinage
desquels V' est une sous-variété de l’espace ambiant; cet ensemble est une variété
complexe connexe, de dimension complere n, ouverte et partout dense dans V.

On a déja montré que ’ensemble des points simple de V' au sens de la géométrie
algébrique est connexe, ouvert et partout dense dans V. Ce qui reste & démontrer
étant de nature purement locale, on peut supposer que I’espace ambiant est affine.
Supposons d’abord que V' y soit de codimension 1 ; alors V est définie par une équa-
tion P(X) = 0, ou P est un polynome irréductible en Xy,..., X, 11, et n’est donc
autre que le support du diviseur D = div(P) de la fonction holomorphe définie par
P dans ’espace ambiant. Les points simples de V' au sens de la géométrie algébrique
sont ceux ou 'un au moins des polynomes 0P/0X; n’est pas nul; autrement dit,
ce sont les points simples de D. Comme ils sont partout denses dans V = |D], il
s’ensuit que D n’a que des composantes de multiplicité 1; les points simples de D
sont donc les mémes que les points simples de |D| au sens du §A.8; compte tenu
du th. A.15, cela achéve la démonstration pour le cas considéré; on notera que
D est irréductible en vertu du corollaire A.20. Supposons maintenant que 1’espace
ambiant soit de dimension n + r, avec r > 2. Soit a un point de V' ; on appliquera
aV et a le lemme A.24, qui peut s’interpréter comme suit. Aprés un changement
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« générique » de coordonnées dans ’espace affine ambiant, V' et a auront les pro-
priétés suivantes. Si on désigne par 7 la projection de ’espace ambiant sur ’espace
de dimension n + 1 déterminé par les n + 1 premiéres coordonnées, ou autrement
dit application
= (21,...,Tpyr) = 2 =7(x) = (T1,. .., Tnt1),

il y a un corps de définition K de V tel que, si x est générique sur V par rapport
a K, on ait K(z) = K(z'), et que a soit 'unique spécialisation de x, par rapport a
K, sur la spécialisation o’ = 7(a) de ' = 7(z) ; et, pour que a soit simple sur V,
il faut et il suffit que a’ le soit sur le lieu V'’ de 2’ par rapport & K. Si d’ailleurs T’
est une variété linéaire passant par a, on peut supposer qu’on a fait un changement
générique de coordonnées sur un corps contenant un corps de définition de T', ce
qui implique qu’aprés ce changement T est transversale & la variété définie par
Xl = QA1,y--- ’XnJrl = Qp+1-

Cela posé, supposons d’abord a simple sur V' au sens de la géométrie algébrique,
donc o’ simple sur V’'. Comme a est I'unique spécialisation de = sur '’ — o’ par
rapport & K, chacun des x,;, pour 2 < ¢ < r, est fini en o’ sur V’; puisque a’
est simple sur V’ et que K(z) = K(2'), chacun des x,; est donc dans Panneau de
spécialisation de o' dans K (2’), ou autrement dit peut se mettre sous la fomre

Tngi = Pi(x1,. . Tpy1)/Qi(21, ... Tpy1) (2<i<n)

ou les P;, Q; sont des polynomes & coefficients dans K tels que les @; ne s’annulent
pas en a’. Comme V' est de coedimension 1 dans ’espace ambiant, on peut lui
appliquer la conclusion de notre théoréme. Il y a donc un voisinage ouvert U’ de a’
tel que V' N U’ soit une variété complexe de dimension complexe n, plongée dans
U’ ; on peut supposer U’ assez petit pour que les (); ne s’y annulent pas. Alors, si
U = n"YU’), il est immédiat que V N U est Pensemble des points z tels que 7(z)
soit dans V' NU’ et que les 2,1, pour 2 < i < r, soient donnés par

Znti = Pi(z1, ooy 2n41)/Qi(21, -+ - Zng1)-

Donc V N U est bien une variété complexe de dimension complexe n, plongée dans
U. Réciproquement, supposons que V' soit, au voisinage de a, une sous-variété de
I’espace ambiant, de dimension complexe d, et montrons que d = n et que a est
simple sur V' au sens de la géométrie algébrique. Soit en effet T' la variété linéaire
tangente & V en a aus sens de la géométrie différentielle ; on peut, comme on a vu,
supposer que T est transversale a la variété X, = a1,..., Xn41 = apn+1. Si, dans ces
conditions, on avait d > n+ 1, il ’ensuivrait que V' contiendrait un voisinage de a’
dans Pespace de dimension n + 1, ce qui est impossible puisqu’on a vu que V' est
le support d’un diviseur, donc rare. Comme a est 'unique spécialisation de = sur
2’ + a' par rapport & K, chacun des z,4;, pour 2 < i < r, est entier sur anneau
de spécialisation de o’ dans K (z'), ou autrement dit satisfait & une équation

m;
Qi(xh cee ,l‘n+1)£:ﬁri + Z Pw(a;‘l, ces ,$n+1)$;n+ii_u =0
p=1
ou les coefficients @Q); et P;,, sont des polynomes & coeflicients dans K, tels que les Q;
ne s’annulent pas en a’. Soit U’ un voisinage compact de a’ ou les @; ne s’annulent
pas; il y aura un § > 0 tel que |Q;(2’)| > & quel que soit 2’ € U’ pour 2 < i < r.
Alors, si 2/ € V' NU’, les x,4; sont entiers sur 'anneau de spécialisation de 2z’
dans K ('), c’est-a-dire que toute spécialisation z,,1; de x,1; sur ' — 2’ est finie;
de plus, en vertu des relations ci-dessus, il y a M > 0 tel que, pour chacune des
spécialisations, on ait |z,4,] < M. Par suite, si U désigne ’ensemble des points ¢
tels que 7(t) € U', [tn+i] < M pour 2 < i <r, V' NU’ est 'image de V NU par
. Comme d’ailleurs a est I'unique spécialisation de = sur ' — o/, donc 'unique
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point de V qui se projette en a’ par 7, on conclut aisément de 1a que, si U; est un
voisinage quelconque de a, V' coincide avec w(V NU;) au voisinage de a’. Mais les
hypotheéses faites sur V' et T entrainent que, pour Uy assez petit, 7(V NU;p) est une
variété complexe de dimension d plongée dans I’espace ambiant ; comme V' est de
codimension 1 dans celui-ci, il s’ensuit, d’aprés ce qu’on a démontré dans ce cas,
que d = n et que a’ est simple sur V'. Donc a est simple sur V.

Le théoréme A.25, une fois démontré pour les variétés affines, s’étend immédia-
tement aux variétés plongées dans une variété quelconque sans point multiple. Plus
généralement, on a le résultat suivant:

Théoréme A.26. Soit F' un ensemble algébrique fermé sur une variété W sans
point multiple ; soit a un point de F', Pour que F soit une sous-variété compleze de
la variété complere W au voisinage de a, il faut et il suffit que a appartienne a une
composante et o une seule de F' et soit simple sur celle-ci.

Le fait que W peut étre considérée comme variété complexe résulte du th. A.25,
joint & I’hypothése que W est sans point multiple. L’assertion sur F' étant pure-
ment locale, on peut supposer W plongée dans I’espace affine, puis raisonner sur F’
considéré comme plongé dans cet espace. Le seul point que reste a démontrer est
que, si F' est une sous-variété de cet espace au voisinage de a, a ne peut appartenir
a plus d’une composante de F. Soient Vi,...,V} celles des composantes de F' qui
passent par a. Pour chaque 7, ’ensemble des points simples de V; qui n’appartiennet
a aucune de V; pour j # ¢ est un ouvert de ZARISKI sur V;, donc dense sur V; ; si n;
est la dimension de V;, il y a donc dans tout voisinage de a des points au voisinage
desquels F' est une variété de dimension n;. Si donc F' est une variété au voisinage
de a lui-méme, tous les n; doivent avoir une méme valeur n. Si ’espace ambiant est
de dimension n + 1, les V;, d’aprés la démonstration du th. A.25, sont supports de
diviseurs irréductibles D; dans cet espace, d’ou la conclusion d’aprés le th. A.19. Si
I’espace ambiant est de dimension n + r avec r > 2, on procédera par application
du lemme A.24 comme dans la démonstration du th. A.25. Les notations étant les
mémes que dans celle-ci, soient V; les variétés définies a partir des V; comme V'
lest & partir de V' dans cette démonstration; en vertu de résultats élémentaires
de géomeétrie algébrique, les V/ ne sont autres que les adhérences des ensembles
7(V;). D’aprés ce qu’on a vu, les V; coincideront respectivement, au voisinages de
a’, avec les ensembles 7(V; NU;), quel que soit le voisinage U; de a. Par hypothése,
la réunion des V; est, au voisinage de a, une variété complexe de dimension n, dont
la variété linéaire tangente T' (au sens différentiel) est transvaersale a la variété
X; =ay,...,Xnt1 = Gnt1. On en conclut qu’il en est de méme de la réunion des
V! au voisinage de a’, donc, d’aprés ce qu’on a déja démontré, que les V' coincident
les unes avec les autres. Cela revient & dire que toute variété linéaire de dimension
r — 1 qui rencontre I'une des V; rencontre les autres; en vertu d’un raisonnement
élémentaire bien connu (qui est a la base de 'emploi des « coordonnées de CHOW »
en géométrie algébrique), cela entraine que les V;, elles-mémes coincident. Comme
elles sont distinctes par définition, il ne peut donc y en avoir plus d’une.

ANNEXE B. INDEX DES NOTATIONS

B.1. Notations générales. On s’est conformé en principe a 'usage de BOURBAKI.
On particulier, Q, R, C désignent les corps des rationnels, des réels, des complexes,
respectivement. Si K est un corps, K* est le groupe multiplicatif des éléments # 0
de K ; E est le sous-groupe de C* formé des nombres complexes de valeur absolu
1; on pose e(t) = ™. Si A est un anneau, 'extension de A par Q se note Aq. On

Th. 9
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note )\ E l'algébre extérieure d’un espace vectoriel E, A" E l'espace vectoriel des
éléments de degré p dans cette algébre, A la loi de composition dans celle-ci; dans
Palgebre de cohomologie d’une variété (a coefficients réels ou complexe) A désigne
le « cup-product ». On note [X, Y] le « crochet de LIE » pour les endomorphismes
d’un espace vectoriel, ou autrement dit ’endomorphisme XY —Y X. Dans un groupe
ordonné, la relation d’ordre est généralement écrite > ; pour un groupe réticulé, on
emploie inf, sup, zT, 2z~ avec leur sens habituel.

Voir aussi I'index pour d’autre symbols.
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