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Préface

Le séminaire de géométrie algébrique d’Orsay de ’année scolaire 1969 /70 eut
lieu tous les mercredi de 14:00 & 16:00 au département de Mathématiques de 1'uni-
versité Paris-Sud, Orsay, batiment 425. Les organisateurs du séminaire furent Michel
DEMAZURE, Jean GIRAUD, Jean-Louis VERDIER et Michel RAYNAUD. Les thémes
choisis comprenaient

— « foncteurs représentables, présentation finie », dirigé par DEMAZURE

— « topologies, faisceaux, descente », dirigé par GIRAUD

— « pro-représentabilité », dirigé par VERDIER

— « schémas formels, théoréme de comparaison », dirigé par RAYNAUD

Un tirage provisoire des notes fut diffusé pendant ’année scolaire, pour long-
temps étant resté inédits. Finalement, une numérisation de ces notes est apparu en
ligne a la bibliothéque mathématique Jacques HADAMARD https://bibliotheque.
math.u-psud.fr/. Malheureusement, les deux versions disponibles en ligne sont
d’un état déplorable: des pages manquantes, des passages illisibles, a part du fait
que le tirage primitif n’est surtout pas rectifié.

Une rédaction d’ensemble et transcription en TEX me semblait donc souhai-
table. J’ai corrigé des négligences partout, uniformisé les notations et ajouté des
références bibliographiques ¢a et 1a. Rarement, j’ai omis une démonstration s’il y
a un raisonnement identique dans la littérature. Aux exposés oraux correspondent
des chapitres ci-dessous, a Uexception des exposés 2 et 3 (chapitre 2), étant rédigés
ensemble dans le tirage primitif.

Voici la liste des auteurs originaux des exposés:
— 1 «Foncteurs représentablesy par MBOGLE-TCHECK

— 2 «Présentation finie» par J. C. SAUT, P. BILLOT, rédigé par M. BLONDEAU
— 4 «Topologies et Faisceaux» par P. GALLOU

— 5 «Descente fidélement plate quasi-compacte» par M¢¢ MARTIN

— 6 «Descente fpqc des schémas» par Ch. DELORME

— 7 «Pro-représentabilité» par M. ROUBAUD

— 8 «Schémas formels» par Jean-Francois BouToT

— 9 «Théoréme de comparaison» par H. COHEN

— 10 «Théoréme d’existence» par Arnaud BEAUVILLE
Une bonne partie des matériaux traité par GIRAUD fut publié autrefois [17],

soulignant en particulier la motivation des notions introduites. Un guide sur la
cohomologie des faisceaux — inclus dans [4] et ne correspondant & aucun exposé
oral — a été préparé [18] lors de la retranscription en TEX du cours de GIRAUD [6].

Berlin, 1°" janvier 2015
(© 2014-2015 Berndt E. Schwerdtfeger v1.0, 6 janvier 2015
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Chapitre 1

Foncteurs représentables

1. Catégories de foncteurs

A toute (petite) catégorie C, on associe une catégorie C ainsi définie :
(1) les objets de C sont les foncteurs contravariants de C dans la catégorie Ens
des (petits) ensembles,
(2) les morphismes de l'objet X de C dans l'objet Y de C sont les morphismes
fonctoriels de X dans Y, que 'on compose de maniére évidente.
Soit X un objet fixé de C. Pour tout objet T' de C (resp. toute fleche ¢ : T — T”
de C), on pose
X(T) = Home (T, X) X (¢) : Home (T', X) — Home (T, X)
Ypr—1pog
Alors T +— X(T),¢ — X(¢) est un élément de C, que I'on note hx (et que 'on
notera simplement X dés qu’on aura justifié cet abus).

Sif:X —Y est une fleche de C, on note hy le morphisme fonctorielle de hx
dans hy défini de la maniére suivante : pour tout T' € C, hy(T) envoie I’élément o
de X(T) = Home(T, X) vers 'élément f o1 de Y(T) = Home(T,Y). On a ainsi
défini un foncteur covariant

h:C—C
LEMME 1.1 (lemme de YONEDA). Si X € C et F € C Uapplication
v : Homg(hx, F) — F(X) telle que

Y(u) = u(X)(idx)

est bijective.

DEMONSTRATION. En effet, définissons une application 6 : FI(X) — Homg(hx, F);
si £ € F(X), alors §(§) est le morphisme fonctoriel qui associe a chaque T € C lap-
plication ¢ — F(¢)(§) de X(T) dans F(T). Il est clair que y(6(¢)) = F(idx)(§) =
idpx)(§) = &, donc y o = id; inversement, si u : hxy — I est un morphisme
fonctoriel, si T € C et si ¢ € X(T), le diagramme commutatif

X(X) = Home(X, X) L F(x)

XW)J« lnw
w(T)
X(T) = Home (T, X) —— F(T)

montre que (5(7 U ) F(v) (’Y(U)) = F(w)(U(X)(ZdX)) =
u(T) (X () (idx) )z ’(/J donc que § oy = id. O

En particulier, prenons F' = hy, ot Y € C; si £ € F(X) = Home(X,Y) et
e X(T),onad&)(y)=F)(&) =Eop = he(), donc §(§) = he. On en conclut
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2 1. FONCTEURS REPRESENTABLES

PRroOPOSITION 1.2. Le foncteur h: C — C est pleinement fidéle : si X, Y € C,
Uapplication canonique f +— hy de Home(X,Y) dans Homg(hx, hy) est bijective.

2. Foncteurs au-dessus d’un objet

Dans ce §, on fixe un foncteur F' € C. On note C /F la catégorie suivante :
(1) les objets de C/F sont les couples (X,€) ou X € C et £ € F(X),

(2) les morphismes de l'objet (X, &) dans 'objet (Y,n) sont les éléments ¢ de
Home(X,Y) tels que F(¢)(n) =&,

(3) la composition des morphismes de C/F est induite par la composition des
morphismes de C.

On note i le foncteur C/F — C qui associe X a (X, &) et ¢ & ¢ avec les notation
précédentes.

EXEMPLE 2.1. Supposons que F soit un foncteur final, c’est-a-dire que le
nombre card FI(X) = 1 pour tout X € C. Alors ip : C/F — C est un isomorphisme
de catégories.

EXEMPLE 2.2. Supposons plus généralement que card F(X) < 1 pour X € C;
alors ip : C/F — C induit un isomorphisme de C/F sur la sour-catégorie pleine C'
de C formée des S € C tels que F(S) # @.

EXEMPLE 2.3. Si F = hg, ou S € C, la catégorie C/F que l'on note aussi C/S
est la catégorie des objets de C au-dessus de S, dont les objets sont les fleches de C
de but S et les morphismes les triangles commutatifs.

Soit f : G —s F un morphisme de C, i.c. un élément de C/F. On note az(f)
lélément de C/F tel que

ar(f)(X,€) = f(X)71(€) c G(X)
pour (X,&) € C/F et que ap(f)(¢) soit induit par f(¢) pour toute fleche ¢ de C/F.

De méme, pour tout morphisme
h Il
F

de 5/F, on note ap(h) le morphisme fonctoriel ap(f) — ar(f’) tel que ap(h)(X,§)
soit induit par h(X) pour tout X € C.

G

PROPOSITION 2.4. Le foncteur ap : C/F — C/F est une équivalence de
catégories.

DEMONSTRATION. En effet, on construit un foncteur quasi-inverse 8g : C/F —

CA/F en associant & tout foncteur A € C//—F’ la fléche f: G — F de C telle que pour
X € C, G(X) soit la somme disjointe des A(X,€) pour £ parcourant F(X) et
f(X): G(X) — F(X) la projection évidente. O

EXEMPLE 2.5. Soient f : G — F et h : F/ — F des morphismes de C.
Posons G' =G xg F'; pour X € C, on a donc

G'(X) ={(u,v) € G(X) x F/(X) | f(X)(u) = h(X)(v)}
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Calculons ap/(f') o ' : G' — F’ est la projection canonique. Si (X,¢&') € C/F’,
on a

ap (f)(X,€) = f(X)7HE) = F(X)TH X)) = ar(f)(X,€)

ot & =h(X)(¢) € F(X). On a donc ap/(f') = ap(f)oz ot i:C/F — C/F est
le foncteur (X,&') — (X,€).

3. Foncteurs représentables

A partir de maintenant, on identifie C G une sous-catégorie de C grdce a h. On
note donc X le foncteur hx. De méme on identifie F'(X) et Homz(X, F) grace au
lemme de YONEDA.

Remarquons que les foncteurs ap sont compatibles avec les identifications
C/F C C/F et C/F C C/F. Dans la suite, pour simplifier I’écriture, nous res-

treindrons ’étude des catégories C/H au cas ou H € C. Le cas général H € C est
identique, modulo les modifications d’écriture évidentes.

Soit donc S € C. On dit qu'un foncteur F € C//\S est représentable §’il est

isomorphe & un objet de C/S C C/S. Plus précisément, un représentant de F est
un couple (X — S,€), on X — S est un objet de C/S et on £ € F(X), (on écrit
F(X) pour F(X — 95)), tel que le morphisme fonctoriel u : hx_,s — F tel que
v(u) = € (lemme de YONEDA) soit un isomorphisme, c’est-a-dire que la condition
suivante soit satisfaite :

(U) Pour tout objet T'— S de C/S et tout a € F(T), il existe un S-morphisme
f:T — X unique tel que a = F(f)(§).

Si (X — S,€) et (X' — S,¢) sont deux représentants de F, il résulte de (U)
qu’il existe un unique S-morphisme ¢ : X — X' tel que F(¢)(¢') = £ et que ¢ est
un isomorphisme.

Plus généralement, si (X — S,&) représente le foncteur F et (Y — S,n) le
foncteur G, et si u : F — G est un morphisme de foncteurs, il existe un unique
S-morphisme ¢ : X — Y tel que G(¢)(n) = w(X)(§); pour tout objet T — S de
C/S, et tout o € F(T), les S-morphismes uniques f : T — X et g : T — Y tels
que o = F(f)(§) et u(T)(a) = G(g)(n) sont tels que g = ¢ o f. On dit alors que ¢
représente le morphisme u.

EXEMPLE 3.1. Prenons C la catégorie opposée a celle des anneauz, pour S un
anneau A, pour F le foncteur B — Homp_mea(M, B) ot M est un A-module. Ce
foncteur est représentable : il existe un anneau S (M), un homomorphisme A —
Sa(M) et une application A-linéaire § : M — S (M) tels que : pour tout anneau
B, f > fo¢ est une bijection de Homa_q14(Sa(M), B) sur Homa_meq(M, B). On
dit que la A-algebre S4(M) (muni de &) est I’algébre symétrique de M.

EXEMPLE 3.2. Prenons pour C la catégorie Sch des schémas. Soit S € C et soit
& un Og-Module quasi-cohérent. On définit F' : Sch/S — Ens par

F(p:T — S)=Homo, (€ ®og Or,0r) ~ Home (&, p«(O7))

Ce foncteur est représentable : il existe un S-schéma X = V(€) et un O x-morphisme
£:E®ogs Ox — Ox tels que, pour tout S-schéma T et tout ¢ : € oy Or — Or,
il existe un S-morphisme f : T — V (&), unique, tel que ¢ provienne de & grace a
f. On appelle V(&) le fibré vectoriel associé a E. Par exemple, si S = Spec A et
&= M, on peut prendre X = V(&) = SpecS4(M).
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EXEMPLE 3.3. Soient S et & comme ci-dessus. On définit un foncteur G par
G(T — 8) ={F C E®og Or | sous-modules tels que (€ ®og Or)/F soit inversible}

Alors G est représentable par un couple (P(&),Fo) ou P(E) est un S-schéma et
Fo € G(P(E)). On appelle P(E) le fibré projectif associ¢ a €. On pose Op(g)(1) =
(€ ®os Op(e))/Fo et on a un épimorphisme canonique

€ ®os Ope) — Op(e)(1)

Soit & un autre Og-Module quasi-cohérent, posons " = E®o, &, et soient G’
et G les foncteurs défini par & et ”. On a un morphisme canonique de C/S
u:GxG =G
pour chaque T — S, u(T) est le morphisme
G(T) x G'(T) — G"(T)
qui associe 4 F C E®oq Or et F' C &' ®p, Or le sous-module

F' = (E®og Or) Ro, F + F R0, (& ®ogy Or) C " ®og Or. Ce morphisme est
représenté par le morphisme de SEGRE

P(&) xs P(&) — P(E ®p, &)
qui est une immersion fermée.
EXEMPLE 3.4. Soit P une « propriété éventuelle » d’un objet de C/S telle que
(%) si Homg(T",T) # @, alors P(T) = P(T")

On définit un foncteur H € C//TSV par
H(T) =@ st P(T) est faux,
H(T)= {2} si P(T) est vrai ;
st f € Homg(T',T), H(f) est l'unique application de H(T) dans H(T'). Dire que
le foncteur H est représentable revient & dire : il existe un objet X — S de C/S
tel que P(X) soit vrai et que
card Homg(T, X) =0 <= P(T) est faux
cardHomg(T, X) =1 < P(T) est vrai.
Autrement dit, X — S est un monomorphisme, et P(T) est vrai si et seulement

siT —> S se factorise par X. On dit parfois que H est le foncteur qui rend la
propriété vraie, ou que X est l’objet de C/S qui rend la propriété P vraie.

Donnons un exemple. On prend C = Sch et pour P la propriété « Z xg T est
plate sur T » ou Z est un S-schéma fixé; on verra dans la suite que le foncteur
correspondant est bien représentable, pourvu que Z soit propre et de présentation
finie sur S.

4. Morphisme représentables

Soit d’abord S € C et soit f: FF — S un objet de CA/S Il revient au méme de
dire que F est représentable (comme foncteur sur C = C/final) ou que ap(f) € C/S
lest.

Prenons plus généralement un morphisme u : FF — G de C. On dit que u est
représentable s'il satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

(1) Pour tout objet S de C et tout morphisme S — G le produit fibré F xg S
est représentable.
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(2) Pour tout objet S de C et tout n € G(S) le foncteur
T {(1,6) | € F(T),€: T — 8,G(€)(n) = u(T)(x)}

sur C est représentable.

(3) Pour tout objet S de C et tout n € G(S), le foncteur
Fyi(6:T > 8) s {w € F(T) | G(E)(n) = u(T)(2)}
sur C/S est représentable.
On a trivialement :

PROPOSITION 4.1. Supposons que la catégorie C posséde des produits fibrés et

que G soit représentable. Pour que u: F — G soit représentable, il faut et il suffit
que F le soit.

Soit M un ensemble de morphismes de C tel que pour tout carré cartésien

T——S

}’Hi’

de C o u € M, alors u’ € M.

On dit que le morphisme v : FF — G de C est représentable par éléments de
M il est représentable et si, dans la situation de (3), le morphisme X — S qui
représente F), est un élément de M. Si u est un morphisme de C, il est clair qu’il
est représentable par éléments de M si et seulement si il appartient a M.

Comme exemple, prenons C = Sch/S, soient € et F deux Og-Modules quasi-
cohérents, et considérons les deux foncteurs F et G tels que

F(T> = HomOT (8 ®os OT7:}~®OS OT)

et G(T) soit le sous-ensemble de F(T') formé des épimorphismes. Alors l'injection
canonique G — F est repésentable par immersions ouvertes : pour tout T — S et
tout n € F(T) = Homp, (€ ®os Or,F ®os Or), le foncteur F,, : (Sch/S)° — Ens
est défini par la propriété P suivante : on a P(U) si et seulement si nr X idy est un
épimorphisme. Il résulte alors facilement du lemme de NAKAYAMA que F}, est un
sous-schéma ouvert de T'.






Chapitre 2

Présentation finie

1. Algébres et morphismes de présentation finie

DEFINITION 1.1. Une A-algébre B est dite de présentation finie si elle est
isomorphe au quotient d’une algébre de polynomes A[Xq,...,, X,] par un idéal de
type fini de A[Xq,...,, X,].

REMARQUE. Sil’anneau A est noethérien, une A-algébre B est de présentation
finie si et seulement si elle est de type fini (EGA [11, 07, 6.3.5]).

Si B est une A-algébre de présentation finie, et C' une B-algébre de présentation
finie, alors C est une A-algébre de présentation finie (EGA loc.cit.).

Sif € A, la A-algébre Ay est de présentation finie puisque Ay ~ A[T]/(fT—1).

LEMME 1.2 (EGA [11, 0y, 6.3.13]). Soit (An)acr un systéme inductif filtrant
d’anneaux, de limite inductive A. Si B est une A-algébre de présentation finie,
il existe un indice o et une A,-algébre de présentation finie B, telle que B soit
isomorphe & B, ®4,, A.

DEMONSTRATION. Par définition, B est isomorphe a un quotient A[X7, ..., X,]/qa,
ou a est de type fini. Soit Py, ..., P. un systéme de générateurs de a. L étant fil-
trant, il existe a tel que 'image de A, par application canonique ¢, : A, — A
contienne tous les coefficients des P;. Il existe donc des polynémes @Q1,...,Q, de
An[Xq, ..., X,] tels que ¢, (Q;) = Pi, 1 < i < r. Soit a, l'idéal de A,[X1,..., X,
engendré par les @Q;. Alors a est image de a, ®4, A dans A[Xy,...,X,] =
Aa[X1,. .., Xn] ®a, A. 1l suffit de poser B, = An[X1, ..., Xn]/0q. O

EXEMPLE 1.3. Soit A un anneau. A est limite inductive filtrante de ses sous-
anneaux de type fini, c’est-a-dire de ses sous-Z-algébres de type fini. On voit donc
que B est de présentation finie sur A si et seulement s’il existe un sous-anneau Ay
de type fini de A et une Ag-algebre de type fini By telle que B ~ By ®4, A.

LEMME 1.4. Sip: B — C est un homomorphisme surjectif de A-algébres de
présentation finie, alors Ker ¢ est un idéal de type fini de B.

DEMONSTRATION. D’aprés 'exemple 1.3 il existe un sous-anneau de type fini
Ag de A et une Ap-algebre de type fini Cj telle que C = Cy® 4, A. Soit p la projection
canonique de A[Xq,...,X,] sur B = A[X1,...,X,]/a. On peut choisir Ay assez
grand pour qu’il existe des & € Cpy tels que & ®4, 1 = @(p(X;)). Soit n1,...,7s
un systéme de générateurs de Cy sur Ag. On a alors des relations polynomiales
N = Qi ({1 ®a, 1,...,6n ®4a, 1) & coefficients dans A, et on peut encore prendre
A assez grand pour que 1; = Q;(&1,...,&,) de sorte que les & engendront Cp.

De méme, si Py, ..., P, engendront I'idéal a, on a Py(&1,...,&,) = 0 pour Ay assez
grand.

L’homomorphisme de A¢[X7, ..., X,] dans Cy qui envoie X; sur &; se factorise
alors a travers un homomorphisme ¢y de By = A[X3,..., X,]/(P1,..., P.) sur Cp.

7



8 2. PRESENTATION FINIE

On a alors ¢ = ¢ ®4, 14 et Ker g est I'image de Ker py ®4, A dans B, donc est
de type fini. O

LEMME 1.5. Soit B une A-algébre et (f;); une famille finie d’éléments de B
tels que la famille (D(f;)); recouvre Spec B (de sorte que 1 = Y . x;f;, ©; € B).
Si By, est une A-algébre de présentation finie sur A pour tout i, alors B est de
présentation finie sur A.

DEMONSTRATION. Faisons parcourir a By les sous A-algébres de type fini de
B contenant les f; et les z;. On a donc B = lim By et By, = @Boﬁ et on peut
remarquer que pour By assez grand on a Byy, = By, ; les By, étant de type fini sur

A. Dou :
HBOfi = HBfi = H(B ®p, Boy,) = B ®5, HBOfi

Puisque [[ Boy, est fidélement plat sur By ([2, II, § 5,n° 1, prop. 3]), on en déduit
que B = By; B est donc de la forme A[X7,...,X,]/a.

Soient @);, P; des représentants de z;, f; dans A[X1,...,X,] et soit a’ I'idéal
engendré par 1 — > Q;P;. Alors (A[X1,...,X,]/a")p, est de présentation finie sur
A. D’aprés lemme (1.4), le noyau (a/a’)p, de I'application (A[X7,...,X,]/d")p, —
By, est de type fini. Donc a/a’ est de type fini (|2, II, § 5,n° 1, cor. de la prop. 3]),
ainsi que a. O

DEFINITION 1.6. Un morphisme de schémas f : Y — X est dit localement de
présentation finie si, pour tout y € Y, il existe des ouverts affines V CY etU C X
tels que y €V, f(y) € U, f(V) CU et que T'(V,Oy) soit une T'(U, Ox)-algébre de

présentation finie.

Rappels : Un morphisme de schémas f : Y — X est dit quasi-compact si
I'image réciproque f~(U) d'un ouvert quasi-compact de X est quasi-compacte.

Un morphisme de schémas g : ¥ — X est dit quasi-séparé si le morphisme
diagonale Ay : Y — Y xx Y est quasi-compact.

Les deux notions c-dessus sont stable par changement de base.

Un schéma X est dit quasi-séparé si le morphisme canonique X — Spec Z est
quasi-séparé. Il revient au méme de dire que l'intersection de deux ouverts quasi-
compacts de X est quasi-compacte (il suffit d’ailleurs de vérifier cette propriété pour
un recouvrement de X formé d’ouverts quasi-compacts). Si Y est quasi-séparé, tout
morphisme Y — X est quasi-séparé car la propriété de quasi-séparation est stable
par composition et si g o f est quasi-séparé alors f est quasi-séparé.

DEFINITION 1.7. Un morphisme de schémas f:Y — X est dit de présenta-
tion finie s%l est localement de présentation finie, quasi-compact et quasi-séparé.

ProprosSITION 1.8 (EGA [11, 1, 6.2.9]). Soit ¢ : A — B un morphisme d’an-
neaux. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) B est une A-algebre de présentation finie.
(2) Le morphisme f = Spec ¢ : Spec B — Spec A est localement de présentation

finie.
(3) Specy est de présentation finie.
DEMONSTRATION. (1) = (2) trivialement.

(2) < (3) puisque Spec ¢ est quasi-compact et quasi-séparé.
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(3) = (1): Posons Y = Spec B, X = Spec A. Si y € Y il existe des ouverts
affines V= Spec B’ de Y et U = Spec A’ de X telsquey €V, f(y) e U, f(V) CU
et B’ soit une A’-algebre de présentation finie. Il existe s € A tel que f(y) € X, C U.

On a alors T'(f~1(X,) NV, 0y) = I'(Vis), Oy) =T(V, Oy ) sy = B;(S).

I'(Vs(s), Oy) est donc de présentation finie sur I'(U, Ox )s = Ay, donc aussi sur
A. Quitte & remplacer V par V), on peut donc supposer que U = X. Dans ce
cas il existe t € B tel que y € Y; C V; on a alors I'(Y;, Oy ) = B, et B; est une
A-algébre de présentation finie. En recouvrant Y par un nombre fini de tels Y; on

conclut avec le lemme 1.5. O

COROLLAIRE 1.9. Soient f : Y — X un morphisme de schémas localement
de présentation finie, V' et U’ des ouverts affines de Y et X tels que f(V') C U’.
Alors T(V',0y) est une T(U’, Ox)-algébre de présentation finie.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.8, il suffit de montrer que le mor-
phisme [’ : V' — U’ induit par f est localement de présentation fini. Soit y € V'
et soient V' et U choisis comme dans la définition 1.6. Il existe s € I'(U, Ox) tel que
fly) eU, cUNU.T(f1(Us)NV,0y) = T(V,Oy), est donc de présentation finie
sur I'(Us, Ox).

Il existe t € T(V, Oy ) tel que y € V; C f~Y({U,) NV NV

Puisque T'(V;, Oy) = T'(V, Oy )st, T'(V4, Oy ) est de présentation finie sur T'(Us, O x)
et on a bien f(y) € Us C U’ et f(V}) C Us. O

COROLLAIRE 1.10. Un morphisme de schémas f : Y — X est de présentation
fini si et seulement si X et Y peuvent étre recouverts par des ouverts affines X; et
Yi; tels que :

(1) Pour i fixé, les Y;; soient en nombre fini et recouvrent f~1(X;)

(2) Pour tout triplet (i,7,k), Yi; N Y soit quasi-compact

(8) Pour tout couple (3,7), T'(Yij, Oy) soit une I'(X;, Ox)-algebre de présenta-

tion finie.

DEMONSTRATION. Cela résulte du corollaire 1.9 et des définitions. O

ProprosITION 1.11. Soient X, Y deuz schémas, j : Y — X une immersion,
U un ouvert de X tel que j(Y) soit fermé dans U, J l’idéal quasi-cohérent de Oy
définit pour le sous-schéma fermé de X associ€ ¢ j. Pour que j soit localement de
présentation finie, il faut et il suffit que I soit un Oy -Module de type fini.

DEMONSTRATION. Résulte du lemme 1.4. O

PropoOSITION 1.12.

(1) Le composé de deux morphismes localement de présentation finie (resp. pré-
sentation finie) est localement de présentation finie (resp. présentation fi-
nie).

(2) Considérons le diagramme :

Y <V xx Y’

1

X<g—Y’

Si f est localement de présentation finie (resp. de présentation finie) alors
fy+ est localement de présentation finie (resp. de présentation finie).



10 2. PRESENTATION FINIE

(8) Si fog et f sont localement de présentation finie (resp. si f o g est de
présentation finie et si f est quasi-séparé et localement de présentation finie)
alors g est localement de présentation finie (resp. de présentation finie).

DEMONSTRATION. (2) résulte des définitions 1.6 et 1.7 et de ce que les notions
de morphismes quasi-compacts et quasi-séparés sont stable par changement de base.

(1) résulte du corollaire 1.9 et de la stabilité des morphismes quasi-compacts
et quasi-séparés par composition.

(3) : Montrons par exemple le cas des morphismes de présentation finie.
Soit f:Y — X et g: Z — Y et considérons le diagramme :
Z
fogJ/ X
X<~—Y
f

ce que nous complétons par le changement de base de f o g par f :

oy = (1z,9)x est la section canonique; alors g = (fog)y oy. Comme (fog)y est
de présentation finie par (2), il suffit d’aprés (1) de montrer que v est de présentation
finie.

Or le diagramme suivant est cartésien :

7o 7ZxxY

|

Y —=Y xxY
Ag

et il suffit de montrer que A est de présentation finie. Ay est quasi-séparé (puisque
¢’est un monomorphisme), et quasi-compact (par hypothése que f est quasi-séparé),
il reste a voir que Ay est localement de présentation finie.

On se rameéne pour cela au cas affine : A =T'(X,0x), B =T(Y,0y). Il s’agit
alors de montrer que le noyau 0 de la multiplication B ®4 B — B est de type fini.
C’est vrai, car si by,...,b, est un systéme de générateurs de B sur A, alors 0 est
engendré par lesb; ® 1 —1®by,...,0, 1 —-1®b, O

2. Passage a la limite inductive dans les anneaux

2.1. Introduction. On se donne un ensemble I, préordonné filtrant croissant,
possédant un plus petit élément a; (Ax, ¢ux)rer un systéme inductif d’anneaux de
limite inductif A, et un A,-schéma X,. Posons pour tout A € I, X = X, ®4,_, Ax
et X =X, ®a4, A.

Il est clair que les schémas X forment un systéme projectif et on verra que X
est une limite projective de ce systéme dans la catégorie des schémas.
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On cherche des conditions sur les Ay et sur X, pour obtenir des énoncés du
genre : Pour que X posséde une propriété P il faut et il suffit qu’il existe A € T tel
que pour tout > A, X, ait la propriété P.

EXEMPLE 2.1. Soit f : X —> Spec A un morphisme de schémas; soit p €
Spec A. Supposons que f~(Spec Ap) = Z ait une certaine propriété P. On sait que
Ap = hglseAfp Ay et on verra que sur les spectres ceci correspond a l’isomorphisme
Spec A, ~ @UQ, U, parcourant ’ensemble des voisinages ouverts de p. On pose
Xo = f7HUL). 1l est clair que Z = @Xa et que les X, forment un systéme
projectif du type décrit plus haut.

Si Z wérifie P on pourra trouwver un voisinage f~ (U,) de la fibre de p qui

vérifie P.

Si par exemple on prend A =17 et p =0, chaque U, peut s’interpréter comme
le complémentaire d’un ensemble fini de nombres premiers. Si on connait une pro-
priété de la fibre générique (i.e. d’un Q-schéma) on pourra en déduire la méme
propriété pour les fibres sur presque tous les nombres premiers p.

EXEMPLE 2.2. Si on part d’une situation géométrique au-dessus d’un corps K,
on considére K comme extension d’un corps k (par exemple son corps premier) et
on écrit K = @ki, k; parcourant l’ensemble des sous K -extension de type fini de
k. On peut ainst se ramener au cas d’un corps, extension de type fini de k.

EXEMPLE 2.3. Si .S = Spec A, on considérera A comme limite inductive de ses
sous-anneaur, qui sont des Z-algébres de type fini, et on pourra ainsi se ramener
a des situations au-dessus du spectre d’une telle algébre (et éliminer les hypotheses
noethériennes dans des théorémes du type « propriétés topologiques des morphismes
plats » ).

2.2. Systémes inductifs d’anneaux. Soit (Ay,,) un systéme inductif fil-
trant d’anneaux. On se propose d’étudier SpecligAA, on pose A = ligAA.

PROPOSITION 2.4. Si > X notons uy, = Specp,y : Spec A, — Spec Ay
le morphisme correspondant & ¢y, alors (Spec Ay, uy,) forme un systéme projec-
tif dont la limite, dans la catégorie des schémas et dans la catégorie des espaces
topologiques s’identifie a Spec A.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que Spec A est une limite projective pour
le systéme (Spec Ay, uy,) dans Sch. 11 suffit, par définition d’une limite projective,
de montrer que, pour tout schéma Y, il y a une bijection entre Hom(Y, Spec A) et
im Hom(Y, Spec A)). Mais

Hom(Y, Spec A) ~ HomAnn(ligl Ay, T(Y, Oy))
~ I.&HHOHIA””(A)\, F(Yv, 0y))
~ I'LnHom(Y7 Spec Ay)

Il reste & montrer que Spec A est une limite projective de (Spec Ay, ux,) dans T op.
On voit que les morphismes uy : Spec A — Spec Ay, qui correspondent aux py,
forment un systéme projectif de morphismes, d’ott un morphisme

u: Spec A — @Specfb\
Nous allons voir que u est un homéomorphisme.
u est injectif car, si p,q € Spec A avec p # ¢, on sait que p = liggo;l(p) et
q= ligup;l(q). Donc il existe un p tel que @ﬁl(p) #+ <p;1(q).
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u est surjectif ; en effet soit (p)acs un élément de @Spec Ay ; on a alors
<p;){ (pu) = pa pour tout couple A, p tel que p > A, et on vérifie aisément que
(px)aer est Vimage par u de 'idéal p = ligcp)\(pA) de A.

u~! est continu : en effet, notant p, la projection canonique lim Spec Ay —

Spec A, on voit que, si f = @o(fa), p appartient & D(f) si et seulement si p
appartient & p; 1 (D(fa)). O

2.3. Systémes projectifs de schémas & morphismes de transition af-
fines. Rappelons (EGA [11, § 9.1]) qu’un morphisme de schémas f: Y — X est
dit affine §'il existe un recouvrement (U, ), de X par des ouverts affines tels que
pour tout «, le schéma induit par Y sur l'ouvert f~!(U,) soit affine. On montre
qu’alors pour tout ouvert affine U de X, le schéma induit par Y sur f~1(U) est
affine.

La notion de morphisme affine est stable par composition et par changement
de base ([11, 9.1.16]).

Considérons un systéme projectif filtrant (Sx,va,)rer de schémas tel que les
v, soient des morphismes affines et supposons que I posséde un plus petit élément
a.

PROPOSITION 2.5. Le systéme (Sx,va,) admet une limite projective dans la
catégorie Sch des schémas.

DEMONSTRATION. On procéde par recollement, compte tenu de §2.2.

Recouvrons S, par des ouverts affines Uy, . Le systéme des v;/i (Ui ) est projectif
et les morphismes v, étant affines c’est un systéme projectif de schémas affines. Il
admet donc une limite projective U; qui est un schéma affine. On vérifie que I'on
peut recoller les U; en un schéma S.

Soit T un schéma et (hy) un systéme projectif de morphismes de T' dans les
Sy. Les hylhy ' (vor(Uia)) forment alors un systéme projectif de morphismes de
h3'(Uia) dans les v\ (Uis) , dott un morphisme h; : h3'(Uso) — U;. On vérifie
encore que l’on peut recoller les h; en un morphisme h : T — S satisfaisant les

conditions requises. (|

REMARQUE. Les morphismes canoniques S — S sont affines; il suffit de
tester sur un recouvrement affine de S\.

LEMME 2.6. Reprenons les notations de la proposition 2.5. Si U est un ouvert
quasi-compact de S, il existe un indice \ et un ouvert quasi-compact Uy de S tel
que U = Uy xg, S.

DEMONSTRATION. U est en effet réunion finie d’ouverts affines de la forme
v;l(U A) par définition de la topologie de la limite projective et puisque les vy sont
affines. Mais alors il existe un A et des ouverts affines V;, en nombre fini de S tels
que V = U; Vi N S. [l

LEMME 2.7. Pour tout sous-schémas quasi-compact Zy de Sy tel que Zxxg, S =
@, il existe un u > X tel que Z) xXg, S, = 2.

DEMONSTRATION. Recouvrons Z, par des ouverts affines U;) en nombre fini.
On a par hypothese U;y xg, S = @ si on prouve le lemme pour les U;y, le résultat
général se déduira en prenant le sup des p(2). On est donc ramené au cas o Z) est
affine. Soit Zy = Spec Ay. Les v;ﬂl(Z ») forment un systéme projectif de spectres
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(puisques les vy, sont affines) associé au systéme inductif des anneaux Ay. On a
donc Spec(ligA,\) =d, ie. ligrlA,\ =0, donc A, =0 pour un p > X et Spec A, =
. O

On considére donc maintenant la situation suivante : on se donne un S,-schéma
X, et on pose pour tout A : Xy = X, xg, Sy et X = X, xg, S. Notons que les
uxy = lx, X vz, de X, dans Xy, pour > X sont encore affines puisqu’ils sont
obtenus par changement de base a partir de morphismes affines.

PROPOSITION 2.8. (X, ux,) forme un systéme projectif filtrant de schémas
dont la limite projective de ce systéme (qui existe d’aprés la proposition 2.5 et ci-
dessus) s’identifie ¢ X = X, xg, S.

DEMONSTRATION. On veut montrer que pour tout schéma T,

Hom(T, X) = @Hom(T, X))
Mais par définition des produits fibrés X = X, Xg, Si, on a le diagramme exact
Hom(T, X)) —— Hom(T, X,,) x Hom(T, S\) —= Hom(T, S,)

et en passant a la limite projective — le foncteur @ étant exact a gauche — on
obtient

@Hom(T, X)) — ]'gl(Hom(T, Xao) x Hom(T, Sy\)) —= Hom(T\, S,)
i.e., puisque 1&1 commute aux produits et puisque S = I'&HS’,\,
l'ngom(T, X)) —— Hom(T, X,) x Hom(T, S) —= Hom(T, S,)

Ceci signifie LiLnHom(T, X») = Hom(T, X, xg, S) =Hom(T, X). O

3. Foncteurs localement de présentation finie

3.1. Présentation finie et limites projectives de schémas. Soit (Sx, vy,)
un systéme projectif de spectres de limite projective S, X, un schéma sur S,
Xy =Xa Xg, Sy pour A > a.

On a vu que X = X, xg, S était la limite projective des (X, ux,).

Soit U un ouvert quasi-compact de X, alors il existe A et U, ouvert quasi-
compact de X, tel que U = u;l(UA) = U, Xg, S puisque @XA =X.

Avec les mémes notations soit Z, un sous-schéma quasi-compact de X, tel que
Zo X5, S =0. Alors il existe un A tel que Z) = Z, xg, S\ = O.

La propriété étant locale on peut supposer X, affine et Z, fermé dans X ; soit
B, =T(X,,0x,) et b, 'idéal définissant Z,, et A =T'(S,0g) Ay = I'(Sy,0g,).
On a par hypothése :

Bo/bo ®a, A= lim Ba/bo @4, Ay =0
A>«a

On a donc de maniére évidente un A tel que B, /b, ®4,, Ay =0, donc Z) = @.

COROLLAIRE 3.1. Pour toute partie localement fermée quasi-compacte Z,, de
X, telle que u;'(Zy) = @ il existe \ tel que u y(Za) = 2.
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3.2. Foncteurs localement de présentation finie. Passage a la limite
projective.

DEFINITION 3.2. Soit F': (Sch/S)° — Ens un foncteur. F est dit localement
de présentation finie si, étant donné un systéme projectif de spectres Sy de limite
Sona:

F(lim $y) = liy F(S))
THEOREME 3.3. Soit S un schéma, X etY deux S-schémas tels que g: Y — S

soit quasi-compact et quasi-séparé et X de présentation finie sur S. On considére
le foncteur défini par :

Homg(Y,X) : (Sch/S)° — Ens
T/S — Homyp(Y xg T, X xgT)

Alors Homg(Y, X) est localement de présentation finie.

DEMONSTRATION. Soit (T, ty,) un systéme projectif de spectres de limite T'.
On doit montrer que :

HOHIT(Y Xs T,X XsT) :li_n;LHOInTA(Y X5T>\7X XsTA)
A

Remarquons d’abord que I'on peut supposer S affine en faisant le changement de
base T\ — S pour un A quelconque. On aura alors Y quasi-compact et quasi-séparé.

Démontrons le théoréme dans le cas ou Y = S. On doit donc avoir :
Homp (T, X xgT) = liﬂHomTA (Tr, X xgTh)
donc on doit avoir
Homg (T, X) = h_I)n Homg (T, X)

On doit donc démontrer que le foncteur T' — X (T') est lui-méme de présentation
finie.

Supposons X affine : soient A =T'(S,0g), B=T(X,0x), Cx =T'(Tx,0p,) et
C=TI(T,0r) = ligC)\. Nous devons donc montrer que :

hﬂHOmA_alg(B, O)\) L) HOmA_alg(B,liﬂC)\)

sachant que B est de présentation finie sur A. Nous montrons que ’application est
injective. Soient fy, f} : B — C) deux systémes inductifs d’applications de méme
limite f : B — C. Soient z; les générateurs de B (en nombre fini) : il existe A tel
que

f(@i) = o (fa(@i) = T (fa(@i)
pour tout 4, mais alors il existe > X tel que 7, (fx(z;)) = Tua(f3(2:)) pour tout
iet fu.=f.
Montrons maintenant la surjectivité.

Nous avons B = A[X3,...,X,]/a avec a de type fini engendré par les P;; on
pose z; = X; mod a.

Soit f un homomorphisme de A-algébre de B dans C et y; = f(x;). Il existe
alors A\ et des éléments y;y € C) tels que y; = 7a(y;»); d’autre part nous avons
P;((yi)) = 0 et par conséquent il existe > X tel que P;(7ux(yin)) = 0.

On définit f, par f,(z;) = 7ua(yix); on obtient bien ainsi un morphisme de
A-algébres et I'on en déduit un systéme inductif en posant fy = 7y, 0 f, et f est
bien la limite de ce systéme.
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Dans le cas général remarquons d’abord que 'on peut supposer X quasi-
compact ; en effet X est la réunion filtrante de ses sous-schémas X; ouverts quasi-
compacts et si Y est quasi-compact :

Homg (Y, X) = @HomS(Y, Xi)

X étant maintenant supposé quasi-compact et f : T'— X étant donné, il existe un
recouvrement ouvert affine fini U; de X et un recouvrement ouvert affine fini V;;
de T tel que Vi =75 1(Vij ). Il existe A tel que sur chacque V;;5 on puisse trouver
d’aprés les résultats précédents, un morphisme fy : Vij» — U; donnant f sur V;;,
permettant de construire un morphisme Y,, — X pour p assez grand. Il faut vérifier
les conditions de recollement, c’est-a-dire la coincidence sur les V;;x N Virjx. Mais
ces ouverts sont quasi-compacts et recouverts par un nombre fini d’ouverts affines.
L’existence d'un A assez grand provient alors de 'unicité du relévement vérifié au
debut de la preuve.

Dans le cas ou Y est quasi-compact et quasi-séparé on se rameéne au cas affine
en prenant un recouvrement affine fini et en utilisant le fait que l'intersection de
deux ouverts affines est quasi-compacte. U

COROLLAIRE 3.4. Supposons X etY de présentation finie. Pour que X xgT
et Y xg T soient T-isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe \ tel que Xy et Y)
soient T -isomorphe.

Voir aussi le théoréme 5.2, (2) plus loin.

DEMONSTRATION. La condition est évidemment suffisante, montrons qu’elle
est nécessaire : Soit f : X xgT —3 Y xg T un isomorphisme. On sait que f
provient de fy : X xg T\ — Y X g T pour un A assez grand ; d’autre part f ayant
un inverse g, g provient d'un g, : Y’ x g7, — X xgT),. Siv > A, 1 on peut considérer
gy o fu et f, 0g,, qui donnent 'identité a la limite, donc déja l'identité pour un v
assez grand. O

THEOREME 3.5. Soit (Th,tr,) un systéme projectif de spectres de limite T
et soit X un schéma de présentation finie sur T. Alors il existe un schéma de
présentation finie Xy sur T pour A\ assez grand tel que X = X xp, T.

DEMONSTRATION. Dans le cas o X est affine on connait déja le résultat. On
se raméne au cas affine en recouvrant X par par un nombre fini d’ouverts affines
U;, pour chacun d’eux il existe A et un schéma de présentation finie Zy; sur T
tels que U; = Zy; X7, T, et on peut prendre un méme A pour tous les i. Si A a
été choisi assez grand pour chaque i il existe un ouvert Zy;; quasi-compact tel que
Zxij x1, T'=U;NUj et I'identité de U; N U; induit un morphisme Zy;; — Zy ;. Si
on choisit A assez grand ce morphisme est un isomorphisme. Pour pouvoir recoller
il faut vérifier les conditions de transitivité ; elles se vérifient en remarquant que les
Zij sont quasi-séparés et en utilisant le théoréme 3.3. O

THEOREME 3.6. Soit f : X — S un morphisme de schémas. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes

(1) f est localement de présentaion finie

(2) le foncteur T — hx(T) = Homg(T, X) est localement de présentation finie.

(3) le foncteur T — hx(T) = Homg(T, X) vérifie la condition précédente dans
le cas ot le systeme T est un systéeme de U-schémas, avec U ouvert affine
de S.
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DEMONSTRATION. (1) = (2) démontré au cours de la preuve du théoréme
3.9.

(2) = (3) immeédiat.

(3) = (1) la question étant locale on suppose S affine.

Supposons X affine d’anneau B, les T ayant pour anneaux les C) et S ayant
pour anneau A. On doit montrer que :

liﬂHomA_alg(B, Cy) — Homa_44(B, ligCA)
A A

est une bijection, ce qui est équivalent & ce que B soit une A-algébre de présentation
finie.

Considérons le systéme (C) )y des sous-algébres de type fini de B, B = liﬂC’,\,
le morphisme identique de B se factorise donc & travers un C) et par conséquent
B = C), est une A-algebre de type fini.

Posons B = C/J ou C = A[Ty,...,T,], J est alors limite inductive de ses sous
idéaux de type fini J) et par conséquent B = H_r)mA Cl.

Il existe donc un indice « tel que le composé
o)} NGy MECNGYN

soit le morphisme identique de C/J. Si gy : C — C/J, est la projection canonique
et ¢ : C' — C/J aussi, nous avons :

Py 0 (qa(T})) = Pa(u(q(T3)))
et il existe donc un indice S tel que Jg/Jy contienne les gx(T;) — u(q(T}))); on a
donc un diagramme

Cl]—tsC)ls e

\ Tqﬂ
q
C
ot u(q(T;)) = qp(T;) pour tout i et donc gg = u o g, ce qui implique Jg = J.

Sie X est quelconque, il suffit de démontrer que tout ouvert affine U de X est
de présentation finie sur S, c¢’est-a-dire que :

lim Homg (7, U) — Homg(T,U)
est une bijection pour tout systéme (T )x.

L’injectivité se vérifie immédiatement en remarquant que ’on a un systéme
inductif d’applications dans X.

Montrons la surjectivité : soit f : T'— U ; il existe un indice A\ et un morphisme
fr Ty — X vérifiant f = f\ xp, T Il faut montrer que pour tout A assez grand
fx se factorise par U. Posons Uy = 7., (fy ' (U)), alors le complété de U, est une
partie fermée, donc quasi-compacte, vide a la limite ; elles est donc déja vide pour
« assez grand. O

4. Modules de présentation finie sur une limite projective

On se donne un schéma S. Soient (T, pqx) un systéme projectif de spectres
au dessus de S de limite 7', X un S-schéma quasi-compact et quasi-séparé, M un
O x-Module quasi-cohérent de présentation finie, N un O x-Module quasi-cohérent.
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THEOREME 4.1. Considérons le foncteur F : (Sch/S)° — Ens défini par :
F(T) = Homx o7 (f(M), f*(N))
ot f: X xgT — X.

Alors F' est un foncteur de présentation finie.

DEMONSTRATION. Soit (T, ¥q)) notre systéme projectif; on peut supposer
que S est égal & un des T sans rien changer a la généralité. On obtient alors :

F(T)) = Homx x 1, 7, (fX (M), fX(N))
ou fy: X xg, Tn — X. On posera X xr, Th = X. On doit montrer que :

lim Homy, (fX(M), fX(N)) = Homx o7 (f*(M), f*(N))
A

Nous allons donner une démonstration du théoréme dans le cas affine; il se géné-
ralise en utilisant le fait que X est quasi-compact et quasi-séparé. Soit A 'anneau
associé & X et By celui associé a Ty, M et N les X,-Modules. On doit donc montrer
que :

lim Homag 5, (M @5, By, N ®p, By) = Homag,, 5(M ®p, B,N ®p, B)
A

ce qui peut s’écrire :

@HOmA(M,N®Ba BA) = HOHlA(M,N@Ba B)
A

Il est clair que cette égalité est vérifiée si M est libre fini. Puisque M est de présen-
tation finie on a une suite exacte A? — A? — M — 0 et puisque I'on a un foncteur
exact & gauche en M D'égalité reste vraie. O

THEOREME 4.2. Si M est un X xgT-Module de présentation finie, il existe un

A et M, de présentation finie sur X xg T tel que :
M= (1 x5 px)" (M)

Avant de passer a la démonstration nous allons donner le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.3. St M et N sont tous les deux de présentaion finie, pour que
MxgT et NxgT soient isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe A tel que M x gT)
et N xg Ty soient isomorphes.

DEMONSTRATION. de 4.2 Supposons X affine et reprenons les méme notations
que précédemment. On doit montrer qu’étant donné M de présentation finie sur
A®p, B il exsite M, de présentation finie sur A ®p,_ By tel que M = M) ®p, B.

Cela se fait en considérant la suite exacte
(A®p, B3 (A®p, B)! — M — 0

et en remarquant que les coefficients de la matrice de u sont déja dans A ®p,, By
pour A assez grand.

Pour le cas général on recolle en sachant que X est quasi-compact et quasi-
séparé. O

PROPOSITION 4.4. On garde les hypothéses des théorémes 4.1 et 4.2. M, N,
N’ sont des Modules quasi-cohérents de présentation finie sur X. Supposons que
N et N soient des quotients de M et que f*(N') soit un quotient de f*(N), ou
f: X xsgT —X.

Alors il existe A tel que f5(N') soit un quotient de f}(N).
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DEMONSTRATION. On a la suite d’applications suivante :
05 £ (N) L5 (N
p étant surjective. Il existe py : f3(N) — f{(N’) donnant p. Il faut démontrer que
pa est surjective pour A assez grand. Si Qy = Cokerpy, f5(Qx) et f5(0) donnent le

méme Module et par conséquent Q) = 0 pour A assez grand d’aprés le théoréme
4.1. O

5. Quelques foncteurs de présentation finie

THEOREME 5.1 (EGA [12, IV, 8.6.3]). Soient S un schéma, (Tu,©ar) un sys-
teme projectif de spectres au-dessus de S de limite T et X un S-schéma de présen-
tation finie. Alors les foncteurs T — F(T) suivants sont de présentation finie.

(1) F(T) = ensemble des sous-schémas ouverts de présentation finie de X xgT.
(2) F(T) = ensemble des sous-schémas fermés de présentation finie de X xgT.

(3) F(T) = ensemble des sous-schémas de présentation finie de X xgT.

DEMONSTRATION. Par exemple nous allons prouver (2)

Un sous-schéma Z de X xg T de présentation finie est défini par un idéal
quasi-cohérent J de type fini. On doit donc montrer que (Ty, pq)) étant donné :

lim F(T,,) = F(T)
Montrons 'injectivité : Soient Z, et Zs, deux sous-schémas fermés de présentation

finie donnant Z. On est dans les conditions de la proposition 4.4 avec X remplacé
pa’r X XSTa7 M = OXXsTaa N: thU N/ = oZza

Alors il existe A tel que Z7) majore Zs) et réciproquement, d’ou I'égalité.

Montrons la surjectivité : Z étant donné sur X xg T, il est défini un Oz qui
est un Module quasi-cohérent de présentation finie. On peut donc trouver A et M
tel que Oz provienne de My. De plus il existe ;1 > A tel que X xg T, — T}, donne
a la limite la projection canonique et si on choisit u assez grand ’application est
surjective et il suffit de considérer le schéma fini associé & M,,. O

Nous considérons des sous-foncteur de
Homg(Y,X) : (Sch/S)° — Ens
T/S +— Homp(Y xs T, X xsT)
THEOREME 5.2 (EGA [12,1V, 8.10.5]). Supposons que X etY soient deux sché-

mas sur S de présentation finie. Alors les foncteurs T — F(T) C Homg(Y, X)(T)
décrits dans la liste suivante sont de présentation finie.

(1) F =Homs(Y,X)

(2) F(T)={f| f isomorph }
(3) F(T) ={f | f séparé}
(4) F(T)=A{f | f surjectif }
(5) F(T)={f| f radiciel }
(6) F(T)={f | f affine }
(7) F(T)=Af|f fini }

(8) F(T)={f|[ quasi-fini}
(9) F(T) ={f | f propre }
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(10) F(T) ={f | f projectif }
(11) F(T) ={f | f plat }
(12) F(T) =A{f | f monomorph }

DEMONSTRATION. de (12). Considérons le systéme (T, @ax) de limite T. On
doit montrer que tout systéme de morphismes f, : Y xg7T, — X X g7, donnant a
la limite un monomorphisme est déja un systéme de monomorphisme & partir d’un
certain rang. Ceci est équivalent & ce que Ay xgT : Y xgT — (Y xxY) xgT
soit un isomorphisme ([11, 07,1.4.14]). Sachant que le foncteur (2) est un foncteur
de présentation finie, on peut conclure. O

6. Applications

6.1. Elimination des hypothéses noethériennes. Soit le théoréme

THEOREME 6.1. Soit X un schéma localement noethérien ; soit f : Y — X un
morphisme plat et localement de type fini. Alors f est universellement ouvert.

Nous nous proposons d’éliminer ’hypothése noethérienne qui n’est pas stable
par changement de base et de prouver :

THEOREME 6.2. Soit f : Y — X un morphisme plat et localement de présen-
tation finie. Alors f est universellement ouvert.

DEMONSTRATION. Les hypothéses et la conclusion étant locales, on se raméne a
Y = Spec B et X = Spec A, B étant une A-algébre de présentaion finie. Mais A est
limite inductive filtrante de ses sous Z-algébres de type fini A qui sont des anneaux
noethériens, et on sait que B ~ B) ®4, A pour un A assez grand, B étant une
Ay-algébre de type fini et plate. Le morphisme Y, = Spec By — X, = Spec A,
satisfait aux conditions du théoréme 5.1, (1), d’ou le théoréme. O

6.2. Endomorphismes d’un S-schéma de présentation finie. On a le
théoréme :

THEOREME 6.3. Soit S un schéma ; X un S-schéma de présentation finie. Tout
S-endomorphisme de X qui est un monomorphisme est un automorphisme de X.

On va d’abord prouver la

PROPOSITION 6.4. Soient S un schémas, X un S-schéma de type fini. Tout S
endomorphisme de X qui est radiciel est surjectif (donc bijectif ).

DEMONSTRATION. Rappelons qu'un morphisme de schémas f : Y — X est dit
radiciel §’il est universellement injectif ([11, § 3.7]), ou ce qui revient au meéme, s'il
est injectif et si pour tout y € Y, x(y) est une extension radicielle de x(f(y)).

Rappelons qu’un schéma X est dit de JACOBSON si toute partie fermé de X est
I’adhérence de ’ensemble de ses points fermés. Il revient au éme de dire que toute
partie localement fermée, ou constructible, non vide de X contient un point fermé.

Par exemple, Spec A ou A est un corps ou Z, ou une algébre de type fini sur
un corps ou sur Z.

Si X est un schéma de JACOBSON et f : Y — X un morphisme localement de
type fini, alors Y est un schéma de JACOBSON et 'image de tout point fermé est
un point fermé ([11, cor. 6.4.7]).
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Notons enfin que tout monomorphisme f : Y — X est radiciel car on voit
immédiatement que pour tout x € X, f~1(x) est, soit vide, soit x(z)-isomorphe a
Spec k().

Ceci dit passons a la preuve de la proposition 6.4.

xX—72.x X, —> o X,

NN

S <———— Speck(s)

Pour montrer que g est surjectif il suffit de montrer que g ’est pour tout s € S. On
se raméne donc au cas S = Spec k, k étant un corps. Mais alors f est de présentation
finie puisque k est noethérien.

D’aprés ce qui précéde il suffit de considérer le cas ot X = Spec A, A étant une
sous-Z-algébre de type fini de k.

Mais X est alors un schéma de JACOBSON et puisque g(X) est constructible
(théoréme de CHEVALLEY [11, 7.1.4]), il suffira de montrer que g(X) contient tous
les points fermés de X ; en effet si g(X) # X, X —g(X) qui est constructible comme
complémentaire d’une partie constructible devrait contenir un point fermé. On est
donc amené & étudier les points fermés de X.

LEMME 6.5. Soit Y un Z-schéma de type fini.

(1) Pour qu’un point y € Y soit fermé, il faut et il suffit que k(y) soit un corps
fini.

(2) Pour tout nombre premier p et toul entier d > 1, l’ensemble des points
y €Y tels que k(y) soit une extension de ¥, de degré divisant d est fini.

DEMONSTRATION. (1): D’aprés ce qui précéde I'image d’un point fermé y de Y
dans Spec Z est un point fermé, i.e. un nombre premier p. L’assertion résulte alors
de ce que, si X — Speck est un morphisme de type fini, pour qu’'un point x € X
soit fermé il faut et il suffit que x(z) soit une extension finie de k.

(2): Y étant réunion finie d’ouverts affines de type fini sur Z, on se borne
au cas Y = SpecC, C' étant une Z-algébre de type fini. Les points y considérés
correspondent bijectivement aux homomorphismes C' — Fpq. Mais C' étant de type
fini et Fpa fini, il n’y a qu'un nombre fini de tels homomorphismes. O

Preuve de la proposition 6.4
X est un Z-schéma de type fini.

Soit T} 4 I’ensemble — fini d’aprés ce qui précéde — des points fermés x € X
tels que k(z) soit une extension de F,, de degré divisant d. D’aprés le lemme 6.5
I’ensemble des points fermés de X est réunion des T}, 4. Or T, 4 est stable par g
car si & € Ty q, k(g(x)) est un sous-corps de x(zx); ¢ étant injectif par hypothese,
sa restriction & T}, 4 est bijective puisque T}, 4 est fini. Ce qui prouve la proposition
6.4. O

DEMONSTRATION. Preuve du théoréeme 6.3

X—2-X La question étant locale sur S, on se raméne a S affine d’anneau
A. On se raméne par un raisonnement standard au cas oit A est
f ! une Z-algébre de type fini, les monomorphismes se comportant
S bien ! par passage a la limite projective. X est donc un Z-
schéma de type fini. De plus g est bijectif.
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X —25 X 1l suffit donc de montrer que g est une immersion ouverte, et
\ l méme que g est plat d’aprés le lemme suivant.

V/
O

LEMME 6.6. Tout monomorphisme plat de présentation finie est une immersion
ouverte.

DEMONSTRATION. Soit f un tel monomorphisme.

Le morphisme diagonal A : X — X xg X est alors un isomorphisme, ainsi
que les projections p1,p2 : X xg X — X.

f étant de présentation finie et plat, f(X) est ouvert dans S (théoréme 6.1).
On est donc amené & prouver que f est un isomorphisme sur son image.

Cela se voit par descente fidélement plate, puisque X — f(X) est plat et
surjectif.

Mais, ’ensemble des points ol g est plat étant ouvert et X étant un schéma de
JACOBSON, il suffit de montrer que g est plat en tout point fermé de X. Maintenant,
en reprenant les notation introduites plus haut, soit z € T, 4. On a déja vu que
T, 4 est un ensemble fini, stable sous g. Posant z1 = g(z),..., on a une suite finie
de morphismes locaux :

(¥) 0, 0, Lo 0,

D’ot, en passant aux corps résiduels une suite d’isomorphismes

k(x) A, k(z1) LI k(x)
k(z) étant un corps fini. D’olt une suite d’homomorphismes surjectifs d’anneaux
noethériens :
f/ f/
—> 0y, /m2, 2. ——= 0, /m?

Oy /m?

]
et ¢ est bijectif comme endomorphisme surjectif d’anneaux noethériens. Tous les
fi sont donc des isomorphismes ; en réitérant le procédé pour tous les O, /m7 , on
voit finalement que la suite déduite de (x) sur les complétés est une suite d’isomor-
phismes

(/9; f1 6;1 f2 (‘/);
et par descente fidélement plate, tous les f; sont des isomorphismes. On a donc
prouvé que pour tout point fermé x de X, le morphisme Ox 4,y — Ox . est un

isomorphisme — donc est plat. O







Chapitre 4

Topologies et Faisceaux

1. Cribles, Sites, Faisceaux

1.1. Topologies sur une catégorie.

DEFINITION 1.1. Soient C et £ deux catégories; un préfaisceau sur C a valeurs
dans & est un foncteur covariant de C° dans &.

DEFINITION 1.2 ([5, déf. 1.1]). On appelle crible d’une catégorie C, toute sous-
catégorie pleine R C C, telle que toute fleche ayant son but dans R, a sa source
dans R.

On appelle cribles de X € ObC, les cribles de C/X, c’est-a-dire les sous-
foncteurs du foncteur représenté par X .

Sif:Y — X est une fleche de C et R un crible de X, alors f*R =Y xx R est
un crible de Y'; c’est Pensemble des (Z, z) avec z : Z — Y tels que f o z soit dans

R(2).
f.f T
Y X

—_

f
DEFINITION 1.3. Une topologie sur une catégorie C, est la donnée pour tout

objet X de C d’un ensemble J(X) de cribles de X satisfaisant auzr ariomes sui-
vantes:

(T0) X est dans J(X).

(T1) Pour tout R € J(X) et tout f:Y — X, le crible de Y, f*R=Y xx R
est dans J(Y).

(T2) Si R et S sont deux cribles de X tels que R soit dans J(X) et que pour
tout Y = R on ait Y xx S dans J(Y), alors S est dans J(X).

Les cribles constituant une topologie J s’appellent cribles couvrants ou aussi
raffinements ; ceux dans J(X) sont couvrants X. La propriété (T1) exprime la
stabilité par changement de base, la propriété (T2) exprime le caractére local d’un
crible pour la topologie. J(X) est stable par intersection finie. Tout crible contenant
un crible couvrant est couvrant lui-méme.

Pour un préfaisceau P de C on dit qu’un sous-foncteur R C P est un raffinement
et on le note R € J(P) sipour tout objet (Y, f)deC/Pona f*R=YxpR e J(Y).
Grace a laxiome (T1) on obtient les mémes J(X) pour un préfaisceau P = X
représentable. En utilisant (T2) on constate la transitivité des raffinements : si

Re J(Q) et Q € J(P), alors R e J(P).

23
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DEFINITION 1.4. Une famille 4 = (XQAX)QEA est dite couvrante pour la
topologie J, si le crible Ry de X qu’elle engendre est couvrant.

Icionaposée Ry={f:Y =X |3g.:Y = X, avec f = fo09a}

Xa

Joa /1
© |

7

La donnée pour tout objet X de C de familles de morphismes de but X permet de
définir une topologie sur C, la moins fine pour laquelle ces familles soient couvrantes ;
les cribles couvrants pour cette topologie sont malaisés & déterminer, en général.
La situation est plus agréables dans le cas suivant : (voir [14, II, 1.4] pour une
caractérisation des familles couvrantes dans ce cas).

DEFINITION 1.5 ([1, def. 0.1]). Une prétopologie sur une catégorie C est la
donnée pour chaque objet X de C d’un ensemble Cov(X) de familles de morphismes
de but X, tel que :

(1) La famille XY5X appartient a Cov(X).
(2) Les morphismes de Cov(X) sont quarrables.

(3) Pour tout objet X et toute famille (Xo — X)o appartenant & Cov(X) et
tout morphisme f Y — X la famille (Xq Xx Y — Y), appartient a
Cov(Y).

(4) Si (Xo = X)o appartient & Cov(X) et si pour tout o (Xgo — Xo)p ap-
partient & Cov(X,), alors (Xga — X)pa appartient ¢ Cov(X).

DEFINITION 1.6. On appelle site une catégorie munie d’une topologie.

1.2. Faisceaux.

DEFINITION 1.7. Soit C un site. Un préfaisceau d’ensemble F de C est dit séparé
(resp. un faisceau), si pour tout objet X de C et tout crible couvrant R € J(X),
Uapplication

Hom(X,¥) — Hom(R, ¥F)

est injective (resp. bijective).

Les faisceaux sur C forment une sous-catégorie pleine C de C.

PRrROPOSITION 1.8. Si la topologie est définie par une prétopologie, F est séparé
st et seulement si pour tout objet X de C et toute famille couvrante (X, — X)4 de
Cov(X) Uapplication

F(X) — [[F(Xa)

est injective.

F est un faisceau si et seulement si les diagrammes :
FX) —11, (X)) —= Ha”@ F(Xo xx Xp)

sont exacts.
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EXEMPLE 1.9. Si X est un espace topologique, la catégorie est celle des ouverts
de X avec pour morphismes les inclusion, et on prend pour familles couvrantes les
recouvrements ouverts des ouverts de X [7, chap. II].

Si (Un)a est un recouvrement d’un ouvert U de X, le crible associé & (Uy)a
est l'ensemble des ouverts de X qui sont contenus dans l'un des U, ; dire que deux
recouvrements (Uy)o €t (Va)p définissent le méme crible de U signifie que (Uy)q et
(V3) g sont deux recouvrement équivalents de U (i.e. chacun est plus fin que lautre).

Les cribles de U s’interprétent donc naturellement comme classe de recouvre-
ments équivalents.

ExemMpPLE 1.10. La topologie fpqc. La catégorie est celle des schémas; une
famille (X, fHQX) est couvrante si X = | fo(Xa) et si chaque f, est plat et quasi-
compact. On verra plus tard (théoréme 1.3) que tout préfaisceau représentable est
un faisceau fpqc.

EXEMPLE 1.11. La topologie étale. La catégorie est celle des schémas; une
famille (X, — X)) est couvrante si X = fo(Xa) et les fo sont étales.

EXEMPLE 1.12. Soit P un préfaisceau sur C et pour chaque objet X de C soit
Jp(X) Uensemble des cribles R de X tels que pour tout Y — X on ait une bijection
Hom(Y, P) — Hom(Y xx R, P)

alors les Jp(X) forment une topologie sur C, la plus fine pour laquelle P est un
faisceau.

DEMONSTRATION. Il est clair que si on a une topologie c’est bien la plus fine
pour laquelle P est un faisceau.

Les axiomes (T0) et (T1) de la définition 1.3 sont évidemment vérifiés ; vérifions
(T2) ; montrons d’abord que Jp(X) est stable par intersection : soient R et S dans
Jp(X); pour tout Z — X, il faut qu’on ait une bijection :

Hom(Z, P) — Hom(Z xx R xx S, P)

mais on a :
R = hén Y d’ou
(Y,f)EC/R
ZXXRXXS: hgl’l (ZXXY)Xy(YXXS) donc
(Y,f)€EC/R
HOHI(ZXXRXXS7P): l&n HOID(ZXXYXXS,P):
(Y,f)eC/R
Jim Hom(Z xx Y, P) = Hom(Z xx R, P) = Hom(Z, P)
(Y,f)eC/R

Maintenant remarquons que si R est dans Jp(X) et si S est un crible de X tel que
pour tout Y — R, Y X x S soit dans Jp(Y), il en est de méme de R x x S. On est
ainsi ramené & verifier 'axiome (T2) dans les cas S C R et R C S; la vérification
est identique a celle de R xx S € Jp(X). O

DEFINITION 1.13. On appelle topologie canonique sur une catégorie C, la to-
pologie la plus fine pour laquelle les préfaisceaur représentables sur C sont des fais-
ceaut.

Les limites inductives et projectives sont représentables dans 9 ; les foncteurs
P — P(X) commutent aux limites. Autrement dit les limites se calculent en
chaque X.
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La catégorie des préfaisceaux sur C & valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens est une catégorie abéliennes.

2. Faisceau associé

Soit C un site, on note CcCles catégories des faisceaux et préfaisceaux sur C,
et i : C — C, le foncteur canonique.

2.1. Le foncteur L. On va définir un foncteur L : C —» C et un morphisme
de foncteurs ¢ : idg — L.

DEFINITION 2.1. Pour tout objet X de C, on définit la limite inductive filtrante:

L(P)(X) = hﬂ Hom(R, P)
ReJ(X)

On note zg : Hom(R, P) — L(P)(X) lapplication canonique.

Soit f : Y — X un morphisme; le foncteur f*: J(X) — J(Y) changement
de base définit une application

L(P)(f) : L(P)(X) — L(P)(Y)

On a L(P)(1x) = 1ppy(x) et si g : Z — Y est un morphisme, L(P)(f o g) =
L(P)(g) o L(P)(f). On a donc construit un préfaisceau L(P).

Par YONEDA on interpréte aussitot zr : Hom(R, P) — Hom(X, L(P)). Pour
S~ R, on aainsi pour u: R — P : z5(u|S) = zp(u), ot u|S =uor,

Hom(R, P) — Hom(S, P)
T
Hom(X, L(P))
On note aussi le diagramme commutatif pour tout R € J(X), f: Y — X :
Hom(R, P) — Hom(Y xx R, P)

0 N -

Hom(X, L(P)) - Hom(Y. L(P))

En particulier pour le crible R = X on obtient une application ¢(X) = zx, nous
donnant un morphisme de préfaisceaux :

0:P—s L(P)
qui dépend fonctoriellement de P.
2.2. Propriétés du couple (L,¢).
LEMME 2.2 (|14, II, 3.1]).
(1) Pour tout raffinement RCo X ettoutu: R — P le diagramme

P—% L(p)

uT TZR(u)

iR

est commutatif.
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(2) Soient u,v : Q = P deux morphismes de C tels que Lou = Low. Alors le
noyau K = Ker(u,v) est un raffinement de Q.

DEMONSTRATION. (1): Soient T, t € R(T) quelconque. Appliquant le dia-
gramme (1) du §2.1 ci-dessus &Y =T, f =t : comme ¢t : T — X se factorise
par R, on a t*R ~ T, donc un diagramme commutatif

u € Hom(R, P) — Hom(T, P) > ut

l l@

Hom(X, L(P)) = Hom(T', L(P))

ce qui se traduit en
L(P)(t)zr(u) = {(T)(uct)
zr(u)|pt = (Cou).t
et comme ceci vaut pour tout ¢, on a bien zR(u)|R =/{lou.

(2): On est dans la situation suivante :

P—4% L(P)

Q
et pour voir que K C @ est couvrant, il faut montrer que pour tout f: Y — @Q on
ait f*K =Y xqgK € J(Y).Or,ona f*K D Ker(uo f,vo f), et il suffit de montrer

que ce dernier noyau est couvrant. On est ainsi ramené a la situation ou @ =Y est
représentable, s =uo f,t =vo f:

P— L(P)

Y
Par hypothése, zy(s) = £os = Lot = zy(t), donc par définition de L(P), il
existe R € J(Y) tel que s|R = ¢|R, c’est-a- dire que R C Ker(s,t) et ensuite
Ker(s,t) € J(Y). O
PROPOSITION 2.3 ([14, II, 3.2]).
(1) Le foncteur L est exact & gauche.
(2) Pour tout préfaisceau P, L(P) est un préfaisceau séparé.
(3) Le préfaisceau P est séparé si et seulement si le morphisme £ : P — L(P)
est un monomorphisme. Le préfaisceau L(P) est alors un faisceau.
(4) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) £: P — L(P) est un isomorphisme
(b) P est un faisceau

DEMONSTRATION. (1): Le foncteur P — Hom(R, P) commute aux limites pro-
jectives quelconques et la limite inductive filtrante L(P) commute aux limites pro-
jectives finies, donc L est exact & gauche.

(2): 1l faut montrer que pour tout objet X et tout raffinement R € J(X)
I’application
Hom(X, L(P)) — Hom(R, L(P))
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soit injective. Soient donc s,t € L(P)(X) avec s|R = t|R. Soient s = zp/ (u),t =
zr'(v) pour un raffinement R’ C R.

4

L

En appliquant lemme 2.2, (2) on conclut que le noyau K = Ker(u,v) est un
raffinement de R’ et donc aussi de X (par transitivité des raffinements). Donc
s=zg(ulK) =zx(v|K) = t.

(3): Soit d’abord P séparé. On a pour les raffinements R C X des injections
P(X) < P(R), donc a la limite P(X) — L(P)(X) et £(X) est un monomorphisme,
donc aussi £ : P — L(P).

Si, d’autre part £ est un monomorphisme, P doit étre séparé comme sous-objet
d’un objet séparé.

Remarquons aussi que P < L(P) est un raffinement de L(P). Pour le voir soit
s: X — L(P) tel que s = zg(u) :

P~ L(P)
R——X
comme alors s*P D R, on a bien s*P € J(X), donc P € J(L(P)).

Montrons que L(P) est alors un faisceau, c’est-a-dire que pour tout raffinement
R de X et tout u : R — L(P) il existe une section s : X — L(P) tel que u = s|R :

L(P)
T A
u NF
N
N
R——X

Nous complétons le diagramme avec R’ = u®*P € J(R), donc € J(X) par transiti-
vité :

Pt (P
R/( R(\ X

et pour s = zp/(u') on a s|R = u.

(4): (4a) == (4b) parce qu'on a vu (3) que P est séparé, donc L(P) un
faisceau, donc aussi P ~ L(P).

(4b) = (4a) pour un faisceau les morphismes de transition P(X) — P(R)
sont des isomorphismes, donc & la limite P(X) — L(P)(X). O

PROPOSITION 2.4. Le foncteuri : C — C admet un adjoint & gauche a : C— C~,
qui est exact & gauche. On a donc des bijections fonctorielles en P € C et F € C :

Homg(a(P), F) — Homg(P,F)

On peut prendre a = Lo L, avec pour morphisme d’adjonction £of : P — a(P).
Le faisceau a(P) est appelé le faisceau associé a P.
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2.3. Limites de faisceaux. Faisceaux abéliens.

ProprosITION 2.5. Une limite projective dans C de faisceaux est un faisceau,
donc une limite dans C.

Les limites inductives existent dans CN; siG:T —C est un foncteur on a
lim G = a(@i o Q)
z z
PROPOSITION 2.6. Les faisceauz abéliens sur C forment une catégorie abélienne.

Soit w : F — G un morphisme; le noyau de u est le faisceau X +— Keru(X).
L’image de u est le faisceau associé au préfaisceau X — Imu(X).

PROPOSITION 2.7. La suite ¥ —5F—F" dans C est ezacte si et seulement si
pour tout objet X de C et tout & € N(X) il existe R € J(X) et n: R — I tel que
lon ait un diagramme commutatif :

I——N

T

R——= X

ou I est l'image de u dans C et N le noyau de v.

DEMONSTRATION. En effet 'image I C F est séparé et L(I) = J est I'image

faisceautique dans C, et on a traduit Iégalité J(X) = L(I)(X) = h_n)lRGJ(X) I(R) =

N(X) en language des sections. O

Supposons la topologie définie par une prétopologie, alors

PROPOSITION 2.8. La suite F'——F—5F" est exacte, si pour tout objet X de
C et tout & € N(X) il existe une famille couvrante (fo : Xo — X), et des sections

o € D(Xa, F), tel que u(&y,) = F(fa)(E)-
EXEMPLE 2.9 (de faisceaux abéliens).
(1) Le faisceau des fonctions morphiques sur une variété.
(2) Le faisceau des sections d’un fibré vectoriel.

(3) Le faisceau structural sur Spec A.

EXEMPLE 2.10 (de suites exactes). Soit X une variété analytique compleze,
Ox le faisceau des fonctions morphiques sur X et O% le faisceau des unités de Ox.

Alors exp : Ox — O% est un épimorphisme de faisceaux tel que pour un ouvert
U de X les fonctions exp(U) ne soient pas toutes surjectives, i.e. exp n’est pas un
épimorphisme de préfaisceauz. Par exemple si X = C et z € T'(X —{0}, 0% ) on sait
que z ne se reléve pas; toutefois toute fonction g € T'(U, 0%) se releve localement,
i.e. on peut définir log(g) au voisinage de chaque point.

On a une suite exacte de faisceauz :
0—=N—0xZB0% -0

ot N est le faisceau qui au-dessus de chaque composante connexe U, d’un ouvert
U de X est égale 6 2miZ ; c’est aussi le faisceau associé au préfaisceau constant Z.
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EXEMPLE 2.11 (suite exacte dans les schémas). Dans la catégorie des schémas,
le préfaisceau :
p:S—T(S,0%)
est représentable par Spec(Z[T,T~]). En effet, on a des bijections fonctorielles en
S :
Homg,n (S, Spec(Z[T, T~ 1)) — Homan, (Z[T, T7],T(S, 0s))
et ce dernier ensemble s’identifie a I'(S, 0%) par u — u(T).

L est un faisceau pour les topologies étale et fpqc.

Pour tout entier n > 1, on définit un morphisme
n:p— W@
Er— "
n est un épimorphisme de faisceauzr pour la topologie fpqc. Soit S un schéma et
soit ng : g —> pg la « restriction » de n : p — p a la catégorie des schémas

au-dessus de S. Pour que ng soit un épimorphisme pour la topologie étale, il faut
et il suffit que n soit premier aux caractéristiques résiduelles de S.

On va fabriqué une famille couvrante (S&AS)(}E[ telle que pour € € T'(S, 0%),
il existe £, € T'(S),, 0%, ) tels que &|So = fl,(E,)™.

Pour cela soit d’abord (Sq)acr un recouvrement de S par des ouverts affines
et soit in : S — S le morphisme canonique; i, est un morphisme plat, étale,
quasi-compact.

Posons S!, = Spec(I'(Sq, Og)[T]/(T™ —&|Sa)). Soit fo = S, — Sa le morphisme
associé au morphisme d’anneauz :
Pa i I(Sa, 05) = T'(Sa, 05)[T]/(T" — £|Sa)
s0it fl, = iq 0 fo; si &, est Uélément de T'(S), 0% ) correspondant & v (€]Sa),
on a bien &[S, = fL(EL)™; d’autre part p, est fidelement plat, donc f. est fi-

delement plat, donc fo est plat et surjectif, donc f! est plate surjective et aussi
quasi-compacte.

D’autre part si n est premier aux caractéristiques résiduelles de S, ¢, fait de
T(Sa, 08)[T])/(T™ — £|Sa) une I'(Sy, Og)-algébre formellement étale.

On a une suite exacte de faisceauz
0— pty — pp—=p — 0

ol by, est le faisceau qui & tout schéma S associe le groupe des racines n'*™° de
Punité de T'(S, Og).

EXEMPLE 2.12 (espaces topologiques). Soit X unespace topologique et F un
préfaisceau sur X ; on construit a(F) de la fagon swivante : pour tout ouvert U de
X, T'(U,a(F)) est l'ensemble des familles (sz)zcu 00 s, € F,, telles que pour tout
x € U, il existe un voisinage ouwvert V.C U de x et t € T'(V,F) tels que pour tout
zeV,onaits, =t,.

Pour qu’une suite de faisceaux abéliens :

s N A
soit exacte il faut et il suffit que pour tout x € X, la suite :
Uy Vg
F—5F,—5F)

soit exacte.
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On sait que si la premiére suite est exate, les deuxiémes le sont.

Inversement il faut montrer que pour tout ouvert U de X et tout £ € F(U)
tel que v(§) = 0, il existe un recouvrement ouvert (Uy)acr de U et des sections
&, € F(Uy) telles que
en effet pour tout x € U on a v(€), = v,(€;) = 0, donc il existe un voisinage ouvert
Vi de x et une section £ € F'(Vy) tel que :

= uz (&) = u(é)s
on déduit qu’il existe un voisinage ouvert U, de x contenu dans V, tel que
€Uz = u(¢'|Us)
la famille (U, &'Uy)wrcu répond o la question.

EXEMPLE 2.13 (de préfaisceau séparé qui n’est pas un faisceau). Soit C le
préfaisceau des fonctions continues et bornées sur R a valeurs dans R. G nest
pas un faisceau car les injection canoniques j, : [—n,n] — R ne relevent pas en
une fonction bornée de R dans R ; le faisceau associé a CY s’identifie au faisceau
des fonctions continues sur R a valeurs dans R. En effet, soit U un ouvert de R ;
un élément de T'(U,a(C?)) est une famille de germes (f*)zcu qui se « recollent » ;
mais f* provient d’une fonction g® définie continue bornée sur un voisinage de x
contenu dans U. La condition de recollement des germes signifie que deux fonctions
g*, g¥ coincident ot elles sont toutes deux définies; donc g* et g¥ définissent un
élément de C(U,R). Le résultat énoncé est alors évident. On peut d’ailleurs obtenir
ce résultat par un calcul direct.

3. Image directe et reciproque de préfaisceaux
Soit C, D, £ trois catégories et u : D — C un foncteur.

3.1. Image directe.

DEFINITION 3.1. On appelle image directe du préfaisceau P € Hom(C®,E), le
préfaisceau Pu € Hom(D°,E) et on le note uqe(P).

Si f: P — Q est un morphisme, ue(f) = fu est un morphisme de uqs(P) dans

ue(Q)-

Le foncteur ue : Hom(C®, &) — Hom(D°, E) est appelé foncteur image directe.

3.2. Image réciproque.

PROPOSITION 3.2 (Théoréme de KAN). On suppose que € a des limites induc-

tives. Alors ue a un adjoint u® a gauche, i.e. on a des bijections fonctorielles en
F € Hom(C°, &) et § € Hom(D?,€) :

Hom(u*(§),F) — Hom(G, ue(F))
REMARQUE. La proposition 3.2 correspond a la proposition [14, I, 5.1] — a la
notation prés : ues = u* de loc.cit. et u® = w de loc.cit.
On sait qu’il faut et qu’il suffit pour tout § € Hom(D?, E) de trouver u®(9) et
des bijections fonctorielles en JF.

Pour tout objet X de C soit Z.X la catégorie suivante : un objet de Z.X est
un couple (Y,m) ot Y est un objet de D et m est une flecche m : X — u(Y);



32 4. TOPOLOGIES ET FAISCEAUX
un morphisme de (Y;m) dans (Y’,m') est un morphisme & : ¥ — Y’ tel que
u(§)om=m'.

On a un foncteur évident pry : Z.X — D.

Si\: X — X’ est un morphisme de C, on a un foncteur évident 7> : ZX — X ;
en plus, pry: = prxZ..

DEFINITION 3.3. Pour tout objet X de C on pose
u*(9)(X) =lim§ prx
Pour tout objet (Y,m) de Z,X on notera le morphisme canonique dans la limite
injective ix(Y,m) : G(Y) = u*(9)(X); si £: (Y,m) = (Y',m'), on a donc
ix(Y,m)o§(§) = ix(Y',m')
S(€)
_—

G(Y") 5(Y)
ix(m lixmm)
u*(9)(X)

Soit A : X — X’ un morphisme; il existe un morphisme unique u*(G)(A) de
u*(9)(X’) dans u®(9)(X) tel que pour tout (Y,m) dans ZX', on ait un diagramme
commutatif :

() () — I e(g)(x)
ixm %mk)
5(v)

On a u®(9)(1x) = Lye(g)(x) et si A : X' — X" est un morphisme, u®(G)(\' o \) =
u(§)(A) o ut(§)(X).
On a donc construit un préfaisceau u®(9).
DEFINITION 3.4. On pose pour tout objet Y de D
a(Y) = iue) (Y, Lupy) : S(Y) — u®(§)(u(Y))

PROPOSITION 3.5. « est un morphisme fonctoriel de G dans ue(u®(9)).

DEMONSTRATION. En effet pour tout ¢ : ¥ — Y’ on a un diagramme com-

mutatif :
a(Y’)

) —=u*(§)(u(Y"))

9(u)l u® (9)(u(n))
a(Y)

§(Y) ——=u*(9)(u(Y))

PROPOSITION 3.6. Pour tout préfaisceau F de Hom(C®, E), Uapplication
& : Hom(u®(9),F) — Hom(G, ue(F))
fr—ue(f)ex

est bijective.

On va fabriquer 'application réciproque n de &.
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PROPOSITION 3.7.

(1) Pourtoutg:G — ue(F) et tout objet X de C il existe un morphisme n(g)(X)
unique de u®(G)(X) dans F(X) tel que pour tout objet (Y, m) de I\, on ait
un diagramme commutatif :

n(g)(X)
—_—

u*(9)(X)
(*) iX(Y,m)T
(Y

F(X)

T'J’(m)

) ——F(u(Y))

(2) n(g) est un morphisme de u®(§) dans F.

DEMONSTRATION. (1) est évident; prouvons (2) : il faut vérifier que si A est
un morphisme de X dans X', on a

i.e. pour tout objet (Y, m) de ZX', on a :
n(9)(X)u®(§)(Nix- (Y, m) = F(N)n(g)(X)ix: (Y, m)
(9 (X )ix: (Y,m) = F(m)g(Y)
et
u®(§)(Nix (Y, m) = ix (Y, mA)

il faut vérifier que n(g)(X)ix (Y, mA) = F(mA)g(Y') ce qui est un cas particulier de
(). 0

PRroOPOSITION 3.8.

(1) Onano&(f)=F.
(2) Onaéonlg) =g

DEMONSTRATION. (1) il faut vérifier que le diagramme () ou g(Y") est remplacé
par £(f)(Y) et n(g)(X) par f(X) est commutatif, i.e. que le diagramme,

ix(Y,m) °
— =

5(Y) (9)(x) M2, 5x)

A
F(m
iﬂ(y)(%\ M T (m)

u*(9)(u(Y)) F(u(Y))

—_—
71(9)(u(Y))
est commutatif; c’est évident avec — — > =u®*(G)(m).

(2) Remarquons d’abord que pour f : u*(G) — F et un objet Y de D on a la
formule :

€N 5 TRy () w(r ) U F(u(v))

11 faut vérifier que si dans cette formule on remplace f par 7(g) on trouve g(Y),
mais c’est justement ce que donne () ot on fait X = u(Y), m = 1,v). O
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4. Image directe et reciproque de faisceaux; Topos

4.1. Image réciproque de faisceaux. On considére deux sites C et D et un
foncteur v : D — C. On suppose que 'image directe par u de tout faisceau sur C,
est un faisceau sur D ; alors :

PROPOSITION 4.1. Le foncteur u, : C— 5, (restriction C de Ue ) admet un
adjoint a gauche u*.

DEMONSTRATION. Le foncteur u* restriction & D de aou® répond & la question.
O

Le foncteur u* n’est intéressant que s’il est exact & gauche, d’ou :

DEFINITION 4.2. Soient C et D deux sites. On appelle morphisme de sites de
C dans D un foncteur u: D — C, tel que

(1) pour tout faisceau F sur C, ue(F) est un faisceau

(2) u* est exact a gauche.

Le composé de deux morphismes de sites est un morphisme de sites.

PROPOSITION 4.3 ([14, III, 1.3.5]). Soient C et D deux sites et u: D — C un
foncteur. On suppose:

(1) les limites projectives finies de D sont représentables.

(2) uw commute auz limites projectives finies.

(3) Uimage par u de toute famille couvrante de D est une famille couvrante pour

C.

Alors w définit un morphisme de sites de C dans D.

4.2. Catégories de faisceaux : topos. Soient C et D deux sites et u: D —
C un morphisme de sites de C dans D ; alors u* définit un morphisme de sites de C
dans D pour les topologies canoniques.

Dans la suite U désigne un univers, voir [14, I, appendice].
PROPOSITION 4.4. Soit £ une U-catégorie. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(1) 1l existe un site C € U, tel que les limites projectives dans C soient repré-
sentables et que la topologie de C soit moins fine que la topologie canonique,
tel que & soit équivalent a la catégorie C des U-faisceauzr d’ensembles sur C.

(2) (a) Les limites projectives finies de £ sont représentables.

(b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont représentables ;
elles sont disjointes et universelles.

(c) Les relations d’équivalences dans € sont effectives universelles.
(d) &€ admet une famille génératrice indexée par un élément de U.

(3) Il existe un site C € U tel que & est équivalente & la catégorie C des U-
faisceaux d’ensembles sur C et que C admette une U-famille de générateurs
topologiques.

(4) Les U-faisceaux sur € pour la topologie canonique sont représentables et €
posséde une petite famille génératrice.

DEFINITION 4.5. Un objet £ possédant les propriétés équivalentes (1), (2), (3),
(4) de la proposition est appelé un U-topos, voir [14, exp. IV, Topos].



Chapitre 5

Descente fidélement plate quasi-compacte

1. Théoréme fondamental

Soit Sp un schéma, et Sch/Sy la catégorie des schémas au-dessus de Sy, Xo
et Yy deux objets de cette catégorie. Tout changement de base S — Sy leur fait
correspondre deux schémas au-dessus de S: Xg = X xg, S et Yo =Yy xg, 5.

THEOREME 1.1. Le préfaisceau sur la catégorie Sch/Sy & valeurs dans Ens
défini par :
Homso (Xo, Y())(S) = Homs(Xs, Ys)

est un faisceau pour la topologie fpqc.

Rappelons qu’un préfaisceau P est un faisceau si pour tout crible R couvrant
S Tapplication
P(S) — P(R) = Hom(R, P)
est une bijection.

La topologie fpqc étant engendrée par les familles couvrantes du type { S(XAS }
ou chaque fleche f,, est plate et quasi-compacte et la famille (f,,) surjective, il suffit
par la proposition 1.8 de vérifier que pour toute famille de ce type, la suite

P(S) ——=11, P(Sa) == 11,5 P(Sa x5 5p)
est exacte.

COROLLAIRE 1.2 (Cas ou Xo = Sy). Le théoréme donne les résultats suivants :
— Le préfaisceau des sections de Yy : S — Homg(S,Ys) est un faisceau fpqc.
— Le préfaisceau S — Homg, (S,Yy), qui est isomorphe au précédent, est un

faisceau fpqc.

Réciproquement, le théoréme 1.1 découle du corollaire 1.2. Pour le voire, soit
(Sq — S) une famille couvrant S, alors la famille (Xg, — Xg) déduite par chan-
gement de base, couvre Xg, donc la suite

Homg, (Xs,Yy) — [], Homg, (Xs,, Yo) =—=[],, s Homg, (Xs, x x4 Xs,,Y0)
est exacte. Ceci implique que pour P = Homg, (Xo, Yo) la suite
P(S) = I1a P(Sa) == T4 5 P(Sa x5 5p)
est exacte, comme le dernier isomorphisme
P(Sa x5 Sg) = Homg, x 555 (X, x555> YSuxs95) — Homg, (Xs, Xxs Xs,,Y0)

provient de Xg_, Xxg Xsﬁ = Xg, Xxs (Xs xs S,@) = (Xs Xg Sa> xg S3 et que
XSaXSSﬁ = XS Xg (Sa Xg Sﬁ)

35
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D’oul les trois énoncés équivalents suivants

S +—— Homg(S,Ys) est un faisceau fpqc
S — Homyg, (S, Yp) est un faisceau fpqc
S +—— Homg(Xs,Ys) est un faisceau fpqc

Nous allons démontrer le 2éme énoncé dans la catégorie Sch/ SpecZ = Sch au
§3. Il s’en déduira dans le cas général.

THEOREME 1.3. Dans la catégorie des schémas Sch, tout préfaisceau représen-
table est un faisceau fpqc.

2. Probléme analogue en algébre commutative

Soit A un anneau, A’ une A-algébre fidélement plate, A” = A’ @4 A'.

aten==a  pof=pos=h

2.1. Suite exactes.

THEOREME 2.1. Soit N un A-module, N' = f*(N), N = h*(N) = pj(N') =
p5(N') déduits de N par changement d’anneaux. Alors la suite de A-modules

1
(2) N 2L N — N
est exacte.
DEMONSTRATION. — N — N’ est injectif puisque A’ est fidélement plat
sur A

— pour montrer que la suite (2) est exacte, il suffit de montrer que la suite
obtenue en tensorisant & droite par A’ est exacte.

Tragons le diagramme avec les spectres d’anneaux correspondants (par abus de
notation p; et ps sont encore les fleches de spectres).

X! P1 X & X
- =

P13
fl ipz lpzs
X X/ .pé X
p2
La suite obtenue est donc la méme, aprés remplacement de A par A’ et de N par N'.
Dans ce cas, ’homomorphisme A’ — A” admet une section m : A” — A’. On peut

donc se contenter de démontrer que la suite est exacte dans le cas ou f : A — A’
admet une section o : A’ — A.

Soit 2’ € N®4 A’ tel que p1(z') = pa(2). Sid/ =) z;®a,onad z;®a;®1 =
> x; ® 1 ® al. Appliquons leur la fleche

10 R@1: N4 A4 A — NRIU ARy A =5 Ny A

onobtient ' => x;®a, =101 2,®1Qd) =101z, ®a,®1) =
So(a)r; @1 =1& f(>_o(a})z;), donc 2’ est dans 'image de N. O
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2.2. Descente de morphismes de A-modules. Soient M et N deux A-
modules. Mémes notations qu’au §2.1. Alors la suite de A-modules

* p*
Hom (M, N) — > Hom(M’, N') == Hom (M", N"')

P2

est exacte.

Soit u € Homy (M, N) tel que f*(u) = v’ = 0. Dans le diagramme commutatif

M—s M

lu iul_o
N _J N/
on sait que i, 7 sont injectives, donc j o u = 0 implique v = 0.
11

Soit maintenant ' € Hom4(M’, N') tel que p}(u') = pi(u') = u

M —e M —e g

D2
u lu/ lu//
Voo
N —— N —= N"
D2

Chassons le diagramme il est clair que v’ o i se factorize & travers de N et il faut
évidemment que f*(u) =u'.

2.3. Généralisation aux schémas. Soient Fy, G deux faisceaux quasi-cohérents
de modules sur un schémas Sy. Alors le préfaisceau S — Homeo,(Fs, Gs) de la ca-
tégorie Sch/Sy a valeurs dans Ens, est un faisceau fpgec. D’abord on donne une
caractérisation des faisceaux fpgc Sch® — Ens.

LEMME 2.2. Pour qu’un préfaisceau P soit un faisceau fpqc, il faut et il suffit
que la suite

P(S) — 1. P(Sa) == Ila,5 P(Sa x5 Sp)
soit exacte dans les deux cas suivants :
(1) la famille (SQAS) est une famille surjective d’immersions ouvertes.
(2) il y a une seule flecche S” — S fidelement plate, S et S’ sont affines.

DEMONSTRATION. La topologie fpqc peut étre définie de deux maniéres :

(1) la moins fine qui rende couvrantes les familles :
— (So—295) famille surjective d’immersions ouvertes
— (S’i>5), S et S’ affines, g fidélement plate

(2) la moins fine qui rende couvrantes les familles :
— (S4—=95) famille surjective, ou chaque f, est plat et quasi-compact
(2) plus fine que (1) :
(8'—55) on S et S’ sont affines, g fidélement plat, est bien couvrante au sens
de (2). D’autre part, en recouvrant tous les ouverts de chaque S, par des ouverts
affines, on pbtient une famille (U — S) couvrante pour (2), et tel que le crible

engendré soit inclus dans le crible engendré par les (S,—=S5), donc ce dernier est
couvrant.

(1) plus fine que (2) :

Soit (SQAS) une famille surjective, ou chaque f, est plat et quasi-compact.
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Recouvrons S par des ouverts affines U; assez petits pour que chaque U; soit
contenu dans l'image d’un f, (c’est possible parce que f, est ouvert'), soit f,

fo U) —=U;

|,

Jay

So; —> 8
Jailfa, L(U;) est plate, quasi-compact et surjective, donc fidédlement plate. La fa-
mille (U; — ) est couvrante pour (1). Si on montre que la famille (f; ! (U;) — U;)
est couvrante pour chaque 4, alors la famille composée ’est aussi. Or elle appartient
au crible engendré par (S, — S). Donc ce crible contiendra un crible couvrant donc
sera couvrant.

Reste a montrer que S'—2+S est couvrante si S est affine, et ¢ est fpqe. Donc
5" = Ugnie S; oft chaque S; est affine. Alors Sy = [[ 5] est affine et S = 5" = §
est fpqc, donc couvrant, donc le crible engendré par (S — S) est couvrant.

La topologie la plus fine qui fasse de P un faisceau a pour cribles couvrant
X les cribles R de X tels que P(X) — P(R) et ceci universellement. Soit 75
cette topologie (voir 'exemple 1.12 au §1.2). Montrons donc que si les propriétés
énoncées dans le lemme sont vérifiées, la topologie Ty est plus fine que la topologie
fpqe, c’est-a-dire que les familles qui engendrent la topologie fpgc sont couvrantes
pour la topologie 7.

Seul le « universellement » est a vérifier. Soit (Xaf—a>X ) un recouvrement ou-
vert de X. Soit R le crible engendré, P(R) ~ P(X). Soit Y — X quelconque et
(Y, — Y) obtenue par changement de base. Alors (Y, — Y) est un recouvrement
ouvert de Y, donc le crible engendré R’ satisfait aussi a P(Y) — P(R').

Soit X’ L5 X un morphisme fpqc de schémas affines, Y — X quelconque. Pour
le crible R engendré par (X’ — X) on a P(X) — P(R).

Recouvrons Y par des ouverts affines Y;. Alors Y’ est recouvert par les ouverts

Y/ =Y xy Y/ ~ X' xx Y; qui sont affines et Y’ xy Y’ est recouvert par les

Y/ xy, Y/, alors:

P(Y) = lm P()
no_1: /
DY) = lim P(Y))
Py V') = lm P(Y! xy, ¥)
et
PY;) ——=P(Y)) —= P(Y/ xvy, Y)) est exacte
Donc :
PY)—=PY) =P’ xy Y’) est exacte

Bien entendu si P est un faisceau, les deux familles décrites étant couvrantes
pour la topologie fpqc, les suites correspondantes sont exactes, donc le lemme est
démontré. O

Toutes ces propriétés restent vraies dans la catégorie Sch/Sy.

1. ce n’est pas vrai en général: voir [12, vol. 24, §2.4.8]
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2.4. Descente de morphismes de Modules quasi-cohérents sur un
schéma. S — Homg,(Fs,Gs) est un faisceau fpqc.
Donc deux choses a vérifier :

(1) recollement sur un ouvert de S

F et G étant des faisceaux au sens de la topologie de ZARISKI, les sections
sur les ouverts se recollent, donc aussi les morphismes.

(2) 8" — S morphisme fidélement plat de schémas affines, S’ = Spec A’, S =
Spec A, A — A’ fidélement plat.

Alors il existe un A-module M tel que F = M et un A-module N tel

que § = N. La propriété est une conséquence de ce qu’on a vu pour les
modules

Homog (Fs, Gs) — Homo,, (Fs/, §5/) —= Homo,, (Fsr, Gs5)

est exacte.

3. Les schémas sont des faisceaux fpqc

Nous allons démontrer les théorémes du §1. On a vu qu’il suffit de démontrer
que S — Hom(S,Y)) est un faisceau fpqc. Grace a la caractérisation du lemme 2.2
il suffit de montrer deux choses :

(1) pour un recouvrement ouvert (U;) de S on a 'exactitude de
Hom(S,Yy) —— [[Hom(U;, Yy) ——== [[ Hom(U; N U;, Yy)
(2) pour g: S’ — S fidélement plat, S et S’ affine, I'exactitude de
Hom(S,Yy) —— Hom(S’,Yy) ——= Hom(S"”,Yy)
Pour (1) c’est clair : les applications topologiques sous-jacentes se recollent bien str.

Les fléches des faisceaux d’anneaux se recollent du fait que ce sont des faisceaux
pour la topologie de ZARISKI.

Donc il nous reste de prouver le cas (2) : S = Spec A, S" = Spec A’, A" étant
une A-algébre fidélement plate, et S” = Spec A” avec A = A’ @4 A’.

PROPOSITION 3.1. §”" —= 8" ——= S est un diagramme exact d’ensembles,
c’est-a-dire que S est le conoyau de la double fleche au sens ensembliste.

DEMONSTRATION.

p1
|5"| == |5'| —15]
Ve
f/l Ve
\ 2
A

g est fidelement plat donc surjectif. Soit s € |\S|. Supposons que s = g(s}) = g(sh),
/ ! /
51,85 € |57].

L’application |S”| — [S’| x|g) [S'] étant surjective, il existe s” € [S”| tel que
p1(s") = s} et pa(s”) = sh, alors f/(s}) = f/(s5). Donc on définit bien une applica-
tion f unique par f(s) = f'(s}). O

PROPOSITION 3.2. S-S fait de |S| un espace topologique quotient de |S'|,
c’est-a-dire que soit Z C |S|, alors

Z fermée (resp. owverte) <= Z' = g ' (Z) fermée (resp. ouverte)
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DEMONSTRATION. ¢ étant surjectif, il suffit de le démontrer pour la propriété
«étre fermé ». Z' = g N 2Z) = g(Z2')=Z
Soit Z' fermé dans S’ = Spec A’, I’ un idéal le définissant, [ = I' N A.

’

A A JTA = AT @4/ AT S <ty <ty

SR

A A/I( A//I/ S%Yﬁy/
J

Z'=Y'|, 1| = g7 (IY]), Z' C Y.

u(Z') est dense dans |Y|, fermé dans [S|, donc ju(|Y']) = g(Z’) = Z a pour
fermeture |Y| dans S : |Y| = Z.

gV = un(Y{]) Cu(Y') = Z = o(|Y{]) C g7'(Z) = Z' fermé de |S'].

v est dominant, donc v(|Y{|) = [Y1], donc |Y1| C Z’, donc |Yi| = Z', donc
9(Z'"Y=Z =|Y| = Z, donc Z est fermé dans S. O

PROPOSITION 3.3 (descente de sections). Soit S'—2+S un morphisme de sché-
mas fpge, G un faisceau de Modules quasi-cohérent sur S, soit h : S” — S. Alors la
suite

G ——9.(9") == h.(9")

est exacte.

DEMONSTRATION. Cela revient & montrer que pour tout ouvert U de S
G(U) ——=G'(¢71(U)) == §"(h1(U)) est exacte. Or, le morphisme obtenu par

changement de base U — S, g~}(U) — U, est encore fpqc. On peut donc supposer
U=5.

Alors d’apres le §2.4 la suite
Homos (057 95) I Hom(‘)s/ (05/7 95”) e HOmOS,, (OS”a 95”)

est exacte, d’ou le résultat cherché, grace a 'isomorphisme fonctoriel en S

Homo, (0s,5) — §(5)

PROPOSITION 3.4. Pour tout espace annelé Z, la suite
Hom(S, Z) —— Hom(S’, Z) —— Hom(S", Z)

est exacte.

DEMONSTRATION. Soit donné f': 8" — Z tel que f' op; = f' o pa.

S o s/ 9 S

Par la proposition 3.1 on peut construire une application unique f, qui est continu
par la proposition 3.2. D’aprés la proposition 3.3 la suite

0s — g+(0g/) —= h.(0g)
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est exacte, on obtient encore une suite exacte en prenant son image par f,

f(0s) —= f.9.(0s') == fih.(Os1)

~
~ ’
~ !
~
~N

0z

Donc il existe un morphisme de faisceaux unique qui rend le diagramme commutatif.
O

COROLLAIRE 3.5. Cette suite reste exacte dans les catégories suivantes :
— espaces annelés en anneauz locaux
— schémas Sch

— Sch/S,

DEMONSTRATION. Le morphisme de schémas Oz — f.(Og) obtenu induit un
morphisme sur les fibres, qui est local : soit s € S’, f'(s") = z, g(s') = s, alors dans
le diagramme des fibres

s
OSS —_— OS/,S/

o T
AN !
for
fe N
OZ,Z
fl, et go étant local, fs doit étre local.

Il faut vérifier que le morphisme construit Z L)S est bien un morphisme sur
So.

Ona (o f')yop, = (o f)opy, done il existe une fleche unique y : S — Sy avec
xog=1of. Commepog=1hof onayx=¢. Comme (pof)og=1of ona
p=1vof. O

4. Descente de propriétés

4.1. Descente de sous-modules.

PROPOSITION 4.1. Soit S — S fpqe, F un faisceau de Module quasi-cohérent
surS, F et F" déduits par changement de base. Soit H(F) = {G C F | sous-modules}.
Alors la suite

H(F) — H(F") —= H(F")

est exacte.

Plus généralement : soit Fy un faisceau de Modules quasi-cohérents sur Sy,
alors le préfaisceau S — H(Fg) est un faisceau fpgc de Sch/Sy.

DEMONSTRATION. Le recollement sur un recouvrement ouvert provient du fait
que c’est local au sens de ZARISKI.



42 5. DESCENTE FIDELEMENT PLATE QUASI-COMPACTE

Le cas affine :
f P
A A?A plof:p20f

M——s M —=M"
Soient N7 et Ny deux sous-modules de M tels que f*(N1) = f*(Na). Alors N1 = No.
En effet Ny = NN M et Ny = NjN M.

Démontrons le résultat plus général suivant : soient N un A’-module, N un

™1
A”-module, et deux fleches N’ ——= N” telles que m; soit p;-linéaire et induise

T2
un isomorphisme N” ~ p¥(N’) de A”-modules. Alors si N est le noyau du couple
(m1,m32), N est un A-module, et la fleche N — N’ induit un isomorphisme f*(N) ~
N’ de A’-modules.

Il suffit de démontrer que ’on obtient un isomorphisme apreés le changement de
base A—Ls A’. Donc on peut supposer que f admet une section o

f

At Ty

D2
a’l ia@l

A—> A

avec (c®1)op; = fooet (6 ®1)opy =14/, donc
(0 ®1)"p{(N') = o™ (N')
(c®1)"p3(N') =N’

donc N’ ~ f*o*(N'). Orlasuite o*(N') ——= f*o*(N') % h*c*(N') est exacte,
donc o*(N’) est le noyau de (71, m3), donc o*(N') ~ N, do;c N’ = f*(N). O
COROLLAIRE 4.2. Soit I' un idéal de A’ tel que p1(I')A” = po(I')A”. Si I =
I'NA, alors I' =TA'.
PROPOSITION 4.3. Soit H(S) = {T C S | sous-schémas fermés de S}. La suite
H(S)——= H(S") —= H(S")

est exacte.

4.2. Descente de propriétés de Modules. g: S’ — S fpqc, F un faisceau
quasi-cohérent sur S. On se propose de mettre en relation des propriétés de F et
de g*(F).

REMARQUE. Si la propriété P considérée est locale (au sens de ZARISKI) et
stable par changement de base, si on a montré dans le cas de deux schémas affines
que

F vérifie P = F vérifie P

Alors pour un morphisme quelconque
' vérifie P <= J vérifie P

En effet on peut supposer S affine puisque la propriété est locale. Alors S" = Jg,;0 Si
ou chaque S; est affine, donc T = [[ 5] est affine et T — S est fidélement plat.
T—S5 —=8.

F' veérifie P = F/, vérifie P = F vérifie P
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EXEMPLES. — de type fini
— de présentation finie
— localement libre de type fini
— exactitude des suites

On est ramené a un probléme d’agébre commutative : soit A — A’ une A-
algebre fidélement plate, M un A-module, M/ = M @4 A’. Alors si M’ est de type
fini (resp. de présentation finie, resp. localement libre de type fini) il en est de méme
de M.
(1) de type fini
M = @Mi, M; sous-module de type fini de M, =— M’ = hglMl’,
M! = M; ® 4 A" sous-module de type fini de M’ = pour i assez grand,
M =M = M= M,.

(2) de présentation finie
M est donc déja de type fini, on a une suite exacte

0-R—L—M—=20
avec L libre de type fini, —

0—-R —L —M -0
Si M’ est de présentation finie, R’ est de type fini, donc R aussi, donc M
de pésentation finie.

(3) localement libre de type fini
c’est équivalent & « plat et de présentation finie ». Donc c¢’est une propriété
qui se descend.

4.3. Descente de propriétés de morphismes de schémas. La remarque
faite en §4.2 reste valable. La plupart des propriétés des morphismes sont conservées
par descente :
— surjectif, injectif, radiciel : [12, vol. 24, 2.6.1]
— ouvert, fermé : [12, vol. 24, 2.6.2]
— universellement ouvert, universellement fermé, universellement bicontinu,
homéomorphisme universel, quasi-compact, quasi-compact dominant : [12,
vol. 24, 2.6.4]

— séparé, localement de type fini, localement de présentation finie, de type
fini, propre, isomorphisme, immersion ouverte, immersion fermée, affine,
fini, quasi-fini : [12, vol. 24, 2.7.1]

— plat, lisse, étale : [12, vol. 32, 17.7.3]

ATTENTION. Ne sont pas conservés : projectif, quasi-projectif, immersion locale,
voir EGA [12, vol. 24, 2.7.3].

Quelques exemples de démonstrations

X 25X

1)

Y’ 5 Y B fpqc

— injectif : f(z1) = f(z2) = y, B surjectif = Fy € Y’ B(y) = y. Alors
) = (v, x1),25 = (v, 22) € X' sont tels que f'(x)) = f/(x4) = ¢/, donc
x) = xh et ensuite 1 = a(z)) = a(z)) = 2.

— surjectif : évident puisque § surjectif
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— ouvert (resp. fermé) : g: S” — S, E C S. Alors g~ !(E) ouvert (resp. fermé)
<= F ouvert (resp. fermé). « étre ouvert » est une propriété locale. Dans
le cas affine on a vu que si S' — g7 }(E) = ¢g7}(S — E) est fermé, S — E est
fermé, donc E est ouvert.

— homéomorphisme : il suffit de vérifier que f est ouvert U C X ouvert, donc
B~HU) ouvert de X', donc f'(a~1(U)) ouvert dans Y’, or f'(a~}(U)) =
B f(U)), donc B~L(f(U)) est ouvert dans Y, donc f(U) est ouvert dans
Y.

5. Exemples

5.1. Extension de corps fini galoisienne. Soit & — k' galoisienne de
groupe G, n = |G| = [k : k] son degré fini. L’application suivante est un iso-
morphisme d’anneaux :

K gk —s k"
AN = (9NN )gec

L’espace topologique Spec k' @ k' a donc n points isolés. Sur chacun d’eux, ’anneau
est le corps k’. Les deux structures de k’-algébres sont données par les 2 fléches :

=k @k = k™
z— 21— (9(x))gec
r— 1@z — (2)4ea

g
c’est-a-dire que sur chaque composante de k'™ on a les 2 fléches : k' —= k' .
1

Traduction du théoréme dans ce cas particulier.

X étant une variété sur k, on lui associe une variété X’ sur k', puis une variété
X" sur k"

X<~——X'=—X"
Sp(iec k<—— Spelc K =— Spelc K
G opére a gauche sur k', donc a droite sur le foncteur représenté par Speck’.
Homg,(Z, Spec k') ~ Hom g (K, 07(2))
G opére a droite par composition.
X' = X X k' (par abus de notations)
Homs(Z, X') = Hom(Z, X)) Xpom(z,k) Hom(Z, k')

G opére a droite sur Hom(Z, k'), donc opére a droite sur le foncteur représenté par
X'

Explicitons : & g € G, on associe une fleche Spec k' — Spec k’, donc une fléche
X X k' = X X k', donc G opére a gauche sur Homx (X', 7).

Le théoréme nous dit alors que la suite :

Homx (X, Z) —— Homx (X', Z) —= Homx (X", Z)
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est exacte. Explicitons ces deux fleches : X" est la somme de n variétés, sur chaque
point de k’", donc Homy (X", Z) ~ Homx (X', Z) x G. Les deux fléches sont les
suivantes :

u+— (gu)gec
u— (u)gea

Donc le théoréme montre que Homx (X, Z) s’identifie au sous-ensemble de Hom x (X', Z)
des morphismes invariants par G.

Descente de sous-variétés

Soient A} et A}, les espaces affines de dimension n sur k et k&’. Une sous-variété
de A7, définie par un idéal o’ de &'[ X, ..., X, ] peut étre définie par des polynémes
de k[X,..., X,] si et seulement si, pour tout g € G, g(a’) = a'.

Exemple : k=R, k' =C -
a’ peut étre engendré par des polynomes a coefficients réels < a’ = a'.

5.2. Cas d’une extension purement inséparable de degré fini. Soit
k — k' purement inséparable de degré fini :

I{?Hk/p:lk”:k’l@kk/
p2
THEOREME 5.1. Soit a un idéal de K'[ X1, ..., X,] = k'[X]. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :
(1) a est engendré par ag = a N k[X]

(2) p1(a) et p2(a) engendrent le méme idéal de k"'[X]

(3) Pour tout opérateur différentiel de k' sur k et pour tout polynome F de
lidéal a, le polynome FP (obtenu en appliquant D auz coefficients de F)
appartient a a.

DEMONSTRATION. | (1) <= (2)|: résulte de I’étude faite sur la descente fpqc.

(1) = @3)|:Pour F € a9 = ank[X], F = > a, X" avec a, € k on a
donc pour un D € Diff (k') — D étant k-linéaire — D(a,) = aa,, o € k'. Donc
FP = aF € K'ay. Comme a = agk’[X], on a par linéarité donc (3).

(3) = (2)]|: Soit a; = p1(a)k"[X], az = p2(a)k”[X]. k" peut étre considéré
comme espace vectoriel sur k' grace a p;. Soit (e))rea une base correspondant a
cette structure, telle que le ler élément de la base soit 1.

Soit F € k"[X], F =Y Fey, F € K¥'[X].
Alors :

LEMME 5.2. ’Feal = VAFAEa‘

DEMONSTRATION. En effet si Fy € a, p1(Fy) a pour coordonnées sur la base :
(p1(F0),0,...,0), donc F € a1 = F =3, pi1(F)G; = 32, p1(Fi) - 32, Giex avec
F; € a,donc F) =), F;G) € a. O

LEMME 5.3. Soit A’ une A-algébre, A” = A’ @4 A’,

f

p
A—L1 o A 4)*1> A
P2
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I le noyau de Uapplication p: A" — A, p(z @ y) = xy.

Soit § : A — A" une application A’-linéaire (A" étant muni de la structure de
A’-module induite par py ). Soit n € N.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 5(I"*1) =0

(2) 60 py est un opérateur différentiel d’ordre < n de A’

DEMONSTRATION. Démontrons-le par récurrence sur n.

n=0:90(I)=0 = J se factorise : 6 = Aoyp A" 2o A et A étant une

NG

A/
application A’-linéaire, est une homothétie. Mais § o ps = Ao popy = A est une
homothétie de A’, donc un opérateur différentiel d’ordre 0.

Réciproquement, si § o py = A
6z @y) = 26(1®y) = xd(p2(y)) = zA(y)
= j(z®1-1®2)=0, = §(I)=0.
n quelconque > 1

D = 6 ops, § est alors défini par §(x ® y) = xD(y). Pour x € A’ on pose
D!, =xD — Dz et §,.(u®v) = uD.(v).

Alors D est un opérateur différentiel d’ordre < n <= Vaz D/, est un opérateur
d’ordre <n—1 <= ¢§.(I") =0 (d’aprés 'hypothése de récurrence).

Explicitons :
8 (u@v) = uD,(v) = u(xD(v)—D(zv)) = d(ur@v—urv) = §((URV)(zR1—-1Rx))

Alors §(I"*Y) = 0 = ¢.(I") = 0, donc D est un opérateur différentiel
d’ordre < n.

D’autre part, si pour tout x ¢.,(I") = 0, alors la formule explicité montre que
§ s’annule sur I*+! =" . T. O

Revenons a notre probléme : k' étant purement inséparable sur k, de degré fini,
k" est donc noethérien et tous les éléments de la forme x ® 1 — 1 ® x sont nilpotents.
Donc l'idéal I qu’ils engendrent est nilpotent.

Donc lapplication § — D = § o po définit une bijection entre I’ensemble des
formes linéaires de k” (muni de sa structure d’espace vectoriel sur k' induite par
p1) et ensemble des k-opérateurs différentiels de &’.

En particulier, soient (px)xea les formes coordonnées. Alors @y o ps est un
opérateur différentiel de k’. Soit alors F' € a, on a

ZPQ CLV Z‘PA o pa(a, 6)\X ZF‘PAOpz
v

Par hypotheése F'#*°P2 € a, donc toutes les coordonnées de ps (F ) sont dans a et par
le lemme 5.2 on a donc po(F') € ay, c’est-a-dire as C a7. En échangeant les roles de
p1 et pa, on obtient donc ’égalité a; = as,. O



Chapitre 6

Descente fpqc des schémas

1. Rappels

Les propriétés d’exactitude dans les ensembles faisant intervenir des limites in-
ductives quelconques et des limites projectives finies restent vraies dans la catégorie
des faisceaux d’ensembles sur un site donné.

EXEMPLES. Les limites inductives sont universelles; autrement dit elles se
conservent par changement de base.

Un épimorphisme de faisceaux p : F' — F est le conoyau de la double fleche
(p1,p2) ou p1 et po sont les projections de F x5 F' sur F'.

Dans une catégorie oul les produits fibrés sont représentables, on considére un
morphisme p : S” — S, les projections de §” = S’ xg S’ sur S’ et les projections de
S =98"xg8" xg 8 sur S” définies par :

p1(s1,52) = 51 p12(81, 82, 83) = (51, 52)
p2(s1,82) = 52 p13(s1, 52, 53) = (s1,53)
p23(s1, 82, 83) = (s2,53)

les s; sont des points de S’ & valeurs dans un objet variable T' de la catégorie. On
P12

p1
a donc un diagramme S <—— §' =—— §” Zpra— S" avec les égalités évidentes
P2 P23
g1 = P1°P12 = P19P13 q=pop1r=pop2
42 = P1 © P23 = P2 P12 T=poq1 =pPoqz =pogs
g3 = P2 0 P23 = P2 ° P13
a1,q92,q3: 8" —=85",q: 5" — S,etr: 8" — S

LEMME 1.1. Soit donné un diagmmme avec des carrés cartésiens comme suit :

X <2 xn B oxm
j»/ i f// \L f/// \L
S S/ S// S///
p b2 D23

Alors les carrés suivants sont cartésiens de méme

X/ X/I X// X//I
pf’l ipzf” (If”i i%f”'
S<~—— g S<—— g
P P

DEMONSTRATION. La démonstration est immédiate et laissée au lecteur. O

47
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2. Théoréme de représentabilité

THEOREME 2.1. Soit F un faisceau fpgc sur la catégorie des schémas sur S ;
sl existe une famille (S, — S) couvrante pour fpqc, telle que pour tout « la
restriction Fo, de F a Sch/S, soit représentable par un schéma X, affine sur Sy,
alors F est représentable par un schéma X affine sur S.

REMARQUE. JF, est, en tant que faisceau sur S, un produit fibré de F par S,
sur S.

Les schémas S’ sur S tels que Fx ¢.5" soit représentables par un schéma X’ affine
sur S’ forment un crible, car les morphismes affines sont conservés par changement
de base.

L’hypothése de 2.1 dit que ce crible est couvrant pour fpqc, la conclusion dit
que ce crible est S.

Ceci se dit encore : la propriété pour un faisceau fpqc d’étre représentable par
un schéma affine sur la base est locale pour fpqc.

Il suffit de montrer le théoréme dans deux cas :
— (Sa — S) recouvrement par des immersion ouvertes (locale pour ZARISKI)
— 8 — S provient d’un morphisme d’anneaux fidélement plat
On commence par montrer le cas : La propriété pour un faisceau pour la topologie de
ZARISKI d’étre représentable par un schéma est locale pour la topologie de Z ARISKI.

DEMONSTRATION. Considérons le diagramme de faisceaux de ZARISKI sur Sch/S

X, X5

S~ Sq<— Saus

F, est la restriction de F a S,. le faisceau F, est représenté par le schéma X, et
I'isomorphisme de faisceaux &,.

Nous avons deux représentants de F,g, ce sont les images réciproques sur Sqg
de (Xa,&) et (Xp,&5), notées (X2,€5) et (Xg,€5). On en tire I'isomorphisme
Uap + X§ — X7 deéfini par Puap = 5.

De méme on a trois représentants de F, g, avec les isomorphismes de restriction
des uqg. En oubliant les indices du haut, on a 1'égalité :

Lallaplipy = §pUgy = &y = Sallay
On en déduit I'égalité : uqgugy = Uy, car £, est un isomorphisme.
Ceci permet de recoller les X, en un schéma X et les £, en un isomorphisme

de faisceaux £ : X — 7.

S est la limite inductive des S, par les immersion (S, — §), donc F est la
limite du systéme correspondant par les (F, — F). de méme X est limite inductive
du systéme correspondant par les (X, — X). Les &, étant des isomorphismes, il
en va de méme pour leur limite £. F est donc représenté par (X, ).

Si, de plus, les X, sont affines sur les S,, X est affine sur S. O
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Soit p : S — S un morphisme de schémas. On forme les produits fibrés S” et
S’ les projections étant numérotées comme en §1. Soit F un faisceau sur S. On
appelle ', F"’ et F'" les restrictions de F a S’, S et S"".

On prendra les morphismes déduits des diverses projections par changement de
base. Ceci donne un diagramme de faisceaux sur S :

/ P
p ) <Y <—— g
Fesr--F =5 =—F

Ph
f f/ f// f///
P1

p S
S g/ T S S
Si p est fpqc, p est un épimorphisme de faisceaux. On en tire par §1 que p est un
conoyau de (p1,p2); les changements de base vont donner aussi : p; conoyau de

(p12,p13), p' conoyau de (p}, p) etc.

DEMONSTRATION. (le deuzieme cas) Ici S et S’ sont des spectres d’anneaux
A et A’, p provient du morphisme d’anneaux fidélement plat i. F’ est représenté
par le spectre de la A’-algébre B’. S”, S"', F" et F""' se représentent aussi avec des
spectres d’anneaux, on obtient un diagramme :

T 12
_—
B'—=x B'—%B"

T >
/ " 11’
i P12

AC - A *% A 4>4> A

12

A"~ A" @4 A" iy et ig sont les fleches i1(a’) = a’ ® 1 et ia(a’) = 1 ® d, ete. Les
carrés sont cocartésiens et ¢ est un noyau de (i1,12) etc.

Soit m : B — B’ le noyau de (m,m). Ceci détermine ¢ : A — B tel que
Top=¢ o1

B "~ B’
® |
A A
et p: Ba A" — B par p(b® da’) = w(b)¢’(a’) On a alors un diagramme :

®1
B®AA/L®1-B/®AA/L>BN®AA/

To®1
ui ﬂ,l lu,,
_—

BI B// T2 BI//

o (/) ® a') = ma (V)" (@ ®1) et 1" (b ® ') = ma3(b).0" (¢’ © 1@ 1).

Les lignes du haut et du bas sont exactes : celle du bas naturellement et celle
du haut parce que A’ est plat sur A.

u' et ' sont des isomorphismes (cf. §1 avec la situation duale). On vérifie
aisément la commutativité du diagramme :

pro(r@l)=mopu
,LLHO(7T1®1):7T12C>IU,/
,LL”O(7T2®1):7T13OIU,/
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Ceci prouve que p est un isomorphisme. Le carré (3) est donc cocartésien. 7 est
donc fidélement plat. Le morphisme qui en résulte est un épimorphisme, donc un
conoyau de la paire de projection : Spec B’ @ g B’ ——= Spec B’ .

Par changement de base dans les anneaux on voit que m; et mo font de B” une
somme amalgamée de B’ et B’ sur B et B” s’identifie naturellement & B’ ®p B’, ce
qui montre en repassant aux faisceaux sur S que F et Spec B sont isomorphes. [

3. Données de recollement et de descente
Dans tout ce paragraphe, on considére un morphisme de schémas p : S’ — S
et le diagramme défini en §1.

On veut exprimer la catégorie des schémas sur S en termes de schémas sur S’
munis d’une donnée supplémentaire.

Pour un schéma X au-dessus de S on a un diagramme

X < x! L X! == xm
-~ - — - s—

’ 1 T T

p = <— am
S%S/%S”%S
D2

Mais quand on dispose seulement d’un schéma sur S’ on obtient deux produit fibrés
sur S” et trois sur S : X{' = pi(X'), X§ = p5(X"), X{" = ¢f(X'), ... etc. On a
des diagrammes (1 = 1,2, k =1,2,3)

X! i XZ(/ X! Pk Xllc”
f’l if{' f’i lf;@”
S p g’ Pi S S p s’ 4k g

DEFINITION 3.1. Soit f: X' — S" un S’'-schéma et soient

;T 1"
X' <" X!

N

S’ Pi S

deux carrés cartésiens (i =1,2). On appelle donnée de recollement sur X' relative
a p un S”-isomorphisme u : X§ = X{'. En plus, on l’appelle donnée de descente,
si pour les images inverses sur S : uja = piy(u), urs = pis(u) et ugg = pis(u) on
@ U3 = U2 - U23

u13

12 23

u
X{// Xé// Xé//

'f///

S///

Dans la situation du carré cartésien (4) on a une donnée de descente naturelle.
C’est une donnée effective.
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DEFINITION 3.2. Soient (X', u) et (Y',v) deux S’-schémas munis de donnée de
recollement relatives a p. On dit que le S'-morphisme h : X' — Y’ est compatible
avec les données de recollement u et v si l'on a : vhy = hju

Xé/ ha Y2”

Xi/ ha Ylll

Les S’-schémas munis d’une donnée de recollement relative a p forment une
catégorie notée Rec(S’/S) dont les morphismes sont ceux que 1'on vient de définir.
De plus si X’ et Y/ proviennent de S-schémas X et Y, alors I'image inverse par
p d’un S-morphisme g : X — Y est compatible avec les données de recollement
naturelles sur X’ et Y. Ceci définit un foncteur

A:Sch/S — Rec(S'/S)
X/S>—> (X X8 S’,u)

THEOREME 3.3. Sip est fpge, le foncteur A est pleinement fidéle.

DEMONSTRATION. Ceci traduit le fait que le diagramme suivant est exact :
Homg(X,Y) —— Homg/ (X', Y’) ——= Homg~ (X", Y")
ou que le préfaisceau Homg(X,Y') est un faisceau fpqc (théoréme 1.1). O

THEOREME 3.4. Sip est fpgc et si X' est affine sur S’, toute donnée de descente
sur X' relative a p est effective.

LEMME 3.5. Awvec les notations ci-dessus, si u est une donnée de descente, il
b b
existe des morphismes miy, Ts, Thy : X§ ——= X} tels que les carrés

’
™
" ki "
X2 < X3

fé/l lf?/’//

S Pkl g
sotent cartésiens.
Si on pose T, = my o u, Ty = Wa, Py = p1 © U3, ph = p2 0 Ua3, P5 = p3 ON ait :
py =T 0Ty =T 0Ty
py = T 0Ty = T 0Ty
Py = Ty 0 Ty = T 0 Ty
DEMONSTRATION. Prenons s = (ps,p2sf4q’). On a déja whmhs = momhs =
p3 = p5. Sion définit 75, : X" — X' par 755 = (p2,p23f4") on a
’LL7T£3 = 775311/23
donc 7y mhy = M uThy = T TaaUi2 = patizz = ph.
Prenons 73 = (p3, m13f5’). On a déja whmis = mamis = p3 = ps. Si on définit
iyt X" — X par 755 = (p1,p13f7") on a
Uy = Ti3U3

- / /
donc T Ty = MUT|3 = T T U1z = P1UI13 = 7.
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! " RN !/ ! / :
Prenons 7y = (p2, m12f4 )uzs. On a déja whmiy = mamly = pauss = ph. Sion

définit 77, : X7 — XY par 755 = (p1,p12f7") on a

/ *
U7T12 = 7T12U12UQ3

- / /
donc T Ty = MUT] 9 = M1 T 9U23 = P1UI3 = P7. (]

DEMONSTRATION. (du théoréme 5.4)

On considére le conoyau 7 : X’ — F du couple (7], 74) dans la catégorie des
faisceaux fpqc. Il existe un unique morphisme f : F — S, tel que le carré suivant
commute

F< X’

() fl |

S<L g
Montrons que si u est une donnée de descente relative a p fpgc, ce carrée est car-
tésien. On appelle m le morphisme (7, f’) : X' — F x5 §’. Le diagramme déduit
de

T
™ [ — /
F<"— X ==X

T2
par le changement de base p est isomorphe &
mml Tio
FxgS ~—2XY =Xy

13

comme on peut voir  ’aide du lemme 1.1 et du lemme précédent 3.5. Donc m o7}
!/ !
est un conoyau de (74, 73).

D’autre part le changement de base f’ appliqué au diagramme

y _ P2 " <;D12 "
S <——85"=—=S§
D13

donne

’
X/ 5 X <7T1;2 X
Ay =T—— A3

13
Donc 74 est conoyau de (715, 73) et m est un isomorphisme.

Si X’ est affine sur S’ et le carré () cartésien, alors F est représentable d’aprés
le théoréme 2.1. On voit alors que u est la donnée de descente naturelle, donc
effective. O

4. Descente des Modules quasi-cohérents

On déduit généralement les résultats du §3 du présent §4. Nous procédons en
sens inverse pour illustrer la souplesse et la commodité du langage de faisceaux
utilisé au §2.

Le lecteur qui désire une démonstration directe du §4 pourra se reporter a la
littérature : GROTHENDIECK SGA1 [10, exposé VIII], « descente fidélement plate ».
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4.1. Donnée de recollement. Soit p : S’ — S un morphisme de schémas.
On cherche & reconnaitre parmi les Og.-Modules quasi-cohérents ceux qui sont
isomorphe a I'image réciproque d’un Og-Module quasi-cohérent.

Soit M un Og-Module quasi-cohérent, p* (M) son image réciproque par p. L’éga-
lité: ¢ = pp1 = pp2 fournit deux isomorphismes naturels de Og-Modules

Psp* M <—— ¢*M — pip*M
Ceci détermine un isomorphisme de Og»-Modules m : p5p* M — pip* M.
Soit un isomorphisme de Og,-Modules g : p*M -+ N. On obtient alors un

isomorphisme de Og»-Modules u : psN — piN tel que

P59
psp* M —— pj

pip"M ——pj
1

soit un diagramme commutatif.

DEFINITION 4.1. Une donnée de recollement du Og/-Module H relative a p est
un isomorphisme de Og-Modules v : p5H — pTI.

Awvec les notations ci-dessus, m est la donnée de recollement naturelle du Mo-
dule p*M, u est la donnée de recollement sur N induite par g.

Une donnée de recollement v sur H est dite effective s’il existe un Og-Module
X et un isomorphisme h : p*XK — H tels que v soit la donnée de recollement sur H
induite par h.

4.2. Donnée de descente. Avec les notations ci-dessus, considérons le dia-
b
gramme:

@M e aip*M BN —g;
r*M
14 Z\L 14 14 ?
Piag™M
Piapsp™M — Piapip*™™M P1aPsN —— piapiN
Pipom Piou

Le triangle intérieur est commutatif par le choix de m. Les trapézes lateraux sont
commutatifs. On choisit mis de fagon que le grand carré commute, aussi le triangle
supérieur est-il commutatif ?

On obtient de méme les triangles commutatifs relatifs & pjs et p3s.
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Dans le diagramme suivant, les petit triangles sont commutatifs, et les fléches
qui interviennent sont des isomorphismes; il s’ensuit que le grand

@GBp*M aGip™
m23 T*M mi3
Zi
;p™™M

triangle est commutatif. Cette commutativité « se transporte »par 1'isomorphisme
g, ce qui donne une condition nécessaire d’effectivité:

U12U23 = U13

DEFINITION 4.2. Une donnée de recollement est appelée donnée de descente si
elle vérifie la relation ci-dessus.

On vient de montrer que toute donnée de recollement effective est une donnée
de descente.

4.3. Rappel: Algébre symétrique et fibré vectoriel. Voir les exemples
3.1 et 3.2 au chapitre 1.

Si M est un Og-Module quasi-cohérent, on sait lui associer une algébre sur
Os quasi cohérente et graduée Og[M] = &, (O0g[M]),, et un isomorphisme de Og-
Modules p(M) : M — (Og[M])1 qui a les propriétés universelles:

Si A est une Og-Algebre graduée et p’ un morphisme de Og-Modules de M
vers A; qui est le module des termes homogeénes de degré 1 de A, alors il existe une
factorisation unique par un morphisme de Og-Algebres graduées a : Og[M] — A
avec i = au(M).

Si A est une Og-Algébre et 1/ un morphisme de Og-Modules de M vers A, alors
il existe une factorisation unique par un morphisme de Og-Algébres a : Og[M] — A
avec p' = au(M).

Soit f : V(M) — S le spectre de la Og-Algébre Og[M] (son existence est une
conséquence du théoréme 2.1 énoncé pour la topologie de ZARISKI seulement). Le
spectre affine V(M) s’appelle le fibré vectoriel du Og-Module M.

Un morphisme de Og-Modules u : M — N donne un morphisme d’Algébres
graduées i : Og[M] — Og[N], défini par p(N)u = 4u(M), donc un morphisme de
S-schémas V(u) : V(N) = V(M). On vérifie facilement que V est un focnteur.

Le morphisme d’adjonction M — p,p*M donne un morphisme p de schémas
du fibré vectoriel de p*M sur S’ dans le fibré vectoriel de M sur S. On a alors un
carré cartésien

V(M) <—2— V(p*M)
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ot
wt

4.4. Effectivité des données de descente fpqc des Modules quasi-
cohérents.

THEOREME 4.3. Soit un morphisme de schémas p : S — S. Si p est fpqc,
toute donnée de descente sur un Qg -Module relative a p est effective.

DEMONSTRATION. Soit N un Og/-Module muni de la donnée de descente u. No-
tons Y/, YY" les schémas V(N), V(piN), V(¢ N) et f', f!', fI" leurs projections
sur S’, 5", S" respectivement.

On désigne par p}; le morphisme de schémas Y;” — Y;' déduit de p;; par

Pisomorphisme naturel ¢fN — pi;psN.

De méme on désigne par pj; le morphisme de schémas Y, — Y{" déduit de p;;

par lisomorphisme naturel ¢;N — p#;piN.
On note U = V(u)~! et U;j = V(u;;) L.

Apres les quelques vérifications qui s’imposent, & savoir:

— P2l =G

- ﬁlpéj =qi

- Up{ilj = p;jUij

— compatibilité avec les projections sur le diagramme des S, S” et S"”
on obtient une donnée de descente sur le schéma Y’ affine sur S’.

Si p est fpqc, on obtient une donnée effective, donc un schéma Y sur S s’insérant
dans le diagramme :
y <P _yr P Yy

fl f/l P2

S <P S’ Y2//
Le carré est cartésien et p est le conoyau du couple (p1U, p2) et du couple (p1, p2V (u))
et le morphisme f est affine.

Par adjonction, la Og-Algébre quasi cohérente f,Oy apparait comme le noyau
da le double fleche p, 1Oy ——= ¢, [, Oy~ déduite de (P2, p1U).

On obtient une graduation sur f,Oy par intersection avec une celle de p, fLOy~.
Ceci fournit un Og-Module quasi-cohérent M = (f.Oy )1, qui est une limite projec-
tive du systéme

Dxp1xPIN

T

p*p2*p§N
Nous avons de la sorte obtenu un O g-Module M avec un morphisme de Og/-Modules
M = po f1Oy+ = p.N; ce qui procure par adjonction un morphisme de O g--Modules
t: pM — N. On a évidemment compatibilité entre la donnée de recollement
naturelle sur p*M et la donnée u. Reste & voir que t est un isomorphisme.

Pour cela, on sait que le carré est cartésien. Ce qui donne p,f.Oys comme
produit cartésien de f.Oy par p,Og: sur Og. En repassant aux composantes de
degré 1, on voit apparaitre N comme isomorphe & M ®¢, Og/, donc N isomorphe
par t a p*M. O
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5. Exemples

Soient k un corps et E un espace vectoriel de doimension finie. On a un

k-morphisme de schémas p : S — S ot S’ = V(E) — {0} et S = P(E).

Avec une base zg, 1, ...,z, de E on peut décrire p localement (au-dessus

de z; # 0) a laide du morphisme d’algébre

k[z—j ...,%]C—>k[z1,...,xn,i}

Ce morphisme est affine, donc quasi-compact, et libre, donc fidélement plat.
Sur les fibres de p, le groupe multiplicatif pu; = Speck[Z] opére par

homothéthies et le morphisme

/LkXS/—>S/><sS/
(0,8') — (0§, 8")

est un isomorphisme, ce qui fait apparaitre gy x S’ comme le produit fibré
S’ X g 8". On peut alors identifier le produit fibré triple de S’ sur S, qui est

M X (g X Sl l) SW

(o,7,8) — (078", 75", 5")
avec les projections canoniques

p12(o,7,8") = (0,75)

p13(o,7,8") = (o1,5)

p23(07 T, 8/) = (T’ sl)
Sous la forme gy, x S’ du produit fibré, une donnée de recollement sur un
S’-schéma X’ se présente comme une fleche py x X’ — X’ compatible avec
Paction de pg sur S’. Ce sera une donnée de descente si de plus cette loi
fait opérer le groupe g sur X’. On a donc ce résultat que, si X’ est un
schéma affine sur V(E) — {0}, sur lequel py opére de fagon compatible avec
les projections et les homothéthies de V(E) — {0}, alors X’ « se descend »
en un schéma affine X sur P(F).

On voit en passant que X est le quotient de X’ par action de py.

Soit k&’ une extension galoisienne finie de k, de groupe G. G opére a gauche
sur k' pas automorphisme sur k. Il opére donc a droite sur S’ = Spec &’ par
k-isomorphismes. Si X est un schéma sur S = Spec k, le groupe G opére sur
X' = X x5S’ par X-isomorphisme, et X est le quotient de X’ par I’action de
G (voir Mumford [15, IL., §4, Th.1, Cor.]). Le produit fibré S’ xg.S" peut se
mettre sous la forme S’ x G avec les projections p;(s’,0) = s'o,pa(s’,0) = §'.

Comme précédemment, une donnée de descente se décrit comme une
opération du groupe G a droite sur X’ compatible avec I'action de G sur
S’

Si le schéma X’ est affine sur S’ et subit une opération par G a droite
compatible avec les projections, il se descend en un schéma X affine sur S,
qui est le quotient de X’ par I'opération de G.

Sion prend k£ = R et k' = C, la démonstration se réduit & une conjugaison
u qui doit étre compatible a celle de C (pour le recollement) et involutive
(descente).

Par exemple, si on prend X’ = Spec C[T]/(T? + 1) et w(T) = T on
obtient X = Spec R[T]/(T? + 1); en revanche, si u(T) = —T, on trouve
X = SpecR[W]/(W? — 1), avec T = iW.



Chapitre 7

Pro-représentabilité

1. Introduction

Soit F' : (Sch/S)° — Ens un foncteur contravariant sur la catégorie des
S-schémas, a valeurs dans la catégorie des ensembles. On voudrait connaitre des
conditions nécessaires pour que F’' soit représentable et éventuellement, des rensei-
gnements sur le schéma X susceptible de le représenter.

Nous appellerons foncteur exact a gauche (resp. a droite) sur une catégorie C
tout foncteur qui commute aux limites projectives finies (resp. limites inductives
finies) ou, ce qui revient au méme, tel que, toutes les fois que X x Y existe dans
C,FIXxY)=FX)xF(Y) et si N— X est un noyau du couple de fleches

f F(f)
X—=Y, F(N) = F(X) est un noyau du couple F(X)—=F(Y) (resp.
g F(g)

F(XUY)=F(X)UF(Y) et F commute au conoyau).

Un foncteur contravariant sur C sera dit exact a gauche, s’il ’est sur C° comme
foncteur (covariant).

Si F est un foncteur représentable de (Sch/S)° dans Ens, représenté par X
(i.e. VT € (Sch/S), F(T) ~ Homg (T, X)) alors F est exact a gauche.

Si C' est une sous-catégorie pleine de (Sch/S) telle que les limites inductives
finies dans C’, si elles existent, soient les mémes que dans (Sch/S), alors le foncteur
F|C'° : C'° — Ens est exact a gauche.

Dans (Sch/S) les sommes directes existent et il sera en général facile de vérifier
que F' commute aux produits dans (Sch/S)°. Mais les conoyaux dans (Sch/S)
n’existent pas nécessairement. Les conoyaux, qui existent toujours dans la catégorie
des S-schémas affines (correspondant aux noyaux dans la catégorie des anneaux),
ne restent pas en général des conoyaux dans la catégorie (Sch/S).

Voici néanmoins deux cas ol les conoyaux existent :

ler cas. Soit 7' un S-schéma, T’ — T un S-morphisme couvrant pour la topolo-
gie fpqe, T = T xT". Alors on a vu que 77 — T est un noyau de la double fléche
canonique 7" ——= T’ . La condition d’exactitude a gauche dans ce cas, redonne
simplement le fait que F' est un faisceau pour la topologie fpqc.

2¢me cas. Soit s € 9, posons Ogs = A, et considérons la catégorie C{ des
spectres de A-algébres de longueur finie ou Cp est la catégorie des A-algébres de
longueur finie. C’est une sous-catégorie pleine de (Sch/.S), dans laquelle les limites
inductives finies existent (trivial) et sont conservées dans (Sch/S). En effet, Spec Al
Spec B = Spec(A x B) est le coproduit de Spec A et Spec B aussi bien dans C3 que

f
dans (Sch/S). De plus, si ’on a un couple de fleches Spec B —— Spec A4 , il admet
g

dans C{ un conoyau Spec K (ot K = Ker A ——% B ) qui est aussi conoyau dans

57
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(Sch/S). En effet : Si ¢ : Spec A — Y est un morphisme dans le S-schéma Y, tel
que po f =pog, ¢ se factorise par Yy =Y xg Spec(A), et ppo f=ppro0g,

Y <— Y,

S

Spec K <—— Spec A =—— Spec B

7

Spec A

car YA — Y est un monomorphisme. D’autre part, A étant de longueur finie sur
A, ¢4 se factorise par Spec[[,.;<, Oy, 4 (produit fini) ce qui nous rameéne au cas
affine, d’ou la conclusion.

En outre, si F' est représentable par X sur (Sch/S), pour tout A € Cy, en
notant Fa(A) = F(Spec A), on a

Fa(A) = F(Spec A) = Homg(Spec A, X ) = Homgpec A (Spec A, X4)

donc
Fp(A) = HomA(H Ox,,2,A)

ou x parcourt ’ensemble des points de Xz & extensions résiduelles finies. On a alors
un isomorphisme

—

HOIIIA (H OXA,$7 A) ;> HomA—cont(H OXA,;E; A)

x

ou [[, Ox, 2 est le complété de [ ], Ox, » pour la topologie dans laquelle les idéaux
ouverts J sont ceux tels que [[, Ox, »/J sont de longueur finie sur A (idéaux de
colongueur finie). Donc

—

Fy(A) = Homa—cont (] [ Ox, .00 A)

La connaissance du foncteur hx sur Cy équivaut donc a la connaissance de 1’al-
gebre topologique compléte [ [, Ox, .. Elle est canoniquement splittée en le produit

]_[x Ox, » des complété des anneaux de X aux points de X a extensions résiduelles
finies (complétés pour la topologie des idéaux de colongueur finie). En particulier si
X est localement de type fini sur S localement noethérien, on obtient le produit des
complétés des anneaux locaux aux points fermés de X (complétés pour la topologie
définie par leur idéal maximal).

Nour allons voir que réciproquement, un foncteur F' sur Cy, exact a gauche, est
décrit par une algébre topologique du type précédant.

Bref si F': (Sch/S)° — Ens est localement de présentation finie sur S et exact
a gauche sur Cp on peut dire intuitivement, que ’on connait déja les complétés des
anneaux locaux de 'hypothétique schéma X qui représente F', aux points fermés
de X;.

2. Pro-catégorie d’une catégorie. Critére de GABRIEL

Soit C une catégorie. On lui associe la catégorie ProC (voir [9, 195, A.2|) dont
les objets sont des sytémes projectifs filtrants Xo = (X;);er d’objets de C, et les
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morphismes de I'objet X, = (X;);er vers 'objet Yy = (Y;);es sont défini par

HomPTOC <X07 Yo) = @MHomC(Xia }/j>
jeJ el
Les objets de ProC sont dits pro-objets de C. Le foncteur i : C — ProC, qui & X
associe le systéme projectif {X} est pleinement fidéle et exact & gauche.

Un foncteur F sur C, a valeurs dans Ens est dit pro-représentable s’il existe un
isomorphisme £ : h'gHom(Xi, o) — F, oul X, est un objet de ProC. Si X € C et
si 'on pose hx = Home (X, o), Hom(hx, F) — F(X). On peut donc considérer ¢
comme élément de @iel F(X;). On dit que le couple (X,,&) pro-représente F'.

X, est dit pro-objet strict 'il est isomorphe & un pro-objet (X;);cr ou tous les
morphismes X; — X; sont des épimorphismes.

Si (X.,&) représent F avec X, pro-objet strict, F est dit strictement pro-
représentable.

SiF:C—&ns, X €C, &€ F(X) on dit que le couple (X, &) est minimal si

pour tout monomorphisme 1 : X’ — X noyau d’un couple X ——= X", I'existence
d'un ¢ € F(X') tel que F(u)f’ = ¢ entraine que u est un isomorphisme.

On dit qu’un couple (X, ) domine un couple X" £") ¢’il existe un morphisme
v: X — X" tel que £’ = F(v)¢.

PROPOSITION 2.1 (critére de GABRIEL). Soit C une catégorie avec des limites
projectives finies et F': C — Ens. Les deux conditions suivantes sont équivalentes

(1) F est strictement pro-représentable

(2) F est exact a gauche et tout couple (X,€) (£ € F(X)) est dominé par un
couple minimal.

DEMONSTRATION. (1) = (2) Si F est pro-représentable, F' est exact a
gauche. Soit ' représenté par (X, &), oit X, est un objet strict de C et £ = (§;) €
]glF(Xl) ; hx,—F est un monomorphisme (car X, est un pro-objet strict).

Soit X’ —“> X; —= X" une suite exacte pour laquelle il existe ¢’ € F(X")
tel que & = F(u)&’. Les deux images de ¢ par F(X;) —= F(X") coincident,

donc les deux morphismes hx» ——% F coincident et se factorisent & travers
hx, = F qui est un monomorphisme, donc les deux morphismes sont égaux, donc
u est un isomorphisme et (X;, ;) est un couple minimal. Soit £ € F(X) déterminé
par n: X; — X, on vérifie que £ = F(n)&; donc que (X, &) est dominé par (X;,&;).

(2) = (1) Soit I I’ensemble de tous les couples minimaux. Pour tout ¢ € I, on
note X; le premier élément d’un couple 7. On dit que ¢ < j s’il existe un morphisme
wi; 1 X; = X, tel que F(p;;)&; = &. Un tel morphisme est unique (car (Xj,&;) est
minimal) donc X, = (X;, ¢;5)icr est un pro-objet strict de C. Soit G le foncteur pro-
représenté par X,, alors G ~ F'. En effet les §; : hx, — F sont des épimorphisme, car
si ¢ € F(X), il existe un couple minimal (X;, ;) dominant (X, ) donc & est I'image
de X — X, par le morphisme hx,(X) - G(X) — F(X), donc G(X) — F(X) est
surjectif. O

COROLLAIRE 2.2. Si C est une catégorie avec des limites projectives finies ot
tout objet est artinien, les foncteurs strictement pro-représentables sont des fonc-
teurs exact & gauche de C dans Ens.
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Ce corollaire s’applique au cas de C, dont tout objet est artinien.

Soit F' un foncteur exact a gauche sur Cp, pro-représenté par l’algébre topo-
logique R. Alors R se décompose canoniquement en produit de ses composants
locaux, R;,i € I. Chacun de ces R;, correspond & un sous-foncteur exact & gauche
F; de F. On souhaiterait traiter séparément chacun des foncteurs F;. Le foncteur
F; est facile & décrire dans le cas ou I'extension résiduelle de R;, relativement a A,
est triviale.

En effet, soit k le corps résiduel de A. Le morphisme canonique R; — k définit
un point £ € Fa(k). Pour toute A € Cy, locale & extension résiduelle triviale, F;(A)
est alors la partie F¢(A) de F'(A) dont I'image dans F'(k) est égale & £. On définit
ainsi un sous-foncteur F; de F, sur la sous-catégorie de Cp formés des algébres
locales & extension résiduelle triviale, qui est pro-représenté par R;.

3. Espace tangent

3.1. Espace tangent & un k-schéma en un point rationnel. Soit £ un
corps, A une k-algébre A = k[X;]ics/I, X = Spec A. Soit x € X tel que k ~ k(x)
(i.e. x rationnel).

On supposera que x est le point origine de 1’espace k7, ce qui est loisible moyen-
nant un changement d’origine de cet espace.

Si F € I on notera F) la composante homogéne de degré 1 de F. On a :
VFel F0)=0et FU =% _, 22(0)- X,

Soit v = (v;);cs € k7 (espace vectoriel). On dira que v est tangent en x a X
relativement & k si et seulement si « la droite D de direction v », passant par (0),
a avec le schéma X une intersection d’ordre au moins égal a 2.

VE el F(tv)=tF® )+ t>o(t,v)
on doit donc avoir V F € I : FD(v) = 0 ie. 3,0, 25(0) - v; = 0. 1l apparait
clairement que ’ensemble des vecteurs tangents v est un k-espace vectoriel.

DEFINITION 3.1. Soit X = Spec A comme ci-dessus. Soit x € X rationnel sur
k. On appelera espace tangent en x a X relativement a k et on notera Tx(x)
lespace vectoriel défini ci-dessus.

PROPOSITION 3.2. Soient X,x comme ci-dessus. Soit Ox 5 l’anneau local de
X en x, m, son idéal mazximal. Alors

TX/k(x) L) HOmOX,T/ (QOX,;E/k” k(l‘)) L) Derk(OX’:E, k(CC))
5 Homy (m, /m2, k(z)) — Homp—a14(Ox 2, k(z)[T]/(T?))

DEMONSTRATION. 1) Qo /i : module des k différentielles de O x ., isomorphe

OF
(D 0xdXi)/ (3 55 8%i) pes
ieJ i€J
Si on munit k(x) de sa structure de A-module au moyen de A — Ox , — k(z) on
a alors: Homo  , (Qo ., /k, k(x)) — Homa(Q4/y, k()) et comme
OF

Qagn — P AdX;/( % X res
ieJ ieJ ’

la définition d'un vecteur tangent entraine que T'x () 5 Homy (Qayr, k(x))
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2) HomOx,m(QOx,z/ka k(z)) — Der(Ox 4, k(x)) par définition de Qox . /k-

Der (Ox 5, k(2)) — Homp_a1g(Ox,0, k(2)[T]/(T?))
par D +— f

avec pour z € Ox, f(2) =24+ D(z)-T,onz=z+m, € Ox,/m, = k(x) la
classe de z dans le corps résiduel.

3) Der(Ox 4, k(x)) — Homg(m,/m2, k(x)) est défini par : si D est une dériva-
tion, D(m2) = 0 d’ott une application linéaire f : m,/m2 — k().

Réciproquement:
on considére k ~ k(x) C Ox , soit z € Ox , alors z — Z € m,, donc si f est une
application linéaire m, /m2 — k(x) on définira D par D(z) = f(z—2) mod m2. O

REMARQUE. (1) Si A est une k-algebre de type fini, T'x /() est un k-espace

vectoriel de type fini.

(2) On voit que Tx/i(x) ne dépend que de I'anneau local de X en z, ce qui
conduit & poser:

DEFINITION 3.3. Soit X un k-schéma, x un point rationnel de X. On appelle
espace tangent en x a X relativement a k [’espace vectoriel

Tx/k({E) = Homk(mz/mia ]i)({L'))

Si X est localement de type fini sur k, T'x/i(x) est un k-espace vectoriel de
type fini.

Si ’on n’impose pas de corps de base, il y a quand méme une suite utile dans la
situation locale, donnant ’espace cotangent, comme suit: soit donné un morphisme
locale u : A — B d’anneaux locaux & extensions résiduelles triviales : K4 — kg =:
k. Pour tout k-espace vectoriel V il y a la suite exacte suivante (démonstration
immédiate):

0 — Dera(B,V) — Homy(mp/m%, V) — Homy(ma/m?%,V)
On a donc la suite exacte de k-espaces vectoriels:

(5) my/m% — mp/my — Qg4 @pk—0

3.2. Espace tangent a un k-foncteur. Soit £ la catégorie des k-algébres
locales finies de la forme k[V] =k @V ou V est un k-espace vectoriel de type fini,
considéré comme un idéal de carré nul. Soit F' : £ — Ens un foncteur. Alors la
catégorie € posséde des produits finis : k[V & W] — k[V] x k[W].

Soit G le foncteur qui a tout k-espace vectoriel de type fini associe G(V) =
F(k[V]). Pour tout £ € G(0) = F(k) on définira un foncteur G de la fagon suivante:
Soit V' — 0 I'application canonique, d’oil 'application augmentation : k[V]—k.
Alors: G¢(V) = F(m)7(€).

Considérons la condition suivante : V £ € F(k) et V V, W espace vectoriel de
dimension finie, I’application canonique :
(E) Ge(VEW) = Ge(V) X Ge(W)  est bijective
Soit € le k-espace vectoriel k.

PROPOSITION 3.4. Soit V la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension
finie. Soit Ab la catégorie des groupes abéliens, soit V' la catégorie des k-espaces
vectoriels.

(1) Tout foncteur additif G : V — Ab se factorise en V — V' — Ab.
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(2) Tout foncteur additif G : V — Ab vérifie : G(0) =0 et VV,W €V on a
GV o W) = G(V) x G(W). Sous ces conditions la structure de groupe
abélien de G(V) est la structure déduite de l’isomorphisme ci—cée(s%us au
moyen de Uapplication canonique : G(V) x G(V) =5 G(V & V)ZZG(V)
ouo: VOV =V estl’addition dans V.

(8) Soit F': £ — Ens un foncteur vérifiant (E). Alors pour tout £ € F(k), G
est un foncteur en espaces vectoriels, l'addition dans G¢(V') est celle décrite
dans (2). Alors G¢ est additif et il existe un homomorphisme canonique et
fonctoriel en V' : Ge(e) @, V = Ge(V) qui est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. (1) provient de la fonctorialité et du fait que la multiplica-
tion par un scalaire est k-linéaire.

(2) Si G est un foncteur en groupe abélien et si G est additif (i.e. si f,g sont
deux homomorphismes de V dans W, alors G(f+g) = G(f)+G(g)), alors G(0) = 0
provient de ce que l'identité de G(0) est égale a la multiplication nulle. L’iso-
morphisme de déduit alors de I’existence de sections et retractions pour la suite
0=G0)—=>GV)=>GVaW)—GW)— G(0)=0. I est clair que ’homomor-
phisme G(V) x G(V) = G(V @ V) — G(V) vérifie les propriétés d’une addition
dans G(V). Comme c’est un homomorphisme pour la structure de groupe abélien,
on en déduit, par un argument du genre [13, II; lemme 3.10] que c’est application
définissant la structure de groupe de G(V).

(3) Soit F' vérifiant (E), alors 'isomorphisme en question permet de définir une
application G¢(V) x G¢(V) — G¢(Va V) — Ge(V) qui vérifie les propriétés dune
addition, si f : V' — W est un homomorphisme, G¢(f) est un homomorphisme, la
propriété pour une loi de composition (resp. pour une application) d’étre une loi de
groupe (resp. un homomorphisme) se traduisant a 1’aide de diagrammes commuta-
tifs ol interviennent des applications entre produits d’objets de la catégorie.

L'additivite de G : si f,g € Homy(V, W), VESW & W — W on le 26 mor-

phisme est I'addition de W, d’ou le résultat d’aprés la définition de 'addition de
G(V).

On a d’ailleurs : V -~ Homg(e, V'), d’oit un homomorphisme fonctoriel en V' :
Ge(e) @,V — G¢(V). Les deux membres commutent aux sommes directes finies et
on a un isomorphisme si V = ¢, d’ou le résultat. O

DEFINITION 3.5. Soit F : £ — Ens un foncteur, soit £ € F(k). Alors on appelle
espace tangent en & a F' l’ensemble G¢(e). Si F' vérifie (E) c’est un espace vectoriel
d’apres la proposition 5.4. On le note T/ (§).

REMARQUE. Soit S un schéma, X un S-schéma, s € S, Og , 'anneau local de S
en s, k le corps résiduel de Og ;. Alors X définit un foncteur de £ dans Ens, a savoir
F(k[V]) x Homg (Speck[V], X). Alors tout £ € F (k) correspond biunivoquement a
un point z de X rationnel sur S au-dessus de s; la proposition 3.4 montre alors que
lespace tangent en x de X ®g k(s) est isomorphe & Ge(s), le foncteur F' vérifiant
alors (E).

PROPOSITION 3.6. Soit F' : £ — Ens un foncteur vérifiant (E). Alors V £ €
F(k) le foncteur G¢ : ¥V — Ens (qui est alors un foncteur en k-espace vectoriel) est
pro-représentable. En outre: G¢ représentable <= G¢(g) est un k-module de type
fini; alors G¢ est représentable par le dual de Ge¢(e).
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DEMONSTRATION. Soit G(e) = lim, _ W; limite inductive filtrante de sous-
module de type fini. Soit V€ V; on a

(hg W)@V = hgl(Wl V) = liLnHomk(WiV, V) =5 Ge(V)

iel iel iel

Autrement dit, le systéme projectif (W}”);cr pro-représente Ge.

Montrons: si G¢(e) est un module de type fini, le systéme inductif (W) est
stationnaire, il existe i tel que W; = G¢(e), alors W, = G¢(g)V représente Ge. Si
G¢ est représentable par un k-module de type fini W, on a:

Ge(e) = Homg(W,e) — WY <= W = Ge(e)

Le systéme projectif (W,");er pro-représente G¢. On aura donc

Ge(V) = Homone (lim WY, V)
el
@ie s W, étant muni de la topologie limite projective des topologies discrétes.

—

Alors ce module n’est autre que le complété Ge(e)Y de Ge(e)Y pour la topolo-
gie linéaire dont un systéme fondamental de voisinages de 0 est fourni par les
(Ge(e)/ W)

Soit ’homomorphisme canonique Ge(e)¥ — Ge(e)Y = @Wiv On en déduit
pour tout k-espace vectoriel de type fini V', un homomorphisme :
Hom cone (lim W;', V) — Homy (Ge(e)”, V)
el
Supposons que ces deux foncteurs sont isomorphes. Alors en prenant V = &, on
obtient Ge(e) — Ge(e)VY, == G¢(e) est un k-espace vectoriel de type fini.
Alors Ge¢(e)Y représente Ge. O

REMARQUE. (1) Le catégorie V des espaces vectoriels de type fini étant
artinienne, la pro-représentabilité de G¢ se déduit aussitot de son exactitude
a gauche, par le critére de GABRIEL corollaire 2.2.

(2) SiX est un k-schéma, on a vu que le foncteur F' : £ — Ens qui & k[V] associe
Homy,(Spec k[V], X) vérifie (E) et que G¢(e) était isomorphe a T'x /1, (§) pour
tout £ € F(k). Alors si X est localement de type fini, G¢(¢) est un espace de
type fini dont le dual représente G¢. Comme G¢ — Homy(m,/m2, k(z))
on déduit que G¢ est représentable par m,/ m2.

EXEMPLE 3.7. Soit V un k-espace vectoriel de type fini. Soit GL(V') le foncteur
de (Sch/k)° dans Ens tel que : GL(V)(S) = Auto,(V ®% Og).

On en déduit un foncteur de € dans Ens, qui vérifie (E) (car GL(V) est re-
présentable par un k-schéma affine de type fini).

PROPOSITION 3.8. Soit e € GL(V)(k) lidentité V. — V. Alors il y a un iso-
morphisme canonique
Endg (V) — Tauv)/k(e)

DEMONSTRATION. Tarvy/k(e) = GL(V)c(kle]) = ensemble des k[e] auto-
morphisme de V ®j, k[e] qui se réduisent a l'identité par le changement de base
kle] — k. Si f € Endg (V) soit h € Homy(V @4 kle],V @ kle]) défini par h =
Idy i+ (f®1)(0@1) ie h(z) = 2+ (0®1)(f@1)(2), alors h € Auty(V @y kle])
et h se réduit suivant l'identité.

Réciproquement a tout h on associe 'endomorphisme f de V tel que (0®1)f®
1 - h_IdV®k[6] |:|
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3.3. Foncteurs pro-représentables. Soit F' : Cpy — Ens un foncteur ou
A = anneau local noethérien; Cy = catégorie des A-algébres de longueur finie a
extensions résiduelles triviales. Soit &k le corps résiduel de A. Soit E la restriction
de F a la catégorie & et £ € E(k). On suppose que F' est pro-représentable ; alors
E vérifie (E). Soit O¢ I’algébre locale séparée compléte correspondant & £ et mg son
idéal maximal.

Alors on sait que : O¢ noethérien <= m /mz est un O¢/mg espace vectoriel
de type fini (BOURBAKI |2, III, §2, cor. 5 du th. 2]). De plus la topologie de O¢ est
alors la topologie m¢-adique.

Soit (cf. la suite (5) de la section 3.1) my/m3 — mg/mg — mg/(mZ+mp0¢) — 0
d’ou: mg/mg est de type fini < mg/(mg + mp0¢) de type fini.

Alors Ge(e) = Homy,(O¢ /mpOg, k[e]) = Homy (me /(mF +maO), €).
Donc O¢ noethérien <= Tp/,(£) est un k-espace vectoriel de type fini.

ProOPOSITION 3.9. Soit F' : Cn — Ens un foncteur pro-représentable. Soit
¢ € F(k). Pour que lalgebre locale séparée compléte O¢ correspondant & ce point
soit noethérienne, il faut et il suffit que F(k[e]) = Tp/i(§) soit un k-espace vectoriel
de type fini.

4. Le critére de pro-représentabilité de SCHLESSINGER

4.1. Préliminaires. Soit A un anneau local noethérien complet. Soit Cp la
catégorie des A-algebres de longueur finie. Si A’ est une A-algébre finie plate locale,
on posera :

C), = catégorie des A’-algébres de longueur finie, locales, & extension résiduelles
triviale (i.e. si k est le corps résiduel de A’ et K est celui de A € C},, on a k' — K)

Cy, = catégorie des A’-algébres de longueur finie, non nécessairement locales, a
extension résiduelles triviales.

Tout A € C), est produit fini d’éléments A; de C},.

THEOREME 4.1. Soit F': Cx — Ens un foncteur ; pour que F soit pro-représentable
(c’est-a-dire exact & gauche, d’apres le critére de GABRIEL, corollaire 2.2) il faut
et il suffit qu’il vérifie:

(1) F commute aux produits finis

(2) Pour toute extension A — A’ finie locale et plate, la restriction de F o Cl,
est exacte a gauche

(8) Pour tout morphisme plat A — B de Cp, avec A local, la suite d’ensembles
F(A)—— F(B) —x F(B®a B) est ezacte.

REMARQUE. La condition (2) sera analysée en détails au §4.3. La condition
(1) permet alors de montrer que la restriction de F' a Cj, est exacte a gauche. La
condition (3) sera vérifiée dans la pratique car on ne considérera que les foncteurs
F qui seront des faisceaux pour la topologie fidélement plate de présentation finie.

Si F est exact a gauche, ces 3 conditions sont évidemment vérifiées. Montrons
que ces conditions sont suffisantes; on utilisera les lemmes ci-dessous :

LEMME 4.2. (1) Soit A — A une extension finie locale et plate. Alors pour
tout couple B — A et C' — A de morphisme de Cp on aura :

~

(B X A C) XA AN = (B XA A/> X ARAN (C@A A/)
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(2) Soient A, B,C comme ci-dessus. Il existe alors une extension A — A’ finie
locale plate telle que si A’, B',C" sont les A'-algébres obtenues par chan-
gement de base, les N -algeébres A’, B',C" et B’ x4 C' soient & extension
résiduelles triviales.

DEMONSTRATION. (1) Soit la suite exacte B x4 C ——> B xC—x A dé-
finissant le produit fibré B x 4 C. A — A’ étant plat on en déduit la suite exacte:
(BxaC)@pa N ——=B' xC' —=x A, dou (1).

(2) Soit k le corps résiduel de A. Soit K une extension finie normale de k,
contenant les extensions résiduelles de A, B,C, B x 4 C'.

De proche en proche, en étudiant d’abord le cas d’une extension monogéne, on
construit une A-algébre A’ locale, finie et libre, de corps résiduel K. Il est clair alors
que A', B, C" et B’ x o+ C’ déduites de A par l'extension A — A’ ont toutes leurs
extension résiduelles triviales. (]

LEMME 4.3. Soit le diagramme d’ensembles ci-dessous. On supposera qu’il est
commutatif, que les lignes e, 5, sont des suites exactes et que les carrés (2) et (3)
sont cartésiens. Alors le carré (1) est cartésien.

E € E’ % E"
\ \ =2 \
C v ' | ol
R
(1) (2) (3)
B B B i ——> B
\ \[32 \
A

Y —

DEMONSTRATION. La démonstration consiste en une simple chasse au dia-
gramine. (]

DEMONSTRATION. (du Théoréme 4.1)

Soient B — A et C' — A deux morphismes de Cy, et soit £ = B x4 C. On veut
montrer :

F(B XAO) ZF(B) XF(A)F(C)
On peut supposer B et C locaux. Au moyen du lemme 4.2, 2) on choisit A — A’

fini plat local tel que par changement de base A’, B',C" et E' = B’ x 4. C' soient
des A’-algébres a extension résiduelles triviales.

Alors si A” = A @5 A’ les algebres A", B”, C",E"” = B"” x 4» C" obtenus a
partir de A, B, C, Bx 4 C par I'extension A — A", sont aussi a extensions résiduelles
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triviales. On a alors le diagramme d’ensembles ci-dessous:

€1

F(E) : F(R) = F(E")
\ \ y \
F(C) F(C") = F(C")
(1) (2) (3)
F(B) —" F(B) = F(B")
N .
F(A) F(A") F(A”)

Il est commutatif. A — A’ étant plat, A — A", B — B’,C — C', E — E’ sont plats,
donc d’aprés ’hypothése (3) les lignes €, 8, sont exactes. D’aprés ’hypothése (2)
et I'hypothése (1) du Théoréme, les carrés (2) et (3) sont cartésiens. D’aprés le
lemme 4.3, le carré (1) est cartésien. O

4.2. Foncteurs a Enveloppe sur C).

4.2.1. Ezxemple. Pour tout A-module de type fini M soit I'y; le foncteur cova-
riant C) — Ens défini par T'py(A) = A®p M.

Soit my I'idéal maximal de A ; soit r = rk (M /mp M). Alors il existe une suite
exacte L — M — 0 ou L est libre de rang r (NAKAYAMA). D’ott un morphisme de
foncteurs u : I'y, — I'ps surjectif.

SiMZM@Ak’,EZL@Ak,OHaﬁ:I‘EL)I‘M.

Soit LY le module dual de L. Pour tout A-algébre A on a un isomorphisme
canonique :

I'L(A) = A®a L — Homp (LY, A) = Homp a4 (Sa(LY), A)

On en déduit que I'y, est pro-représentable par le complété de 'algébre symétrique
SA(LY) suivant I'idéal LVSx(LY).

DEFINITION 4.4. Soit F' — G un morphisme de foncteurs définis de Cj, — Ens.
On dira que F — G est lisse si: pour toute surjection B — A dans C), lapplication
canonique

(L) F(B) = F(A) xg(a) G(B)
est surjective.

Dans le cas des foncteurs I définis ci-dessus, il résulte de 'exactitude & droite
du produit tensoriel que I';, — I'ys est lisse.

D’autre part, pour tout ¢ € T'p;(k) comme l'espace tangent a un foncteur ne
dépend que de la restriction du foncteur aux k-algebres il résulte de I'isomorphisme
L — M que I'homomorphisme canonique Tt ,, (¢) — Tr,,, () est un isomor-
phisme.

Nous verrons plus loin que I'p; est pro-représentable si et seulement si M
est libre. Méme si I'j; n’est pas pro-représentable, on a trouvé un foncteur pro-
représentable I';, d’un morphisme u : Iy, — T'ps tel que le couple (T'z, u) posséde
les deux propriétés suivantes:

(1) u est un morphisme lisse

(2) w induit un isomorphisme sur les espaces tangents en tout point ¢ € T'pr(k)
Nous dirons que (T'z, u) est une enveloppe de T'ps en tout point ¢ € T'pr(k).
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4.2.2. Généralités sur les morphismes lisses. Soit (/:'X la catégorie des A-algébres
locales noethériennes complétes A, telles que si my est 'idéal maximal de A, pour
tout entier n on ait A/m’} € C},. Dans la suite on ne considére que des foncteurs F'
tels que F'(k) soit réduit a un seul point. On désigne par F le prolongement de F
a a, défini par F(A) = Jm F(A/m"%)

DEFINITION 4.5. Soit B — A une surjection (c’est-a-dire un épimorphisme)

de C)\. On dira que c’est un épimorphisme simple si et seulement si u n’est pas
composé de deuz épimorphisme (non triviauz).

Le noyau J = Ker(B — A) est donc minimal, J # 0; en particulier on doit
avoir mgJ = 0.

PROPOSITION 4.6. Soit F© — G un morphisme de foncteurs. Alors FF — G
lisse <= pour tout épimorphisme simple B — A, Uapplication canonique (L) est
surjective.

DEMONSTRATION. En effet, tout épimorphisme de C) est composé d’un nombre
fini d’épimorphismes simples. O

PROPOSITION 4.7 ([16, prop. 2.5]). Soit FF — G un morphisme de foncteurs.

(1) F — G est lisse = F — G surjectif

(2) Soit R — S un morphisme de (75: hs — hg lisse <= S est une algébre
de séries formelles sur R

(3) (sorites des morphismes lisses)
— F — G lisse et G — H lisse =— I — H lisse
— F — G surjectif et G — H tel que F — H soit lisse alors G — H est
lisse
— F — G lisse = pour tout H— G, F xg H — H est lisse

DEMONSTRATION. (1) Si A € EK alors F(A/m4) — G(A/m4). En utilisant
la surjection (L) on montre la surjectivité.

(2) non utilisé dans la suite de 'exposé. La démonstration se trouve dans [16];
voir aussi EGA [12, 07y.19.3] et SGA [10, chap. III, th. 2.1].

(3) Généralités sur les morphismes lisses découlant directement des définitions.
O

DEFINITION 4.8 ([16, def. 2.7]). Soit F' : C} — Ens un foncteur. Soit R € EX et
soit hg le foncteur C\ — Ens défini par hg(A) = Homa_cont (R, A). Un morphisme
de foncteur £ : hg — F' est une enveloppe de F' si:

(Z) TF/k ~ ThR/k ~ HomA,cont(R,k‘[s])
(2) £:hr — F est lisse

REMARQUE. (1) le morphisme hr — F' correspond biunivoquement & un
élément ¢ € F(R).

(2) le morphisme I';, — I"j; défini ci-dessus est une enveloppe de I"y;

PROPOSITION 4.9 ([16, prop. 2.9]). Soient £ : hg — F et &' : hpr — F deux
enveloppes de F. Alors il existe un isomorphisme (non canonique) v : R — R’ tel

que F(u)(§) = ¢'.

On uilisera le lemme de SCHLESSINGER suivant
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LEMME 4.10. [16, Lemma 1.1] Soit u : R — S un morphisme dans (/71 Alors
R — S surjectif <— TI\%//k — Tg//k surjectif.

DEMONSTRATION. On a Ty, = mg/(m¥ + maR), Tg), = ms/(mg + maS).
On a un diagramme (cf. la suite (5) de la section 3.1)

0 ——=myR/myRNm% —— mp/m% T%/k 0
0 ——=myS/mpySNm% ——mg/m% Tsv/k 0

ou les lignes sonts exactes, et les carrés commutatifs. La fléche verticale de gauche
est surjective, comme les objets sont les images de mp/m3 — mR/m% resp. de
my /m3 — mg/m%. Donc :

T, = Ty, surjectif <= mp/mf — mg/mg surjectif
Ce qui équivaut & R — S surjectif d’aprés BOURBAKI [2, III, §2, cor. 2 du th. 1],
car le diagramme commutatif & lignes exactes

mp/m% @ mp/mptt ——mptH /mpt? ——0

| |

mg/m% @ m/mett ——mt! /mit? — 0

nous montre, en raisonnant par récurrence sur n, que mpg /m% — mg /m2S surjectif

implique gr, (u) : m%/mET — mZ/met! surjectif, donc gr(u) surjectif, et on peut

appliquer loc.cit. O

DEMONSTRATION. Montrons la proposition 4.9

D’apreés la proposition 4.7, (1) il existe u : R — R’ et v/ : R’ — R tels que
F(u)(€) = ¢ et F(W)(¢') = € et induisant tous deux un morphisme sur les espaces
tangents, par définition des enveloppes. Alors «'u induit un morphisme de Tj,,. Le
lemme montre que v’ est surjectif. R est noethérien donc u’u est un isomorphisme.
De méme, uu’ est un isomorphisme. O

REMARQUE. On en déduit que I'j; pro-représentable <= M est libre, puisque
'y, — I'p; est une enveloppe de I'p,.

PROPOSITION 4.11 ([16, rem. 2.10]). Soit (R, &) une enveloppe de F. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes

(1) R est un anneau de séries formelles sur A

(2) F transforme les surjections en surjections
DEMONSTRATION. Résulte de la proposition 4.7, (2) et (3). O

4.3. Le critére de SCHLESSINGER.

DEFINITION 4.12. Soit p : B — A une surjection dans Cy. On dit que p est
essentielle si: Pour tout ¢ : C — B dans C)\ tel que poq soit surjectif, q est surjectif.

LEMME 4.13 ([16, Lemma 1.4]). Soit p: B — A une surjection dans C}.

(1) p est essentielle <= T, ~T,
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(2) Sip est un épimorphisme simple :
p n’est pas essentielle <= p a une section o : A — B

DEMONSTRATION. (1) Si Ty — T}Y , le lemme de SCHLESSINGER 4.10 en-
traine que p est essentielle.

Si p est essentielle: soit {f1,...,t.} uns base de T){. On reléve les ¢; en t; € B.
Soit C = Alty,...,t,] la sous A-algébre de B engendrée par les ¢;. Alors p induit
une surjection de C' sur A, donc si p est essentielle C' = B. Alors: dimy(7},,) <r =

dimg (TY), done Ty — T}/,

(2) Si p a une section o, on a B —+ A @ k[J] ou J = Ker(p), alors o n’est pas
surjective donc p n’est pas essentielle.

Si p n’est pas essentielle, ThvB n’est pas isomorphe & T}\L’A. L’anneau C construit
ci-dessus est différent de B, donc est isomorphe a A car la longueur est ) (B) =
¢5(A) + 1. Alors C — A donne une section. O

THEOREME 4.14 (SCHLESSINGER [16, Th. 2.11]). Soit F : C\ — Ens un fonc-
teur tel que F(k) soit réduit o un seul point. Soient A’ — A et A” — A des
morphismes dans C). Soit Uapplication canonique

(S) F(A" x4 A") = F(A") xpay F(A")
(1) F a une enveloppe si et seulement si il vérifie Hy, Hy, H ci-dessous:
(Hy) (S) est surjective si A” — A est un épimorphisme simple
(Hs) (S) est bijective si A =k et si A” = k[e]
(Hg) dimy, TF/k < 00
(2) F est pro-représentable par une algébre noethérienne si et seulement si F
vérifie Hy, Ho, H3 ainsi que
(Hy) F(A x4 A = F(A) X pay F(A")

pour tout épimorphisme simple A" — A.

REMARQUE. (1) H, implique que pour tout espace vectoriel V' de dimen-
sion finie F'(k[V]) est canoniquement muni d’une structure d’espace vectoriel
telle que Tr ®; V — F(k[V]) (voir la prop. 3.4 en section 3.2), de plus
V'V  F(k[V]) est de dimension finie (H3).

(2) H; entraine par récurrence que pour toute surjection A” — A Papplication
(S) est surjective

(3) Conséquences géométriques des propriétés Hy

Soit p : A’ — A surjectif, I son noyau. Supposons ma I = 0 (par
exemple si p est simple). Alors A’ x 4 A’ — A’ x k[I] par (z,y) — (2,20 ®
(y — x)) ot zp = classe de x dans k. On en déduit une fleche canonique

F(A") x (Tr @k I) — F(A") xpay F(A")
Par composition avec la seconde projection on en déduit une application
F(A) x (Tp @5 I)—>F(A")
compatible avec la projection dans F(A).

Il résulte facilement de la définition de ’addition dans T, que u définit

une opération canonique du groupe Tr ®j I sur les fibre du morphisme
F(A") = F(A).



70 7. PRO-REPRESENTABILITE

La condition H; entraine alors que Tr ® I opére transitivement sur
chaque fibre. La condition Hy équivaut au fait que Tr ®j, I opére sans points
fixes.

La conjonction de H; et H4 entraine donc que Tr ®y, I opére librement
et transitivement sur les fibres de F(A') — F(A), autrement dit ces fibres
sont vides ou bien des espaces principaux homogénes sous le groupe Tr Qy I.

DEMONSTRATION. A — Ces conditions sont nécessaires:

Si F est pro-représentable par une algébre noethérienne, F' vérifie Hy, Ho, H3, Hy
car il est exact & gauche.

Si F' a une enveloppe hg — F ou R € EL le foncteur hp vérifie les quatre
condition H; et F vérifie H3 car Tj,,, — Tr.

1) Montrons que F vérifie H;.

On sait que hy — F est surjectif (prop. 4.7, (1)). On a un diagramme commu-
tatif d’ensembles:

hR(A/ X A A”) SEARSY hR(A/) Xhgr(A) hR(AH)

fl |

F(A/ XA A”) —_— F(A/) XF(A) F(AH)
il suffit de montrer que g est surjectif.

Soient ' € F(A’) et ” € F(A") ayant méme image n € F(A). Il existe alors
& € hr(A’) dont 'image dans F'(A") est n’. Soit £ € hr(A) I'image de &'. Par lissité,
il existe £” € hr(A”) dont I'image dans hr(A) est égale a &, et dont l'image dans
F(A") est n”. Alors g(¢',¢") = (0, n'").

2) Montrons que F' vérifie Ho.

Supposons que A” = k[e] et A = k. On a vu que Papplication (S) était surjec-
tive. Montrons qu’elle est injective. On a le diagramme commutatif:

hip(A x5, k[e]) —— hp(A') x Th,

l l

F(A %y kle]) ——> F(A') x Tr

Soient (1,(y € F(A’ Xy k[e]) ayant méme projections ' € F(A’) et 0 € Tk
respectivement. L’application hr(A" xy kle]) — F(A" xy kle]) Xpeary hr(A’) est
surjective par lissité.

Soit & € hr(A’) qui reléve 1. 1 existe uy et ug dans hr(A’ xi, kle]), d’images
¢ et ¢ dans F(A" xy k[e]) et d’image &' dans hr(A’). Alors uy et uy ont pour
image (£',n") dans hr(A’) x Tg, donc {1 = (o.

B — Ces conditions sont suffisantes:

1) Supposons que F vérifie Hy, Ho, H3. D’aprés Hj le foncteur F' a un es-
pace tangent Tr muni canoniquement d’une structure d’espace vectoriel sur k de
dimension finie r = dimy Tr d’aprés Hs. Alors Tp = []._, t; ou les t; sont des
espaces vectoriels de dimension 1 ; soit t; = t;v Pespace dual pour ¢ = 1,...,7. Soit
S = A[[Ty,...,T;]] didéal maximal mg. On va construire une enveloppe R de F,

o R sera un quotient de S (limite projective de quotients successive de .S).
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Commencons par Ry = S/mg = k. Alors F(R;y) est un ensemble & un élément,
d’ott un et un seul morphisme hg, ——F.

Soit Ry = S/(m% + mpS) — k[®!_,t;] € C}. La restriction de F aux al-
gébres du type k[V] est repésentable par T = @;t; (voir le §3.2) donc F(Rg) —
Homy (®;t;, ®;t;). Si on prend dans F(Rz) I'élément correspondant & 'identité de
@t;, il définira un morphisme hg,—>F qui induit un isomorphisme des espaces
tangents. On posera Jy = m% +mpS. Jo est de codimension finie dans S.

Supposons obtenus pour 1 < v < n des idéaux J, de S de codimension finie
et des morphismes &, : hgr, — F, tels que mgJ,_1 C J, C J,_1 et tels que
&-1:hg,_, — Fseprolongeen hg, Lvy P Alors S/J,-1 — S/J, est surjective, son
noyau est annulé par mg, ce qui permettra d’appliquer H; a I’aide de la remarque (3)
ci-dessus. Soit J I'ensemble idéaux J de S tels que mgJ, C J C J, et &, : hr, — F
se prolonge en hg,; — F'; alors J est de codimension finie, car il contient mg"’l.

Notons que les idéaux J € J correspondent & des sous-espaces vectoriels du k-
espace vectoriel de dimension finie J,, /mgJ,. En particulier toute suite décroissante
d’éléments de J est stationnaire et pour voir que J posséde un plus petit élément,
il suffit de voir que J est stable par intersection. Or soient J, K € J, et montrons
que J N K € J. Quitte a agrandir J, on peut sans changer J N K, supposer que
J+ K = J,. Alors on a S/(JNK) — S/J xg/;, S/K. Compte tenu de Hy,
JNK e J.

Soit Jny1 =(1jesJ et §ny1 2 S/Jng1 — F un proplongement de &,.

Soit Joo =, Jn €t R = 5/ Js qui est muni d’une famille d’idéaux J,, /Jo, qui
définissent une topologie sur R.

VneN J, Dmg, donc R, est artinien et par suite, pour tout n, il existe 7,
tel que Jy11 D J)», donc J, 41 contient une puissance de mg ; donc R, muni de cette
topologie est le quotient topologique de S et est séparé complet (et noethérien).

2) hRi>F est une enveloppe. (£ étant défini par la famille (£,)nen). Par
construction T,, — Tr. Montrons que & est lisse. Soit A’ 25 A un épimorphisme
simple de noyau I. Montrons :

hr(A") = hr(A) X pay F(A)

est surjectif. Soit 7' € F(A’), n son image dans F(A) et u € hr(A) d’image 7. u
correspond & un morphisme continu R—A.

Supposons qu’il existe un morphisme continu RL/>A’ tel que pou’ = u. Tr Ry I
opérant transitivement sur F(p)~1(n) (resp. hr(p)~1(u)), il existe 0 € Tr @4, I tel
que F(u')(€)7 =n'. Alors v' = (u’)? répond a la question: F(v')(§) =n',pov’ = u.
Montrons qu’il existe ' comme ci-dessus.

Il existe n tel que u soit le composé R — R, = S/Jnﬂnﬁl avec &, (up) =n. 11
suffira donc de compléter le diagramme:

Ryyp——>A

|
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c’est-a-dire le diagramme

S—Y R, x A

A
l v 7
e l;m“l
7
Ve
RnJrl Rn
w étant choisi pour rendre le carré commutatif (hg est lisse). p est un épimorphisme

simple, donc pri : R, X4 A" — R, est un épimorphisme simple. Alors: si pr; a une
section, v existe évidemment.

Si prq n’a pas de section, par le lemme (4.13) pry est essentiel. Comme prjow est
surjectif, w est surjectif. Donc S/ Kerw —+ R, x4 A’. On a evidemment mg.J,, C
Kerw C J,, comme w(mgJ,) = mgw(J,) C ma I = 0. De plus &, : hg, — F se
reléve & S/ Kerw — R, x4 A, ce qui se voit en appliquant H; & R,, x 4 A’. Donc
Kerw € J et par contruction Kerw D J,, 41 et w se factorise par R, 1.

3) Si de plus F vérifie Hy, hg est isomorphe a4 F. On prouve hg(A) — F(A)
par récurrence sur la longueur de A. Soit p : A” — A = A’/I un épimorphisme
simple. Par lisseté, hr(A’) — F(A’) est surjectif. On suppose hr(A) — F(A).
Pour tout n € F(A) Tr ® I opére sans point fixe sur hr(p)~1(n) et sur F(p)~*(n)
donc hr(A’") — F(A’) est injective. O

4.4. Relations entre pro-représentabilité et représentabilité de la dia-
gonale. Soit C une catégorie, F,G : C° — Ens deux foncteurs.

DEFINITION 4.15. Si w,v : G — F sont deur morphismes, le foncteur des
coincidences de u et v est le sous-foncteur Gy, de G défini comme suit: Pour tout
objet T de C

Guo(T)={t e G(T)|luot=vot}

Autrement dit, c¢’est le noyau du double fleche: Gy, = Ker( G ﬁ F).

PROPOSITION 4.16. Soit F : C) — Ens. Alors la diagonale de F est représen-
— ¢

table si et seulement si, pour tout R € C) et tout couple de morphismes hgr *>41> F
&2

le foncteur noyau est pro-représentable par K € 5}:

&1
DEMONSTRATION. = : Si F’ est relativement représentable hgk —= F cor-
&2

1,n
respont & (§1,n)nen et (E2,n)n € h&lF(R/m%) et les couples hp/mn —= F ont
13

2,n

des noyaux K, appartenant & C). Alors le systéme projectif des K,, admet une

limite projective dans EX qui pro-représente Ker(&y, &2).

<= : Si F vérifie la condition ci-dessus et si A € C) et hy = F est un couple

de morphismes, le noyau de ce couple est un élément de C)y, qui est un sous objet
de A, donc appartient a Cj. O

THEOREME 4.17. Soit F' : C)y — Ens un foncteur admettant une enveloppe
(R,E). Alors: F est pro-représentable <= la diagonale de F' est représentable

DEMONSTRATION. = : Si F est pro-représentable, sa diagonale est représen-
table.
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<= : Le foncteur hyp X hpg est exact & gauche, donc pro-représentable et est

ha
muni de deux fleches hp x hgp = F. Alors
ha

hr XFhR:KCI‘(hR}f hRjF)
A

est pro-représenté par S € 52 et hg — hp est lisse (prop. 4.7).

hs(kle]) = hr(kle]) O hr(kle]) = Thy, = Tr

donc Tj,y — T, Donc hg — hg est une enveloppe, donc S —— R (prop. 4.9).

Soit A le morphisme diagonal: hgr — hg ﬁ hgr . A est surjectif, donc

hr — F est injectif, donc bijectif. O

4.5. Le critére de GROTHENDIECK.

DEFINITION 4.18. Dans Cp on appelle monomorphisme simple tout monomor-
phisme qui ne peut se décomposer en deuxr monomorphismes non triviaux.

Autrement dit A—B est un monomorphisme simple si ¢’est une injection et
s’il n’existe pas A’ strictement inclus entre u(A) et B.

THEOREME 4.19 (GROTHENDIECK). Soit F' : CA — Ens un foncteur. Alors:
« F' pro-représenté par une algébre topologique dont les composants locaux sont des
algebres locales nothériennes complétes »est équivalent a

(1) F commute aux produits finie
(2) Si A — B est un morphisme de Cp avec A local et si B est fidélement plat
sur A, la suite d’ensembles
(G) F(A) - F(B) = F(B®a B)
est exacte.

(3) Si A est local et si A — B est un monomorphisme simple & extensions
résiduelles triviales, la suite (G) est exacte.

(4) Si A — A’ est un morphisme fini local libre avec A’ local dans Cp, si F' est
la restriction de F' a C},, sous les conditions ci-dessus Tp: est un espace
vectoriel sur le corps résiduel k' de A'. Alors dimy Tr < 00

DEMONSTRATION. — : Necessité

(1) évident; (2) et (3): la suite A——> B—x B®4 B est exacte dans le
cas (2) par fidéle platitude. Dans le cas (3) car le noyau des deux fléches est distinct
de B et contient A, donc est égal & A. (4) évident.

<—: Ces conditions sont suffisantes

Les conditions (1) et (3) du théoréme de pro-représentabilité 4.1 sont vérifiées,
grace a (1) et (2) ci-dessus. Reste a verifier (2) du théoréme 4.1: la restriction de F'
a Cj, est exacte & gauche pour toute extension A — A’ finie, locale et plate. Pour
cela on va utiliser le critére de SCHLESSINGER, théoréme 4.14. On peut supposer
que A’ = A puisque seule intervient la catégorie C},.

La condition (3) ci-dessus entraine que F' transforme les injections en injections,
car toute injection est composé d’un nombre fini de monomorphismes simples. Ceci
implique que l'application (S) F(A" x4 A”) — F(A") xpay F(A"”) est toujours
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injectif, car le composé avec I'injection F(A") x4y F(A") C F(A") x F(A") est
injectif, par A’ x4 A” Cc A’ x A”.

Ceci entraine déja que la condition H; implique les conditions Hy et Hy.

Il suffit de montrer H; si A” — A est un monomorphisme simple et A” — A
un épimorphisme simple. En effet H; sera vrai pour toute injection A’ — A; pour
toute surjection A’ — A on aura A’ x A” —5 A x (A'xA")avec A: A — Ax A

A AxA
le morphisme diagonale et A’ x A” — A x A Dapplication canonique déduite de
A" — Aet A” — A. Alors, A est une injection et A’ x A” — A x A une surjection.

Donc: F(A' x4 A”) — F(A) X (F(A") x F(A")) est surjectif, ce qui signifie
F(A)x F(A)

que F(A" x4 A") — F(A") xpa) F(A") est surjectif.

Montrons donc que Hj est vérifié si A — A est un monomorphisme simple et
A” — A un épimorphisme simple, de noyau J. On a le diagramme commutatif, o
onapose D=A x4, A"

D u’ A _r A" @p A" A

S U

A'L>A.*>A®A/A*>A

p' : D — A’ est un épimorphisme, v’ : D’ — A" est un monomorphisme simple.

Prouvons Ker f =+ J. En effet, D — A’ est surjectif donc A® 4 A — A®p A
et f est surjectif. Le noyau Ker f = idéal engendré par les images de J ®p A" et
A" ®p J. Soit z € Ker f,z =", b; ® b} avec soit b; € J, soit b} € J.

Soit x € A",y € J; et soit (0,y) € D l’élément correspondant & y; dans
A'"@p A’ onauraz®y=2®(0,y)-1=(0,y)- 201 =2y®1 = (0,2y)-1®1, donc
z=3 1 biob, = (Y bb,)®1 avec Y b;b; € J, d’ou une application de Ker f dans
J, bijective et qui est A” ®p A” linéaire si on munit A” de la structure de A” @ p A”
module définie par 'application diagonale z®y — x -y (multiplication). Le carré de

~

droite est donc cartésien par Ker f ~ J, c’est-a-dire: A” @ p A” — (A®4 A) x A”.
A

Soient alors (a',a”) € F(A") xpa)y F(A"”) ayant pour image o € F(A), alors
Flin)(@) = F(ix) () = 7 € F(A® A). Soient 1, = F(i;)(a") et 1, = F(i3)(a"),
éléments de F(A” ®@p A”), dont I'image dans F(A”) est o et dans F(A ®4 A)
est 7. Or, Papplication F(A” ®p A”) = F(A®a A) Xpeay F(A") est injective,
donc 7] = nh. Par conséquent (appliquant (3): (G) est exacte) il existe 6 € F(D)
tel que F(u')(d) = o”; u étant injective, on en déduit que F(p')(§) = o/, d’ot le
résultat.

5. Applications du critére de SCHLESSINGER

5.1. Foncteur Quot et foncteur de HILBERT. Soit S un schéma; X — S
un schéma au-dessus de S; § un Module quasi cohérent sur X. On désigne par
Quot(F/X/S) 'ensemble des O x-Modules quasi-cohérents, quotients de F et plats
sur S.

Si§” — S est un morphisme de schémas, notant X’ = X xgS" et 7 = FRo, Oy
I'image réciproque de F par X’ — X, F’ est un Module quasi-cohérent sur X'.
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On définit le foncteur
Quoty,x,s : (Sch/S)° — Ens  par
Quoty x/5(S") = Quot(F'/X'/S")

Pour tout S-morphisme S§” — §’, X" = X xg 5" est isomorphe & X' xg S” et
F" = T ®os 057 & F' ®o,, Ogr; comme la platitude est stable par changement
de base et le foncteur image réciproque est exact a droite, on a une application
naturelle :

Quoty, x/s(S") — Quotyx/s(S”)

Quotg/x/s est un faisceau fpqc par la proposition 4.1 du §4.1 du chap. 5. Pour
§ = Ox on obtient le foncteur de HILBERT. Alors Hilbx,5(S") = Quoty, /x/s(S’)
est 'ensemble des sous-schémas fermés de X’ plats sur 5.

On suppose maintenant S = Spec A ou A est un anneau local noethérien com-
plet de corps résiduel k. C)y est la catégorie de A-algébres locales de longueur finie
a extensions triviale. On notera X4 pour X Xgpeca Spec A et T4 pour T ®@j A,
A € C}. Soit e un élément de Quoty, y/g(Spec k) fixé une fois pour toutes et Qc(A)
le sous-ensemble de Quots,y,g(Spec A) image réciproque de e par I'application
canonique

Quoty, x,5(Spec A) — Quot x5 (Speck)

Q. est un foncteur covariant C), — Ens. Sous certaines conditions Q. est pro-
représentable, plus précisément:

THEOREME 5.1. Si X est propre sur S et F cohérent sur X, alors Q. est
pro-représentable par une A-algébre noethérienne.
Pour la démonstration nous aurons besoin de quelques lemmes.

LEMME 5.2. Soit A un anneau, J un idéal nilpotent de A et uw: M — N un
homomorphisme de A-modules, @ : M/JM — N/JN.

(1) Sia est surjectif, alors u est surjectif

(2) Si N est plat sur A et 4 bijectif, alors u est bijectif.

DEMONSTRATION. (1) Soit K = Coker u. En tensorisant la suite exacte
M—-N-—-K-=0
par A/J on obtient K/JK = 0 donc K = 0 puisque J est nilpotent.
(2) Posons L = Ker u, par la partie (1) on a une suite exacte
0—-L—+M-—=N=0
la platitude de N entraine I'exactitude de la suite
0—-L/JL—-M/JM — N/JN — 0

par BOURBAKI [2, I, §2, prop. 4], d’ou L = 0. O

REMARQUE. Si A est dans C}, tout module plat est libre puisque 'idéal maxi-
mal de A est nilpotent.
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LEMME 5.3. Considérons un diagramme commutatif

1
N—F% M

\ w'’
/
p

M’ M

B A"
\ A \ A
d’homomorphismes d’anneauz et de modules compatibles ou B = A’ x4 A", N =
M xpr M et M (resp. M") est libre sur A" (resp. A”). Supposons
(1) A")J =5 A ou J est un idéal nilpotent de A"
(2) ' induit M' @40 A — M (resp. v induit M" @n A — M)
Alors N est plat sur B, p' induit NQg A" — M’ resp. p induit Nog A" =5 M".

DEMONSTRATION. On suppose de plus que M est libre sur A’. Soit (z});er une
base de M'. Par (2) M est un A-module libre de base (u/(z}))icr. Soit i € M" tel
que u”(z) = u/(z}). On a alors une application > A"z} — M" de A”-module qui
modulo J est un isomorphisme par (1). D’ou M” est libre de base (z); (lemme 5.2).
On en déduit que N est libre de base (x4, z}); et les projections p’ et p” induisent

des isomorphismes N @ A’ =5 M’ et N @ A" =5 M". O

LEMME 5.4. Awvec les notations et hypothéses précédentes, soit L un B-module
et un diagramme commutatif

"
q
L——M"

M ——> M

~

ot ¢ induit L@g A" — M'. Alors ¢’ x ¢ : L — N est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. En effet, modulo J’' noyau de B — A’, ¢’ x ¢" est un iso-
morphisme ; on implique le lemme 5.2. (|

LEMME 5.5. Dans une catégorie abélienne soient 0 — A" — A — A" — 0 une
suite exacte, A’ — Q un morphisme, A" — P un épimorphisme de noyau C. Soit
E Uensemble des quadruplets (B, f,g,h) (& un isomorphisme preés) tels que

0 A4 A 0
Lok
0 o—1l-p_2.p 0

soit un diagramme commutatif ou les lignes sont exactes. Alors

(1) E est non vide si et seulement si l’image dans Ext'(C, Q) de I’élément A
de Ext!(A” A"} est nulle.

(2) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogéne sous le groupe
abélien Hom(C, Q).
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DEMONSTRATION. Quitte a remplacer I'extension A de A” par A’ par son image
dans Ext!(C, Q) on peut supposer A’ = Q. (1) résulte de I'exactitude de la suite
Ext' (P, A") — Eat* (A", A) — Ext'(C, A)

L’ensemble E est évidemment en correspondence binunivoque avec I’ensemble des
sous-objets N de A tel que A — A” induise un isomorphisme A — C (lemme du
serpent [2, I, §1.4]), i.e. 'ensemble des morphismes C' — A relevant le morphisme
canonique C' — A”.

On a la suite exacte
0 — Hom(C, A")—% Hom(C, A)—- Hom(C, A”)
et E=v"1C — A"). D’ou l'assertion (2). O

REMARQUE. Si la suite exacte 0 - A" — A — A” — 0 est scindée, E est non
vide et est isomophe & Hom(C, Q).

DEMONSTRATION. du théoréme 5.1

Speck — Spec A, A € Cj, induit l'identité sur les espaces topologiques sous-
jacents. Tous les faisceaux que l’on écrira dans la suite seront des faisceaux sur
I’espace topologique Xj.

Soit un diagramme commutatif cartésien dans C)

B——=A

A// ” A
u

Nous prétendons que si u’' : A’ — A est surjectif, autrement dit A’/I — A ou [
est un idéal nilpotent de A’ a: Q.(B) = Q.(A”") x Q(A’) est une bijection.
Qe(A)

En effet, soit .J le noyau de B — A” ;on a B/.J—+A" et .J est un idéal nilpotent
de B. Soient G, 9’, §” respectivement des quotients quasi-cohérents de F 4, Fa/, F 4,
plats sur S, et des morphismes §’ — G, §” — G compatibles avec Ox,, = Ox,,

Ox,, — Ox,, induisant des isomorphismes §’ @4 A — G, §" ®4» A = G.
L’homomorphism canonique de Ox,-Modules Fg — §’ x G’ = H est un épi-
]
morphisme (lemme 5.2): consiérons le diagramme commutatif

:’}’B ®B A/l - g_(‘ ®B A//

| l

Fpy ——m = G”

Il résulte du lemme 5.3 que H est plat sur B et que HRp A" ~ G et HRp A’ ~ 9/,
d’ou la surjectivité de a.. L’injectivité résulte du lemme 5.4.

Reste a verifier la condition de finitude sur espace tangent Q.(k[e]) ou kle] est
lalgebre des nombres duaux sur k. Soit § = F/H le Ox,-Module correspondant
ae. Il y a un isomorphisme d’espace vectoriel Q. (k[e]) — HomOXk[s] (H,€G) ; plus
précisément : de la suite exacte scindée 0 — ekle] — k[e] — k& — 0 on déduit par
tensorisation les suites exactes scindées

0 —€e0x,,, 20x,,, = 0x, =0

[e

0— Effk[s] _>5Fk[s] —FL—0
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Soit § un Ox, ,-Module quasi-cohérent et des morphismes f et g compatible avec
Oxy = Ox, tels que le diagramme

Frje) — T
/| l
§—5=9

soit commutatif. Il est équivalent de dire -
— g induit un isomorphisme § @y, k 5 G et ¢ est un épimorphisme de noyau
eG.
— § est plat sur k[e] et § @y ek[e] — €§ est un isomorphisme
Sous ces conditions § ®y ) ekle] ~ § @ ek[e]. D’autre part, puisque § est plat sur
k, G @ ckle] == €G.

Le résultat cherché se déduit alors de la remarque au lemme 5.5. Enfin les
hypothéses du théoréme sur X et G entrainent dimy, Homo (7, e9) < 0. O

5.2. Groupes et foncteurs de PICARD relatifs. Soit X un schéma. On
appelle groupe de PICARD de X, et 'on note Pic(X), le groupe des classes & iso-
morphismes prés, de O x-Modules inversibles (i.e. localement isomorphes a Ox).

Rappelons que l’on a un isomorphisme canonique {11, 07, 5.6.3.1]
(6) Pic(X) — H'(X,0%)
ou 0% désigne le faisceau des unités de Ox.

X — Pic(X) est un foncteur contravariant de la catégorie des schémas dans la
catégorie des groupes commutatifs et I'isomorphisme (6) est fonctoriel.

Soient S un schéma, X un S-schéma, T' un S-schéma variable. La correspon-
dence T +— Pic(X xg T) définit un foncteur contravariant de la catégorie Sch/S
des S-schémas dans celle des groupes abéliens, donc un préfaisceau sur Sch/S. Le
faisceau associé a ce préfaisceau pour la topologie fidélement plate de présentation
finie (fppf) se note Picx,g et s’appelle le foncteur de PICARD relatif de X sur S.
On appelle groupe de PICARD relatif de X sur S, et 'on note Pic(X/S) le groupe
Picy,g(S). Alors, pour tout S-schéma T on a

Picx/s(T) = Pic(X x5 T/T)

Explicitons le fait que Picx,g est le faisceau associé¢, pour la topologie fppf, au
préfaisceau T — Pic(X xg T).

Un élément de Pic(X/S) = Picx,g(S) est défini par un élément &' d'un groupe
Pic(X xg §’), o S — S est un morphisme fppf, tel que I'on puisse trouver un
morphisme fppf S” — S xg S’ tel que les deux images de ¢’ dans Pic(X xg S”)
coincident.

Deux éléments & et £’ de Pic(X xg S’) définiront le méme élément £ de
Pic(X/S) si 'on peut trouver un morphisme fppf S” — S’ x ¢ S’ tel que les images
de &' et £’ dans Pic(X xg S”) coincident.

5.3. Relations entre groupe de PICARD relatifs et absolus. Le théo-
réme suivant permet de décrire dans un cas particulier le groupe de PICARD relatif
Pic(X/S) en termes de groupes de PICARD absolus.

THEOREME 5.6. Soit f: X — S un morphisme quasi compact et quasi séparé
tel que Og — f.(Ox). Alors:
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(1) On a une suite exacte de groupes abéliens :
0 — Pic(S) — Pic(X) — Pic(X/S)

(2) Lorsque, de plus, X admet une section sur S, le dernier morphisme de cette
suite est surjectif et l’on a donc :

Pic(X/S) ~ Pic(X)/ Pic(S)

DEMONSTRATION. (1): Le morphisme Pic(S) — Pic(X) provient du morphisme
f: X — S et est injectif. En effet, soient £ et £’ deux Og-Modules inversibles.
Le morphisme canonique Home (£, L") = fiHome, (f*L, f*L’) est un isomopr-
phisme car Homeo4(L,L") et Home, (f*L, f*£L’) sont inversibles donc localement
isomorphes respectivement & Og resp. Ox et d’autre part f,Ox =~ Og. par consé-
quent Homg (L, L") et Homx (f*L, f*£') sont isomorphes, ce qui montre que si
f*L =5 f*L’', £ est isomorph a L.

Le morphisme Pic(X) — Pic(X/S) s’obtient en constatant que Pic(X/S) =
Picx/s(S) o Picx/g est le faisceau associé au préfaisceau 7'+ Pic(X x5 T'), qui
a S fait correspondre Pic(X xg S) = Pic(X).

Reste a prouver l'exactitude de la suite en Pic(X).

Montrons d’abord que Pic(S) — Pic(X) — Pic(X/S) est nul. Soit £ un

X~—Xypy 0s-Module inversible, U un ouvert de S tel que L|y ~ Ogly
; ; donc f*(L)|x, ~ fir(Llv) =~ f(Os|v) ~ Ox, donc la classe

v de f*(L)x, dans Pic(X xg U) est nul, donc f*(£) donne 0
S U quand on prend le faisceau associé a U — Pic(X xg U) pour

la topologie de ZARISKI, donc & fortiori lorsqu’on prend le faisceau associé pour la
topologie fppf.

Réciproquement, soit £ un O x-Module inversible dont I'image dans Pic(X/S)

X —=X est triviale. Il existe alors un morphisme S’ — S fppf tel que,
, en posant X' = X xg S, £ donne £’ ~ Ox au dessus de X’
f ! par image réciproque. La propriété f.(Ox) = Og se conserve
S -9 par changement de base fidélement plat, puisque f est quasi-

compact et quasi-séparé. Donc fL(Ox/) ~ Og/. Comme L' ~ Ox/, fI(L') ~ Og,
donc fL(L') est inversible sur S’ et f™*(f.(£')) — L’ est un isomorphisme. Ces
propriétés restant vraie par extension fppf, on en déduit que f, (L) est inversible sur
Set f*(f«(£)) — £ est un isomorphisme donc £ provient d'un faisceau inversible
sur S, donc appartient & un élément de I'image de Pic(S) — Pic(X), ce qui achéve
la démonstration.

(2): Supposons a présent que f : X — S admette une section g. Soit £ un O x-
Module inversible. On appelle g-rigidification de £ un isomorphisme o : Og —
g*(£). Un Ox-Module inversible g-rigidifé est un couple (£, ), ou £ est un Ox-

Module inversible et a une g-rigidification de £. g* ()

(£) g"(M)
Un morphisme de O x-Modules inversibles g-rigidifiés
(£, ) et (M, 3) est un morphisme ¢ : L — M tel que a 8
le diagramme soit commutatif. O

Si fu(Ox) ~ Og on voit immédiatement que tout automorphisme d’un Ox-
Module inversible g-rigidifié est 'identité.

Démontrons a présent le (2) du théoréme 5.6.
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Un point de Pic(X/S) provient d'un O x,-Module inversible £, ot X' = X x g5’
et S’ — S est fppf. Montrons que si f admet une section g, il existe un O x-Module
inversible £ qui donne le méme point de Pic(X/S).

Puisque f admet une section g, ' : X’ — S” admet une section ¢’. g (£’) n’est
pas nécessairement isomorphe a Og/. Mais on peut modifier £’ par f*(¢"*(£)) sans
changer le point obtenu dans Pic(X’/S’) d’aprés le (1). Donc, quitte a faire cette
modification, on peut supposer ¢"*(L’) ~ Og/, donc L' ¢'-rigidifiable. Soit donc
o' 1 Qg — ¢’* (L") une ¢’-rigidification de £’. On va montrer que (£’,a’) est muni
d’une donnée de descente relativement & S’ — S. Soit S = 5’ x5 S’ et soient

q1
—_ q
X" X" —= X/ X

- q2
B I
p1

S/// —_— S// T) Sl > S
2
Y.oad) et (LY, al) les images réciproques par g1 et go de (£, a’). Elles définissent
1,07 25 0
le méme point de Pic(X”/S”), donc leur différence donne 0 dans Pic(X"/S") et, par
conséquent, d’apres le (1) et du fait que f/(Ox») =~ Ogn, cette différence provient
d’'un Ogr-Module inversible rigidifi¢, donc isomorph a Ogr, donc L7 et L§ sont
isomorphes. Quitte & modifier cet isomorphisme, on peut trouver un isomorphisme
@ (L], af) = (LY, ah). des Oxn-Modules rigidifiés.
Pour montrer que ¢ est une donnée de descente sur (£’,a’) relativement a
S’ — S, considérons les trois images réciproques (LY, af"), (LY, of’), (L4, o) de
(LYol (L, ') sur X', et les trois morphismes @12, 013, @23 de
12 Oxn-Modules rigidifiés. Alors la condition de cocycle
P13 = P12 © a3 sur X est automautiquement véri-
m oy fiée, car il ne peut y avoir qu'un seul isomorphisme d’un
(£5", ")

27727 faisceau rigidifié dans un autre, tout automorphisme

Do d’une telle structure étant trivial. (£’, o) est donc muni

L d’une donnée de descente relativement a S’ — S, ce qui
(L3, a3") montre qu’il existe un O x-Module rigidifié (£, @) qui

donne le méme point de Pic(X/S) que (L', o), donc Pic(X) — Pic(X/S) est sur-

jectif et dans ce cas Pic(X/S) ~ Pic(X)/ Pic(S). O

5.4. Application du critére de SCHLESSINGER au foncteur de PICARD
relatif. Soit A un anneau local noethérien complet de corps résiduel k et Cj la
catégorie des A-algébres artiniennes & extensions résiduelles triviales.

Soit X un schéma sur S = SpecA. Pour tout A € C) nous noterons X4 =
X X gSpec A, et nous poserons Xy = Xj.. Nous nous proposons d’étudier le foncteur
Picx,s, ou, plus précisément, sa restriction a la catégorie C}° des spectres d’objets
de Cj.

On a le théoréme suivant:
THEOREME 5.7. Si

(1) X est de type fini et plat sur S
(2) HO(X(J,OXO)’Zk'
(3) dimkHl(Xo,OXO) <0

alors Picx /g, restreint a C\°, est pro-représentable.
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Tout d’abord, notons que si la condition (1) est réalisé, la condition (2) équivaut
a la condition

(2 HY(X4,0x,) ~ A pour tout A € C},

En effet, par platitude, le foncteur M — H®(X,0x ® M), sur la catégorie des A-
modules est exact & gauche. Par application du lemme des cing [3, I, prop. 1.1], on
peut montrer facilement que le morphisme canonique M — H°(X, Ox ® M) est un
isomorphisme pour tout M de longueur finie (par récurrence sur cette longueur).

Si la condition (2') est réalisé, pour tout A € C) on a f,(0Ox,) ~ Og, (ici
S4 = Spec A). On le voit aisément en constatant que H°(X,0x,) = I'(X,0x,) ~
T'(Sa, f«(0x,)) = A et que S4 est affine d’anneau A.

Montrons d’autre part que 'on peut toujours, sous les hypothéses du théoréme
5.7, se ramener au cas ou f admet une section. Pour cela, nous allons montrer le
lemme suivant :

LEMME 5.8. Soit X un S-schéma de type fini, plat sur S, ot S est le spectre
d’un anneau A local, noethérien, complet, de corps résiduel k. Soit s le point fermé
de S. Supposons X, # @. Si X, est de type fini sur k, l’ensemble des points ot
X; est de COHEN-MACAULAY (i.e. ot l’anneau local est de COHEN-MACAULAY)
contient un ouvert dense.

DEMONSTRATION. Nous supposerons que X est affine irréductible de dimen-
sion r. D’aprés le théoréme de normalisation [2, V, §3, th. 1] (Emmy NOETHER),
I'(X,Ox) est une algebre finie sur k[T1,...,T;]. Comme r = dim X, le morphisme
X — Speck[Ty,...,T,] est injectif. Le point générique 1 de X s’envoie sur le point
générique ¢ de Speck[Th,...,T;]. X¢ est fini et libre sur &, donc X est fini et libre
au dessus d’un ouvert dense de Speck[T},...,T,] et, a fortiori, est de COHEN-
MACAULAY en ses points. o

Soit donc x un point fermé de X ot X, est de COHEN-MACAULAY. On peut
trouver une suite reguliére de paramétres ay,...,a, de Ox, ,. Quitte a restreindre
X a un voisinage ouvert affine de x, on peut supposer que as, ..., a, se relévent en
ai,...,a, dans I'(X, Ox).

Considérons alors le fermé Z = V(ay,...,a,). Z est plat sur S ([12, 0777.10])
et quasi-fini en x (car Ox, 5/(G1,...,a) est de longueur finie et le corps résiduel
de Ox, , est fini sur k).

S étant complet est hensélien et ’on peut par conséquent écrire Z = 72’ U Z”,
ot Z' est le composant local de x et est fini sur S. Z’ est donc a la fois fini et plat
sur S. Quitte a faire le changement de base fini et plat Z’ — S, on peut supposer
que X — S admet une section.

Nous pouvons par conséquent supposer a présent que f : X — S admet une
section et que f,(Ox,) ~ Og, pour tout A € C}.

Alors pour tout T' € C}°, Picy,s(T), qui est isomorphe & Pic(X xgT/T), n’est
autre que Pic(X xgT)/ Pic(T) = Pie(X xgT) , en vertu du théoréme 5.6 et du fait
que Pic(T') = 0, puisque T est le spectre d’une A-algébre artinienne locale. Donc le
préfaisceau T' +— Pic(X x g T') est un fasiceau qui coincide avec Picy,g.

On étudie donc le foncteur contravariant Spec A +— Pic(X x g Spec A) de C}°
dans Ab. Rappellons tout d’abord deux lemmes de platitude.
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LEMME 5.9. Soient A un anneau, J un idéal nilpotent de A, uw : M — N un
homomorphisme de A-modules, avec N plat sur A. Alors, siu: M/JM — N/JN
est un isomorphisme, il en est de méme de u

LEMME 5.10. Si on a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneauz

(2) v (resp. u") réduit un isomorphisme
entre M/ @4+ A (resp. M" @41 A) et
M.

Alors N est B-plat et p' (resp. p'') réduit un
isomorphisme entre N @ A" et M' (resp. entre N @ A" et M" ).

N—r——— M et de modules, compatibles, ot B = A’ x 4 A”
: \ : w' et N = M' xpr M", et o M' (resp. M")
L | est un A'- (resp. A”-) module plat, et si l'on
‘ M—M suppose:

: : b : : (1) A”)J = A ou J est un idéal nil-
| \ | | potent de A”
B A |
!
I
!

COROLLAIRE 5.11. Awec les notations ci-dessus, soit L un B-module qui peut

"

L—% s M7 étre placé dans un diagramme commutatif ot ¢’ induit un iso-
, . morphisme L @ A" —s M'. Alors le morphisme canonique
K v L — N est un isomorphisme.

M ——s M

u

DEMONSTRATION. Précisons tout d’abord quelques notations. Soient A et B
deux objets de C}\. Sin € Pic(X4) (resp. £ est un Ox ,-Module inversible) et A — B
un morphisme dans C}, on note n @4 B (resp. L ® 4 B) I'élément image de 7 dans
Pic(Xpg) (resp. le faisceau inversible image réciproque de £ sur Xpg). Fixons une
fois pour toutes un élément &, de Pic(Xy). Nous pouvons nous borner a étudier
le foncteur P : Cjy — Ens qui a A € C) associe P(A), sous-ensemble de Pic(X4)
formé des 7 tels que n ®4 k = &o.

Soient u' : (A',n') — (A,n) et u” : (A”,n") — (A,n) des morphismes de
couples, ou u” est une surjection. Soient £’, £ et £L” des faisceaux inversibles cor-
respondant sur X' = X4, Y = X4 et X"/ = X 4». On a des morphismes p’ : L' — £
et p’ : L — L (de faisceau sur 'espace |Xy| sous-jacent de Xj) compatibles avec
Ox: — Oy et Ox» — Oy qui induisent des isomorphismes £’ ®4 A ~ L et
L"®@an A~ L. Soient B=A" x4 A" et Z = Xp. On a un diagramme commutatif

OZ%‘OXU

L

Ox —— 0Ox
de faisceau sur | Xo|. Comme X est plat sur S il y a un isomorphisme Oz ~ Ox/ x
Oy

Oxr» ot Ox: x Oxn est le faisceau de B-algébres dont les sections sur 'ouvert U
Oy

de | Xo| sont données par Oz(U) = Ox/(U) X0, @) Ox»(U).
Par conséquent N = £’ x L est un faisceau sur Z inversible et les projections

de N sur £’ et £ induisent des isomorphismes N®@g A’ — L' et N@pg A" — L
(d’aprés lemme 5.10).

Si M est un autre faisceau inversible sur Z tel qu’il y ait des isomorphismes
MRpA = L' et M@pA” =5 £”, on a des morphismes ¢/ : M — L', ¢"” : M — L
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qui les induisent, donc un diagramme commutatif ot # est un automorphisme

MHL//

PN

L——>L—>L

de £, donné par composition L — L' @4 A S MR A — L" @40 A = L.
Comme A — H°(X4,0x,) pour tout A € C}, 0 est la multiplication par une
unité a de A.

Remontrant a en a”’ € A”, on peut changer ¢” en a”¢” et rendre le diagramme

MHL//

L

L —— L
commutatif. Donc M ~ N.

Par conséquent P(A"x 4 A”) >~ P(A") x p(4) P(A") pour toute surjection A” —
A dans Cj,.

Pour finir, supposons que Y = Xj, Oy = Ox, ® €0, avec €2=0.0nala

. exp
suite exacte : 0 Ox,

03 %o 1 (ouexpf=1+ef). Donc
tp ~ Ker(H'(Y,0%) — H'(Xo,0%,)) ~ H'(Xo,0x,) est de dimension finie sur k.

On a montré plus qu’il n’en fallait pour appliquer le critére de SCHLESSINGER.
O






Chapitre 8

Schémas formels

1. Introduction

Soit A un anneau local noethérien complet d’idéal maximal m : A = lim A/m™.
Supposons qu’on ait un foncteur F' : Sch — (Ens)®, dont la restriction a Sch/S
soit représentable si S est artinien ; en particulier, pour tout n, la restriction de F'
a Sch/(A/m™) est représentable par un schéma X,,. On obtient ainsi un systéme
inductif de schémas :

Xl X2 X3 “ e Xn

Lo |

Am<=—A/m?<—— A/m3 < <—— A/m" < ...

En général la limite inductive n’existe pas dans la catégorie des schémas.

C’est pour faire face a ce genre de problémes (dans un cadre plus général) que
I'on introduit une nouvelle catégorie, celle des schémas formels dont la catégorie
des schémas est une sous-catégorie pleine.

2. Anneaux topologiques

Au lieu de se reporter entiérement aux Eléments [11, 07, § 7], on a rassemblé
quelques définitions et propriétés des anneaux topologiques dans cette section.

2.1. Quelques classes d’anneaux topologiques. On dit qu'un anneau to-
pologique A est linéairement topologisé s'il existe un systéme fondamental de voisi-
nages de zéro formé d’idéaux (nécessairement ouverts). On dit alors qu’un idéal a
de A est un idéal de définition si a est ouvert et si pour tout voisinage V' de zéro,
il existe un entier n > 0 tel que a™ soit inclus dans V.

Un anneau linéairement topologisé dans lequel existe un idéal de définition est
dit préadmissible, les idéaux de définition forment alors un systéme fondamental
de voisinages de zéro. Si de plus 'anneau est séparé et complet, on dit qu’il est
admissible.

On dit qu’un anneau préadmissible est préadique s’il existe un idéal de définition
dont les puissances forment un systéme fondamental de voisinages de zéro. Il en est
alors de méme pour les puissances de tout idéal de définition. Si de plus I’anneau
est séparé et complet, on dit qu’il est adique.

ProprosITION 2.1 (EGA [11, 07, 7.1.10]). Soient A un anneau admissible et a
un idéal de définition de A. Alors a C v (le radical de A).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que pour tout = € a, 1 + x est inver-
sible. Or par hypothése A est séparé et complet et a™ tend vers zéro, donc la série
Y nso(—=1)"x™ est convergente dans A. Soit y sa somme, on a y(1+x) = 1. O

85
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2.2. Eléments topologiquement nilpotents. Dans un anneau topologique,
on dit qu’un élément x est topologiquement nilpotent si 0 est une limite de la suite
(™)n>0. On vérifie immédiatement les assertions suivantes :

PropoSITION 2.2 (EGA [11, 0y, 7.1.3]). Soient A un anneau préadmissible, a
un idéal de définition et x € A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) z est topologiquement nilpotent

(2) Uimage canonique de x dans A/a est nilpotente

(3) x est contenu dans un idéal de définition

COROLLAIRE 2.3 (EGA [11, 0, 7.1.3,(ii)]). L’ensemble t des éléments topolo-
giquement nilpotents est un idéal ouvert, l'image réciproque du nilradical de A/a.

COROLLAIRE 2.4 (EGA [11, 0y, 7.1.6]). Soit ag un idéal de A ; les propriétés
suivantes sont équivalentes:
(1) ag est le plus grand idéal de définition de A

(2) ag est un idéal de définition mazimal
(3) ag est un idéal de définition tel que A/ag soit réduit
Et alors ag = t.

COROLLAIRE 2.5 (EGA [11, 0, 7.1.7]). Un anneau préadmissible noethérien
posséde un plus grand idéal de définition.

2.3. Anneaux complets de fractions. Soit A un anneau linéairement to-
pologisé, (ay)rea un systéme fondamental de voisinages de zéro formé d’idéaux et
S une partie multiplicative de A. Alors S~'A est un anneau linéairement topolo-
gisé, les S~'ay formant un systéme fondamental de voisinages de zéro. On appelle
anneau complet des fractions de A & dénominateurs dans S, noté A{S~'}, le séparé
complété de S~ A pour cette topologie:

A{ST}=1lm S*A4/S"a
{57} o /S ax
L’application canonique A — S~'A est continue pour les topologies ci-dessus; si
on la compose avec I'application canonique S~'4 — A{S~!}, on obtient un homo-

morphisme canonique continu A — A{S~1}, limite projective des homomorphismes
A — S A/ay).

Cet homomorphisme A — A{S!} est caractérisé par la propriété universelle
suivante : tout homomorphisme continu v de A dans un anneau linéairement topo-
logisé B, séparé et complet, tel que u(S) soit formé d’éléments inversibles de B, se
factorise d’une maniére unique en A — A{S~'}-“>B, ot v’ est continu.

PROPOSITION 2.6 (EGA [11, 07, 7.6.13]). Si A est un anneau adique noethérien,
A{S™1} est plat sur A.

DEMONSTRATION. En effet A{S™1} est le séparé complété de 'anneau S—1A
pour la topologie S~ m-préadique (ot m est un idéal de définition de A), il est donc
plat dur S~ A, qui est lui-méme plat sur A. O

ProrosiTION 2.7 (EGA [11, 07, 7.6.11]). Si A est admissible (resp. adique,
resp. adique noethérien), il en est de méme de A{S1}.

Soit a un idéal ouvert de A, alors S~ 'a est un idéal ouvert de S~—!'A; soit
a{S~1} = I'&HS*la/SflaA son séparé complété. C'est un idéal ouvert de A{S~'}
et I'application canonique STt A/S71a — A{S~!}/a{S~!} est un isomorphisme.

Inversement si a’ est un idéal ouvert de A{S~'}, il ’écrit : o/ = a{S~}, ot a
est un idéal ouvert de A ([11, 0y, 7.6.9]). En particulier :



2. ANNEAUX TOPOLOGIQUES 87

PROPOSITION 2.8 (EGA [11, 07, 7.6.10]). L’application p — p{S~'} est une
bijection croissante de ’ensemble des idéaux premiers ouverts de A tels que pN S =
@ sur l’ensemble des idéauz premiers ouverts de A{S™1}.

De plus les corps des fractions de A{S™1}/p{S~} et de A/p sont canonique-
ment isomorphes.

2.4. Cas particuliers. Soit A un anneau linéairement topologisé et f € A,
soit Sy la partie multiplicative {f" [ n > 0}, on notera A;p = A{S}?l}. Sige A,
il y a un homomorphisme continu canonique Ayp — Agyrgy-

Ainsi si f parcoure une partie multiplicative S de A, les A(yy forment un
systéme inductif filtrant ; on pose :
Agsy = lim Apy
fes

Pour tout f € S, on a un homomorphisme Ay — A{S~1'}, d’ou par passage a la
limite inductive un homomorphisme canonique

A{S} — A{S_l}

PROPOSITION 2.9 (EGA [11, 07, 7.6.16]). Si A est adique noethérien, A{S~1}
est plat sur Aggy.

DEMONSTRATION. D’aprés prop. 2.6 A{S~1} est plat sur Aygyy pour tout f € S,
donc sur la limite inductive. O

REMARQUE. Contrairement au cas des anneaux de fractions usuels, on n’a pas
en général Aggy = A{S™'}.

ProposITION 2.10 (EGA [11, 07, 7.6.17]). Soient A un anneau admissible, p
un idéal premier ouvert de A et S = A —yp. Alors :

(1) les anneaux Aggsy et A{S™1} sont locauz,

(2) I’homomorphisme canonique Aggy — A{S~1} est local,

(3) les corps résiduel de Agsy et A{S™'} sont canoniquement isomorphes au
corps des fractions de A/p.

DEMONSTRATION. A{S™'} est local : Soit a C p un idéal de définition de A,
alors A{S™'} est le complété de A, pour la topologie définie par I'idéal S~'a inclus
dans l'idéal maximal pA,, il est donc local d’idéal maximal p{S—1}.

Agsy est local : Soit m = ligp{ £y, on montre facilement (mais c’est ennuyeux
a écrire), en remontant la limite inductive et en se servant du fait que a C t, qu’un
élément de A(gy qui n’appartient pas & m est inversible. Donc Aygy est local d’idéal
maximal m.

’homomorphisme Arsy — A{S™'} est local : En effet 'image de pysy dans
A{S71} est contenu dans p{S~'}; a fortiori il en est de méme pour I'image de
m = lim pysy.

Les corps résiduels sont isomorphes : En effet les homomorphismes canoniques
Ay = Agsy — A{S~1}, induisent par passage au quotient des homomorphismes
Ap/pAy — Aggy/m — A{S™1}/p{S7'} et on a vu au prop. 2.8 que le composé est
un isomorphisme. 1

COROLLAIRE 2.11. Soit A un anneau adique noethérien, p un idéal premier
ouvert de A et S = A —yp. Alors les anneaux Aggy et A{S™'} sont noethériens et
A{S™1} est fidelement plat sur Aggy.



88 8. SCHEMAS FORMELS

DEMONSTRATION. L’homomorphisme A;gy — A{S~1} est local et plat, donc
fidelement plat. On a vu plus haut (2.7) que A{S™'} est noethérien, par fidéle
platitude il en est de méme de Ayg). O

3. Schémas formels affines

3.1. Spectres formels. A tout anneau admissible A (§2.1), nous allons asso-
cier un espace topologiquement annelé (X, Ox), dit spectre formel de A.

L’espace topologique sous-jacent, X = Spf A, est ’ensemble des idéaux premiers
ouverts de A muni de la topologie de ZARISKI (si a est un idéal de définition,
X = V{(a) est un fermé de Spec A).

Le faisceau d’anneauz topologiques Ox est défini comme une limite projective.
Pour tout idéal de définition ay de A, soit Oy le faisceau d’anneaux induit sur X

par (A/ay). Si a, est inclus dans ay, 'homomorphisme canonique A/a, — A/ay
induit un homomorphisme de faisceaux uy,, : O, = Oy. On obtient ainsi un systéme
projectif de faisceaux d’anneaux.

Au faisceau d’anneaux discrest O, est associé un faisceau d’anneaux topolo-
giques 0 dit pseudo-discret [11, 0, 3.9.1]. L’anneau des section de 0% au-dessus
d’un ouvert quasi-compact est discret, en particulier si A est noethérien O} = O,.
On obtient ainsi un systéme projectif de faisceaux d’anneaux topologiques et on
pose : Ox = @O’/\, ou ay parcoure ’ensemble filtrant des idéaux de définition.
Pour tout ouvert quasi-compact U de X, on a

LU, 0x) = limI'(U, 0,)
En particulier, puisque A est séparé et complet :
I'(%,0%) = @A/m =A

DEFINITION 3.1. On dit qu’un espace topologiquement annelé est un schéma
formel affine s’il est isomorphe au spectre formel d’un anneau admissible.

EXEMPLE 3.2. Soit A un anneau noethérien muni de la topologie discrete, alors
lVidéal {0} est un idéal de définition et Spf A = Spec A.

EXEMPLE 3.3. Soit A un anneau local d’idéal mazimalm et A le séparé complété
de A muni de la topologie m-adique ; alors Spf A est réduit & un point m avec pour
fibre A.

3.2. Ouverts affines — Fibres. On dit qu’'un ouvert U d’un schéma formel
affine X est un ouvert formel affine si la restriction de X & U est un schéma formel
affine. De méme que dans le cas des schémas usuels, les ouverts formels affines
forment une base de la topologie de X.

Plus précisément, soient A un anneau admissible et X = Spf A; pour tout
f € A, posons ©(f) = D(f) N X. Les ©(f) forment uns base d’ouverts de X
et il résulte immédiatement des définitions que ’espace topologiquement annelé
(D(f),02|D(f)) est isomorphe au spectre formel affine Spf Ay yy.

En tant que faisceau d’anneau sans topologie, le faisceau structural Ox de Spf A
admet pour tout point p € X une fibre :
0p =lim Agpy = Agsy
fép
sil’on pose S = A—p. C’est un anneau local dont le corps résiduel est canoniquement
isomorphe & k(p), corps résiduel en p dans Spec A (prop. 2.10).



4. SCHEMAS FORMELS 89

3.3. Morphismes de schémas formels affines. Soient A et B des anneaux
admissibles, X = Spf A, 2) = Spf B et ¢ : B — A un homomorphisme continu.
L’image réciproque par ¢ d’un idéal premier ouvert de A est un idéal premier ouvert
de B, ainsi ’application canonique “¢ : Spec A — Spec B induit par restriction une
application continue :

% :Spf A — Spf B
Pour tout élément g de B, ¢ induit un homomorphisme continu Bygy — Afpg)n
compatible aux restrictions, et I'on a : D(¢(g)) = “¢~1(D(g)), d’oit un homomor-
phisme continu de faisceaux d’anneaux topologiques :

QZ: Og) — agﬁ*((‘)x)

On a ainsi défini un homomorphisme d’espaces topologiquement annelés :
(;52(“90,(25):%%@

En tant qu’homomorphisme de faisceaux d’anneaux sans topologie, ¢ induit
pour tout € X un homomorphisme local sur les fibres :

P+ Oag(a)) — Os

Réciproquement, pour qu'un homomorphisme v = (¢,0) : X — 9 d’es-
paces topologiquement annelés soit de la forme (“¢,®) ol ¢ est un homomor-
phisme continu de B dans A, il suffit que pour tout z € X, 'homomorphisme
0z 1 Oy(z) — O soit local.

De tels morphismes sont dits morphismes de schémas formels affines.

En résumé, la catégorie des schémas formels affines est une sous-catégorie pleine
de celles des espaces topologiquement annelés en anneaux locaux. Les foncteurs A —
Spf A et X — I'(X, Ox) définissent une équivalence de catégories entre la catégorie
des anneaux admissibles (avec pour morphismes les homomorphismes continus) et
la catégorie duales de celles des schémas formels affines.

4. Schémas formels

4.1. Schémas formels et morphismes de schémas formels. On dit qu'un
ouvert U d’un espace topologiquement annelé (X, 0x) est un ouvert formel affine
si (U,0%|U) est un schéma formel affine. On dit que U est un ouvert formel af-
fine noethérien si (U, Ox|U) est isomorphe au spectre formel d’un anneau adique
noethérien.

On dit qu’un espace topologiquement annelé est un schéma formel si tout point
posséde un voisinage ouvert formel affine. On dit qu’un schéma formel est localement
noethérien si tout point posséde un voisinage ouvert affine noethérien.

PROPOSITION 4.1. Si X est un schéma formel (resp. localement noethérien),
les ouverts formels affines (resp. noethériens) forment une base de la topologie de

X.

DEMONSTRATION. Si X = Spf A, les D(f) ~ Spf Ay forment une base de la
topologie; si A est adique noethérien, il en est de méme de Ay . 1

Soient X et %) deux schémas formels, on appelle morphisme de schémas formels
de X dans 9) tout morphisme (¢, ) : X — ) d’espaces topologiquement annelés tel
que, pour tout x € X, 'homomorphisme 6, : Oy ) — O, soit local.
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Les schémas formels forment alors une catégorie. De méme que dans le cas des
schémas usuels, on démontre :

PROPOSITION 4.2. Soeient X un schémas formel et & = Spf A un schéma
formel affine. L’application canonique :
Hom(X,6&) — Hom cont(A,I'(%X, 0x))

est bijective.

4.2. Idéaux de définition. Soient A un anneau admissible, X = Spf A et a
un idéal ouvert de A. Soit (ay)rea ensemble filtrant des idéaux de définition de A
contenus dans a. On notera a® le faisceau d’idéaux de Oy définit par :

at = im (a/ay)

AEA

Etant donné un schéma formel quelconque X, on dit qu’un faisceau J d’idéaux
de Ox est un Idéal de définition de X si tout point de X posséde un voisinage ouvert
affine U tel que J|U soit de la forme b2, ott b est un idéal de définition de T'(U, X).

ProposITION 4.3 (EGA [11, 10.3.5]). Si X = Spf A est un schéma formel
affine, tout Idéal de définition de X est de la forme a®, ot a est un idéal de définition
de A.

DEMONSTRATION. Soit J un Idéal de définition de X. Par hypothése X est
quasi-compact, donc il existe un nombre fini de f; € A tels que J|D(f;) = b2, o1 b;
est un idéal de définition de Ayy,y.

L’idéal b; est de la forme (c;) 14,3, ot ¢; est un idéal ouvert de A ; soit ¢ un idéal
de définition de A contenu dans tous les ¢;. L'image canonique de J/¢® dans A/c
est telle que sa restriction a chaque D (f;) soit de la forme ¢;/c; c’est un faisceau

quasi-cohérent d’idéaux sur Spec A/c, il est donc de la forme a/¢, ot a est un idéal

de A contenant ¢. Et alors J = a2.

Par ailleurs pour tout i, b; est un idéal de définition de Ayy,y, donc il existe n;
tel que b}'" C c(y,3. Si Pon pose n = supn;, il vient (J/¢2)" = 0; d’ou (a/c)” = 0,
l'image de a dans A/c¢ est un idéal nilpotent, donc a est un idéal de définition de
A. O

Soient X un schéma formel et J un Idéal de définition de X, alors ’espace annelé
(%,0x/7) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. localement noethérien) lorsque
X est un schéma formel affine (resp. un schéma formel localement noethérien).

Il n’est pas certain que tout schéma formel admette des Idéaux de définition,
cependant :

ProprosITION 4.4 (EGA [11, 10.5.4]). Soit X un schéma formel localement
noethérien, alors il existe un plus grand Idéal de définition T de X. C’est le seul
Idéal de définition J de X tel que le schéma (X,0x/7) soit réduit.

DEMONSTRATION. Dans un anneau adique noethérien A il existe un plus grand
idéal de définition t, ’ensemble deséléments topologiquement nilpotents et 'anneau
A/t est réduit, voir corollaire 2.5.

Alors il suffit de montrer que si U D V sont deux ouverts formels affines no-
thériens de X, le plus grand idéal de définition Ty de U induit en restriction a
V le plus grand idéal de définition Ty de V. Ceci résulte du fait que le schéma
(V,(0x|V)/(Tu|V)) est réduit. O
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On dit qu’une famille (Jy), d’Idéaux de définition d’un schéma formel X est
un systeme fondamental d’Idéauz de définition s’il existe un recouvrement (U,) de
X par des ouverts formels affines tel que, pour tout «, la famille des J,|U, soit
cofinale dans ’ensemble filtrant des Idéaux de définition de X|U,. Alors le faisceau
d’anneaux topologiques Oy est limite projective des faisceaux d’anneaux pseudo-
discrets Ox /Jy.

Si X est affine d’anneau A, (Jy = a$) est un systéme fondamental d’Idéaux de
définition si et seulement si les ay forment un systéme fondamental de voisinages
de 0 dans A.

Si X est localement noethérien et J un Idéal de définition de X, les puissances
J" de J forment un systéme fondamental d’Idéaux de définition.

4.3. Limites inductives de schémas. Soient X un schéma formel localement
noethérien et J un Idéal de définition de X. Pour tout entier n, soit X, le schéma
(X,0%/7" Y et f, : X,, — X le morphisme canonique.

Pour n < m, 3™+! C J"*! et ’homomorphisme canonique Ox /I +! — Oy /It
définit un morphisme de schémas fo,, : X, — X, tel que fr, = fin © finn- Les sché-
mas X, et les morphismes f,,, constituent donc un systéme inductif de schémas.

PROPOSITION 4.5 (EGA [11, 10.6.2]). Le schéma formel localement noethérien
X muni des morphismes f, est une limite inductive dans la catégorie des schémas
formels du systéme inductif de schémas (Xn, fmn)-

DEMONSTRATION. Soient ) un schéma formel et pour tout n € N, g, : X, —
) un morphisme de schémas formels tel que ¢, = ¢m © finn-

Les applications continues sous-jacentes aux g, sont toutes identiques & une
méme application ¢ : X — 2). Les homomorphismes de faisceaux ¢*(0y) — Ox,
induits par les g, forment un systéme projectif, dont la limite projective est un
homomorphisme 9*(Oy) — Ox, puisque Ox est limite projective des faisceaux
Ox,, .

n

On obtient ainsi un morphisme d’espaces annelés g : X — 2), qui est le seul
rendant commutatif les diagrammes :

X7L

N4

Montronsque g est un morphisme de schémas formels. La question est locale sur X
et ), on peut donc supposer X = Spf A, ) = Spf B et I = a® ot a est un idéal
de définition de A et A = lim A/a™. Alors l'existence d’un morphisme de schémas
formels affines g rendant commutatif des diagrammes (*) résulte de la définition des
limites projectives d’anneaux et de la correspondance biunivoque entre morphismes
de schémas formels affines et homomorphismes continus d’anneaux admissibles.
Mais g est unique en tant que morphisme d’espaces annelés, il coincide donc avec
le morphisme défini plus haut. O

4.4. Limites inductives de morphismes. Soient X et ) deux schémas for-
mels localement noethériens, T le plus grand idéal de définition de X et J un idéal
de définition de Q).
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LEMME 4.6. Pour tout morphisme de schémas formels f : X =9, on a f*(J) C
T.

DEMONSTRATION. La question étant locale, on peut supposer X et ) affines
: X = SpfA, QY = Spf B ou A et B sont des anneaux adiques noethériens. Alors
T =1t»,J=0", ou test le plus grand idéal de définition de A, et b est un idéal de
définition de B. Un morphisme f : X — ) provient d’'un homomorphisme continu
@ : B — A. Les élément de b sont topologiquement nilpotents, donc aussi ceux de
(b), donc p(b) C t. O

De méme pour tout entier n : f*(J") = (f*(9))" c T", d’on, si 'on pose
X, = (X,0x/T" ) et V,, = (9,09 /9" 1) un systéme inductif de morphisme de
schémas

fn: Xy — Y,

On notera Hom ind(X,,Y,) ’ensemble des morphismes de systémes inductifs
de schémas de X, = (X, )nen dans Yy = (Y, )nen-

PROPOSITION 4.7 (EGA [11,10.6.10]). L’application Hom(%,2)) — Homind(X,,Ys)
définie par f — (fn)nen est une bijection.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immeédiate, par définition des limites
inductives, de X = @Xn et Y = @Yn dans la catégorie des schémas formels. [

COROLLAIRE 4.8. Cette application induit une bijection canonique

Hom(X,9)) — lim Hom(Xy,Yy)
neN

DEMONSTRATION. En effet, la donnée d’un morphisme f, : X, — Y, déter-
mine pour m < n, un morphisme et un seul f,, : X,, = Y,, rendant commutatif le
diagramme:

X %ym

L,

X, —Y,
comme on le vérifie en se ramenant au cas affine. On a ainsi défini une application
@mn : Hom(X,,Y,) — Hom(X,,, Y.,)
d’oul un systéme projectif d’ensembles. On a ainsi :

Hom ind(X,,Ys) — lim Hom(X,,Y,)
neN

5. Complétion

5.1. Complété d’un schéma. Soient X un schéma localement noethérien et
X’ un fermé de I’espace topologique sous-jacent a X . Soit ® ’ensemble des faisceaux
cohérents d’Idéaux J de Ox tels que supp (Ox/J) = X'. L’ensemble ® est non vide
et filtrant pour la relation D. On identifiera Ox /J A sa restriction & X', les Ox /J
forment alors un systéme projectif de faisceaux d’anneaux dont la limite projective
est un faisceau d’anneaux topologiques (Ox ), x-
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PROPOSITION 5.1. L’espace topologiquement annelé (X', (Ox),x) est un schéma
formel localement noethérien.

DEMONSTRATION. La question étant locale on peut supposer X = Spec A, avec
A noethérien et J = @ ol a est un idéal de A. Alors X' est ’ensemble des idéaux
premiers de A qui contiennent a.

Soient A = @A/ a” le séparé complété de A pour la topologie a-adique et
@ = aA. On sait que A est un anneau a-adique noethérien et que A /a" ~ A/a"™; donc
les idéaux premier ouverts de A sont des idéaux p, oil p est un idéal premier de A
contenant a, d’ou I’égalité d’espaces topologiques X’ = Spf A. Par ailleurs O x /J" =

A/7a/" = A/an, d’on Dégalité des espaces annelés (X', (Ox)/x7) et Spf A O

On appelle ce schéma le complété de X le long de X' et on le note X, x/ ou X.

Pour tout faisceau J € @, la famille (J"),en est localement cofinale dans ®.
Pour tout n > 0, soit X/, le schéma (X', Ox/I"*1), on a alors :
X =lim X7,
la limite inductive étant prise dans la catégorie des schémas formels.
Les homomorphismes canonique Ox — 9 x/J définissent par passage a la

limite projective un morphisme canonique ¢ : X — X, qui induit ’inclusion sur
les espaces topologiques sous-jacents.

5.2. Complété d’un faisceau cohérent. Soient comme précédemment X

un schémas localement noethérien, X’ un fermé de X et X le complété de X le
long de X'.

Soit F un Oy-Module cohérent, on appelle complété de F le long de X', le
0 ¢-Module topologique F défini par

F= lim F @0, Ox/J
Jed

De tout homomorphisme de Ox-Modules cohérents v : F — G, on déduit un
systéme projectif d’homomorphismes de Ox /J-Modules :

ug : F®oy Ox/J — G ®oy Ox/j
d’oil, en passant & la limite projective un homomorphisme continu de O ¢-Modules
topologiques
u:F—G
On vérifie immédiatement que 1'on a ainsi défini un foncteur additif covariant

F s Fdela catégorie des O x-Modules cohérents dans celle des O -Modules topo-
logiques.

Etant donné un O x-Module cohérent F, les homomorphismes canoniques F —
F ®oy Ox /T forment un systéme projectif pour J € ®. D’oul en passant & la limite
projective un homomorphisme canonique :

F—i,F
dont on déduit par adjonction un homomorphisme canonique :
D —

THEOREME 5.2. Avec les hypothéses et les notation précédentes :



94 8. SCHEMAS FORMELS

(1) Le foncteur F — F est exact

(2) L’homomorphisme canonique i*F — F est un isomorphisme

DEMONSTRATION. L’assertion est locale et conséquence immédiate du lemme
suivant, lui-méme corollaire du théoréme de KRULL (ou du lemme d’ ARTIN-REES).
O

LEMME 5.3 ([2, III, § 3 n° 4, Th. 3]). Soient A un anneau noethérien et a
un idéal de A. Pour tout A-module M, soit M le séparé complété de M pour la
topologie a-préadique. Alors :

(1) Le foncteur M M est exact dans la catégorie des A-modules de type fini

(2) L’application A-linéaire canonique M & 4 A — M est un isomorphisme si
M est un A-module de type fini

COROLLAIRE 5.4. Le morphisme d’espaces annelés i : X — X est plat.

PROPOSITION 5.5 (EGA [11, 10.8.11]). Pour tout Ox-Module cohérent F, le
noyau de l’homomorphisme canonique : T'(X,F) — T(X', F) déduit de F — i, F
est formé des sections nulles dans un voisinage de X'.

DEMONSTRATION. Par définition de F I'image d’une telle section est nulle.

Réciproquement, soit s € T'(X,F) dont l'image dans I'(X’, §") est nulle; mon-
trons que pour tout x € X', s, = 0. La question étant locale, on peut supposer
X = Spec 4, ot A est un anneau noethérien et X’ = V(a), ot a est un idéal de A.
Alors J est de la forme M , ou M est un A-module de type fini. L’homomorphisme
I'X,F) —» (X', F) est 'homomorphisme canonique M — M, dont le noyau est
I’ensemble des éléments de M annulés par un élément de 1+ a. Il existe donc f € a
tel que (1, + fz)s, = 0. Mais a, C v, (le radical de O); donc 1, + f,; est inversible
dans O, et s, = 0. O

COROLLAIRE 5.6. supp F = supp F N X'

5.3. Prolongement d’un morphisme aux complétés. Soient X et Y deux
schémas localement noethérien et f : X — Y un morphisme de schémas. Soient
X' un fermé de X et Y/ un fermé de Y tel que f(X’) C Y’. On peut toujours
trouver un faisceau cohérent d’Idéaux J de Ox et un faisceau cohérent d’Idéaux K
de Oy tels que

supp (Ox/7) = X’ supp (Oy /X) =Y’ et f1(X)cC7I
On a alors pour tout n : f*(K™) C J™.
Soient X! = (X', 0x/I"* 1) et Y, = (Y',0y/K"1), on déduit de f un mor-

phisme de schémas f/ : X/ — Y,'. Les morphismes (f/)nen forment un systéme
inductif, d’ou & la limite un morphisme de schémas formels :

]?:Iigf;:)?—)?

On vérifie que fne dépend pas du choix de J et K (il suffit de le constater dans le
cas affine) et on dit que c’est le prolongement de f aux complétés de X et Y le long

de X’ et Y’. L’application continue sous-jacente & fest la restriction de f a X'.

On a : g/o\f =go ]? et z?i; = idg. On a ainsi défini un foncteur covariant
X — X de la catégorie des schémas dans celle des schémas formels.
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ProOPOSITION 5.7 (EGA [11, 10.9.4]). Soient X et Y deux S-schémas locale-
ment noethérien avec Y de type fini sur S. Soient X' un fermé de X et Y’ un fermé
deY, f et g deux S-morphismes de X dansY tels que f(X') CY' et g(X') CY’.

Alors : f =7 si et seulement si f et g coincident dans un voisinage de X'.

DEMONSTRATION. Si f et g coincident dans un voisinage de X', on a d’aprés
les définitions f = g.

Réciproquement supposons f = g, et montrons que f et g coincident dans
un voisinage de X’. La question étant locale, on peut supposer X et Y affines
noethériens X = Spec B, Y = SpecC et S = Spec A affine, C' étant une A-algébre
de type fini. Les morphismes f et g proviennent d’homomorphismes de A-algébres
p,o : C — B, qui ont méme prolongement par continuité aux séparés complétés.

D’aprés prop. 5.5, pour tout s € C p(s) = o(s) dans un voisinage de X’
(dépendant de s). Par hypothése C' est de type fini sur A, il existe donc un voisinage
V de X’ tel que p(s) et o(s) coincident dans V pour tout s € C. Alors f et g
coincident dans tout ouvert affine inclus dans V', donc dans un voisinage de X’. O






Chapitre 9

Théoréme de comparaison

1. Le théoréme de finitude

1.1. Rappels et résultats préliminiares. Nous utiliserons fréquemment le
résultat suivant (EGA [12, III, 3.2.1])

THEOREME 1.1. Soient Y un schéma localement noethérien, f : X — Y un
morphisme propre. Pour tout Ox-Module cohérent F les Oy -Modules R f.(F) sont
cohérents pour tout g > 0.

Rappelons que 'on démontre d’abord ce théoréme pour un morphisme f pro-
jectif (EGA [12, III, 2.2.1] Théoréme de SERRE), puis on démontre le cas général en
se ramenant au cas projectif par récurrence noethérienne, dévissage, et en utilisant
le lemme de CHOW. Rappelons d’autre part que si f est séparé quasi-compact, et
si F est un O x-Module quasi-cohérent, alors pour tout ouvert affine U de Y on a :

D(U, R f.(F)) = HU(fH(U),F)  [12,1II, 1.4.11]
On obtient donc dans le cas affine :

COROLLAIRE 1.2. Soient A un anneau noethérien, X un A-schéma propre.
Pour tout Ox-Module cohérent F les A-modules HI(X,F),(q > 0) sont de type

fini.

1.2. Généralisation.

THEOREME 1.3 (EGA [12, III, cor. 3.3.2]). Soient A un anneau noethérien, J
un idéal de A, X un A-schéma propre, F un Ox-Module cohérent. Alors pour tout
p > 0 la somme directe

N = HP (X, 7"9)
k>0

est un module de type fini sur la A-algébre graduée S = @kzo k.

DEMONSTRATION. Soit f : X — Spec A le morphisme structural, et posons
8§=25,8=f(8).M=Prs
k>0
On a alors trivialement RPf,(M) = N, donc « N est un S-module de type fini »
équivaut a « RP f,(M) est un 8-module de type fini ».

Considérons le diagramme commutatif suivant

X2 x

|

Spec A -~ Spec S

97
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ot X' est obtenu par changement de base (donc X’ = Spec(8’)).

On peut a l'aide de ce diagramme ramener le probléme & un probléme sur les
O xs-Modules, ot X’ est un schéma, et non plus & un probléme sur les 8’-Modules,
de sorte qu’on pourra appliquer le théoréme 1.1.

En effet, puisque g est affine, ¢’ Iest aussi; soit M’ le O x.-Module associé au
8’-Module quasi-cohérent M. On a par définition
M = g, (M)
De plus F étant cohérent, M est un 8’-Module de type fini, donc M’ est un Ox-
Module de type fini; or h = g o f’ est un morphisme de type fini et Spec A est
noethérien, donc X’ est noethérien. Il en résulte que M’ est un O x.-Module cohé-

rent. f’ étant propre on déduit donc du théoréme 1.1 que les RPf.(M’) sont des
Ospec s-Modules cohérents.

Il reste & voir comment on peut exprimer RP f,(M) a l'aide de RP f,(M').

RPf. (M) = RPf.(g.(M')) = RPh, (M), et il est facile de vérifier que c’est un
homomorphisme de $§-Modules.

De plus puisque f’ est séparé quasi-compact et g affine, ’lhomomorphisme de
S-Modules
RPh (M) = RP(g o f'):(M) — g (RP £, (M)
est bijectif.

Puisque les RP f,(M’) sont cohérents et que g est affine, il en résulte donc que
les R? f,.(M) sont des 8-Modules de type fini pour tout p > 0, d’ott le théoréme. O

2. Commutation des limites projective aux HY

THEOREME 2.1 (EGA [12, 07y, Prop. 13.3.1]). Soient X un schéma, (Fi)ren
un systéme projectif strict de O x-Modules quasi-cohérents, et posons :

F= @13‘“@
k
Alors pour tout n > 0 I’homorphisme canonique

hy - H(X,F) — lim H" (X, F,)
k

est surjectif. Si de plus, pour une valeur de n, le systéme projectif des
(H" (X, F%))ken
vérifie la condition (ML) de MITTAG-LEFFLER h,, est un isomorphisme.
Rappelons qu’un systéme projectif (A, )q est strict, si les morphismes de tran-
sition uqapg : Ag = An pour 8 > « sont surjectifs.

Le systéme projectif (A, )qa vérifie la condition (ML) de MITTAG-LEFFLER, si
pour tout « il existe 8 > « tel que pour tout v > 3:

Uap(Ag) = Ua~y(A,)

Un systéme projectif strict vérifie évidemment (ML).

La cohomologie calculée dans la catégorie des faisceaux de O x-Modules ou des
faisceaux en groupes abéliens étant la méme, il suffit de montrer les propriétés des
hy, en tant que morphismes de groupes abéliens, les (F); étant considérés comme
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des faisceaux en groupes abéliens. La démonstration du théoréme 2.1 sera donné
plus loin (page 102).

Notations. — SPx (resp. SP) catégorie abélienne des systémes projectifs de
faisceaux en groupes abéliens sur X (resp. de groupes abéliens).

Abx (resp. Ab) catégorie abélienne des faisceaux en groupes abéliens sur X
(resp. des groupes abéliens).

On a alors les foncteurs exacts a4 gauche:

I(jln:SPX—LAbX yin:SP—)Ab
(3"19)1@'—>£%H3"k (Ak)kai%nAk

I':SPx — SP I': Abx — Ab
(Fr)k — (DX, k) F— (X, 5)

Comme on a I'(X, lim, Fr) = lim, I'(X, Fy) pour tout (Fy)r € SPx la définition
de m nous dit que

Fo@:l'&loI‘:SPX — Ab
Les quatre catégories abéliennes considérées ayant des générateurs et des limites
inductives exactes ont assez d’injectifs. On peut donc parler des foncteurs dérivés
des foncteurs précédents. En notant @(p) = RP Lim (resp. 1&1(”) = RP @1) les
foncteurs dérivés droit de Lim (resp. ]gl) on a alors la

PROPOSITION 2.2. Il existe deuz suites spectrales ayant méme aboutissement
et dont les termes initiales sont

R = im® HI(X,Fy) = EPY = "E} = HP(X, Lim @ (5;))

DEMONSTRATION. Cela résulte de la suite spectrale d’un foncteur composé,
pourvu que les conditions du théoréme 2.4.1 de Tohoku [8] soient remplis, & savoir
que le premier foncteur du foncteur composé envoie les objets injectif en objets
acycliques pour le second foncteur. Etudions d’un peu plus prés les injectifs de
SPx.

LEMME 2.3. Soit Jo = (Ji )i un objet injectif de SPx. Alors:
(1) Pour tout k € N, Ji est un objet injectif de Abx

(2) LimJ, est un objet injectif de Abx

(3) (T(X,3))r = T'(Js) est un objet injectif de SP

DEMONSTRATION. Pour tout & € N U {oo} et tout A € Abx soit AP =
(.Aék))geN le systéme projectif défini par:

(k) A pourl <k
Ay =
0 pourl >k

avec les homomorphismes de transition évidents. On vérifie facilement que
Hom apy (A, J¢) = Homsp,, (A87,3.)
Hom 4, (ﬂ,@ﬂ.) = Homgsp,, (_AEOO)J.)

Pour tout k les foncteurs A +— Agk) étant exact, ceci prouve que les foncteurs a
gauche de (x) sont exacts, d’ou (1) et (2).

(%)
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Soit SPPx la catégorie abélienne des systémes projectifs de préfaisceaux en
groupes abéliens sur X.

Si Ax est le préfaisceau constant associé a A € Ab, on a
Homsp ((Ak)r, T'(Js)) = Homsppy ((Akx)r:Je) =
= Homsp, ((a(Akx))k:T)

en notant a le foncteur faisceau associé. Les foncteurs a et A — Ax étant exacts il
en résulte que le membre de gauche est un foncteur exact dans SP, d’ou (3). O

Démonstration de la proposition 2.2

Le lemme 2.3, (2) et (3) montre qu’on a deux suites spectrales ayant comme
aboutissement

E" = R"(lim oI')(F}) = R"(T" o Lim)(Fy)
et dont les termes EY? sont donnés par :

'EPI = r&nl(gp) R'T(F}) "B = HP(X, %i_rr}iq)(ffk))

Les dérivés de T peuvent étre calculé par « composants » et le lemme 2.3, (1) montre
alors que

RIT(Fy) = (HY(X, Fx))k
d’oul la proposition 2.2. O

PROPOSITION 2.4. Pour tout p > 2 les foncteurs

s (D) .
y_ :SP — Ab

sont nuls.

Démontrons trois lemmes :

LEMME 2.5. Soit Iy = (I)r un objet injectif de SP. Alors (Ii,)y est un systéme
projectif strict et a fortiori vérifie (ML).

DEMONSTRATION. Avec les notations analogues & celles du lemme 2.3 on a
pour A € Ab

Homgsp (AE’”, I.) = Hom 4 (A, Ix)

et pour A = Z le morphisme I, — I, pour k > h se déduit de 'injection canonique
A 5 AW Le foncteur Homgp(e, I,) étant exact, I, — Ij, est surjectif. O

LEMME 2.6. S0it 0 — Ae—2Be—2Cs — 0 une suite ezacte dans SP. Si A
vérifie la condition (ML), la suite

v

0— @AkﬁhmBthmck -0

— —
k k k
est exacte.
DEMONSTRATION. voir EGA [12, 0777, Prop. 13.2.2] O

LEMME 2.7. Soit Ae = (A)r € SP un systéme projectif vérifiant (ML). Alors
l'&n](f) A, =0 pour tout p > 1.
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DEMONSTRATION. du lemme 2.7 et de la proposition 2.4
Raisonnons par récurrence sur p.

Pour p = 1 plongeons A, dans un injectif I, de SP, de sorte qu’on a une suite
exacte
0= Ay — I, — Qe —0

d’otl une suite exacte de cohomologie

0 — lim A, — lim [j, — l‘&aniﬂg(”Ak —0
k k k k

Le morphisme § = 0 par le lemme 2.6, donc T&né” A =0.

Pour p > 2 le lemme 2.7 est un cas particulier de la proposition 2.4. Supposons
donc le lemme 2.7 et la proposition 2.4 valables jusqu’'a p — 1 (pour p —1 =1 la
proposition 2.4 est vide).

Soit B, un objet quelconque de SP, et plongeons le dans un injectif, d’ou la
suite exacte

0> Be — Ig — Qe — 0

La suite exacte de cohomologie fournit des isomorphismes
yﬂl P=Dg, = ]'&n(p)Bk
k k

Or d’apreés le lemme 2.5 I, vérifie (ML), donc aussi son quotient Q,, voir EGA
[12, 0777, Prop. 13.2.1]. L’hypothése de récurrence montre que @ép_l) Qr =0,

donc @ép) By, =0, d’ott le lemme 2.7 et la proposition 2.4. O
PROPOSITION 2.8. (1) Pour tout systéme projectif Fo de faisceauzr quasi-

cohérents sur X, considérés comme objets de SPx, on a
ml(p)ﬂ". =0 pourp>2

(2) Si de plus pour tout owvert affine U de X le systeme T'(U, Fy) vérifie (ML)
(ce qui sera en particulier le cas si Fo est un systéme projectif strict de
faisceaux quasi-cohérents), alors

LiLn(p)g.:O pour p > 1

DEMONSTRATION. Soit P.Abx la catégorie abélienne des préfaisceaux en groupes
abéliens sur X. Le foncteur @ peut étre exprimé comme composé des foncteurs
i1:SPx — SPPx, du foncteur I(ﬂl sur les préfaisceaux @ :SPPx — PAbx et
du foncteur exact faisceau associé a : PAbx — Abx.

Lim

SPx —— > Aby

| I

SPPx —= PAbx

On a donc une suite spectrale
EY =a <U = lim P H(U, m) — E" = Lim "(5,)
k

Les F}, étant quasi-cohérents H4(U, Fy) = 0 pour ¢ > 0 pour tout ouvert affine, donc
ER? = 0 pour q # 0. La suite spectrale dégénére donc et on a: E;“O = E%0 = E™.
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Ceci signifie que @(TL)(?k) =a(U — @1(") (U, F%)), done que I(iigl(") (Fr) est le
faisceau associé au préfaisceau

U ;i%nWF(U, F1))

La proposition 2.8 résulte maintenant trivialement de la proposition 2.4 et du lemme
2.7. O

DEMONSTRATION. du théoréme 2.1

Les proposition 2.2 et 2.4 montrent que la premiére suite spectrale vérifie ' FY? =
0 pour p # 0, 1. Les différentielles dP¢ sont donc nulles pour r > 2, donc 'E5? ='EP4
et appliquant CARTAN-EILENBERG [3, XV, Prop. 5.5] on obtient la suite exacte

0—'E;y" ' — E"—'EJ" -0

D’autre part la proposition 2.8 montre que la 2éme suite spectrale est dégénérée:
"EPY =0 pour ¢ # 0, donc E® =" E}°, on obtient donc finalement la suite exacte

0= "Byt —"EPY —ES" 50
et en remplagant les termes de la proposition 2.2

0 — lim WA (X, Fp) — H™(X,lim Fy,) — lim H" (X, Fx) = 0
k k k

Ce résultat est plus précis que ’énoncé du théoréme 2.1, on conclut par 2.7. O

3. Le théoréme de comparaison

3.1. Forme affine.

THEOREME 3.1. Soient f : X — Y = Spec A un morphisme propre de schémas
noethériens, Y' = V(a) un fermé de Y, I = a I’Idéal cohérent de Oy, X' = f~H(Y").

Soit F un Ox-Module cohérent, et posons
Fp=F/a"F =F®o, f(Oy/IF)
Alors :
(1) La filtration sur H™(X,F) définie par les noyauz des homomorphismes
H"(X,F) — H"(X,Fy)
est a-bonne, et I’homomorphisme canonique
on HY(X,F) — y?mH"(X, T

(ot le ler membre est le complété pour la topologie a-adique) est un iso-
morphisme topologique.

(2) Pour tout n le systéme projectif (H™(X,Fy))k>0 vérifie (ML) et I’homo-
morphisme canonique

Yy HY(X,F) > y?mH”(X,&”k)

est un isomorphisme.

COROLLAIRE 3.2. Sous les conditions du théoréme 3.1 on a un isomorphisme
canonique

po s H(X, ) 5 H"(X,5)
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L’existence des divers homomorphismes canoniques, ainsi que la formule ¢,, =
Uy © pn, sont trés faciles a prouver, et ce sera fait pour plus de clarté dans le cas
global au § 3.2.

DEMONSTRATION. L’entier n étant fixé, posons
H=H"(X,9), H, = H"(X,F)

On a un homomorphisme canonique H — Hj, déduit de 'homomorphisme F — JFy,
et une suite exacte de cohomologie

H™(X,a" ) = H - H-SH" (X, o" ) - B (X, F)
Nous poserons
Ry, = Ker(H — Hy) = Im(H"(X,a"™'F) — H"(X,))
Qr = Coker(H — Hy,) = Ker(H" (X, a"13) — H"T(X,F)) =
= Im(H"(X, F3,)-Z H" (X, aF 1)
de sorte qu’on a la suite exacte
0—Ry—H—H,—>Qr—0

Posons S = @kzoak , qui est une A-algébre de type finie, donc noethérienne. Les
modules £ = @p>oH™(X,d"F), M = ©p>oH™(X,a" 1 F) et R = ©p>0Rx sont
munis canoniquement d’une structure de S-modules gradués a ’aide des homomor-
phismes:

pil s HY (X, aFF) — H"(X,a"*™F) pour a € a™

En effet, c’est clair pour E et M, et d’autre part le diagramme commutatif

— H"(X, aFtmt1F)

montre que pour a € a™
aRy = alm(H"(X,a""1F) — H"(X,F))
C Im(H™(X, "™ F) — H"(X,9)) = Rism

donc a™ Ry, C Rk1m, d’otl notre assertion. Ceci prouve aussi que R est quotient du
sous S-module gradué M de FE.

Or d’apres le §1 théoréme 1.3, F est un S-module gradué de type fini, donc,
puisque S est noethérien, M et a fortiori R sont des S-modules de type finis. Il
résulte donc de BOURBAKI |2, 111, §3, th. 1| que la filtration Ry sur H est a-bonne,
donc définit sur H la topologie a-adique.

Passons a la démonstration du reste du théoréme 3.1.

Soit Yy, : HH(X, ab+m 1) — HHL (X, ak+1F) le morphisme déduit de 1'in-
jection canonique. Il est donc clair par définition de Qr que Vi (Qxrm) C Qk-

Supposons démontré le

LEMME 3.3. Il existe m > 0 et ko tels que Y (Qr+m) = 0 pour tout k > ky.
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Démontrons alors le théoréme 3.1.

De la fonctorialité de la suite exacte de cohomologie on déduit un diagramme
commutatif de suites exactes :

0 Rk+m H Hk:+m Qker —0
™ l s
0 Ry H Hy, Qrk 0

Soit k£ > kg. On a alors d’aprés le lemme 3.3
Im(Hgym — Hi) C Ker(Hy, — Q) = Im(H — Hy,)
et d’autre part la commutativité de (7) montre que
Im(Hgym — Hy) D Im(H — Hy)

On a donc pour k > kg Im(Hg ., — Hy) = Im(H — Hy). Il en résulte donc que
pour tout £ > k +m

Im(Hy, — Hy) = Im(H — Hy,)
donc que le systéme projectif (Hy)r>o vérifie (ML).

On en déduit donc du théoréme de commutation (§2, théoréme 2.1) que 1’ho-
momorphisme canonique

Y HY(X,F) = L%mH"(X,?k)

est bijectif (puisque supp Fc )A(), d’ou (2) du théoréme 3.1.
D’autre part des suites exactes
0—>Ry—>H—H,— Qr—0
on déduit les suites exactes
0— H/Ry — H, = Qr —0

qui forment évidemment un systéme projectif de suites exactes. Or le sytéme pro-
jectif (H/Ry) est strict, Ry étant une filtration, donc a fortiori il vérifie (ML).

D’apres le §2 lemme 2.6 on en déduit que la suite
0— l%n(H/Rk) — I‘%mHk — y?ka —0
est exacte. Or d’aprés le lemme 3.3, h&lk Qr = 0, donc on a un isomorphisme

topologique
lim(H/Ry) — lim Hy
k k

Enfin (Ry) étant une filtration a-bonne de H définit sur H la topologie a-préadique,
donc

lim(H/Ry) =
k

d’ou le (1) du théoréme 3.1. O

Reste donc a démontrer le lemme 3.35.

Posons N = @konn+1(X7 Clk—ng), Q= @kEOQk-
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(1) On montre facilement que @ est un sous S-module gradué de N, qui est de
type fini d’aprés le §1 théoréme 1.3. @ est donc aussi un S-module gradué de
type fini, S étant noethérien. D’aprés le spropriétés générales des modules
gradués de type fini, on voit donc qu’il existe kg et h tel que

Qk-‘rh = Sth pour k > ko (avec Sh = ah)

(2) 1l existe v > 0 tel que a,(S,)Q = 0 oit auy, = 0™ — A est Uinjection cano-
nique. En effet, comme a**1F;, = 0, Q = Im(H" (X, Fy) — H" (X, a*+1F))
est annulé par a1 en tant que A-module. Dans le S-module @, cela signifie
que

41 (Sk41)Qr = 0
11 résulte donc de (1) qu’il existe v > 0 tel que

a,(5,)Q =0

DEMONSTRATION. du lemme 5.3.
Soit a € a™. On a la factorisation évidente :
pa bt H'HH(X, ak“ff)%H"“(X, af ) I e (X of )
On en déduit, puisque Q; = Ker(H" (X, a**1F) — H" (X, F)) est un sous
A-module de H" (X, a*+1F) que
'Ym(Ska) = O‘M(Sm)Qk

dans le S-module V.

Soit donc m un multiple de h plus grand que v. Comme par (1) pour k > kg

Qrtm = SmQk

on a 7m(Qk+m) = 'Ym(Ska) = am(sm)Qk - au(Su)Qk = 0 d’aprés le choix de v,
d’ott le lemme 3.3. O

3.2. Forme globale.

THEOREME 3.4. Soient f : X — Y un morphisme propre de schémas noethé-
riens, Y' un fermé de Y, X' = f=1(Y"). Soi I un Idéal cohérent de définition de
Y’, et posons pour tout k > 0 et Ox-Module F:

T =F oy [*(Oy/T)

Pour tout Ox-Module cohérent F le O ¢-Module R"f*(gf) est cohérent, et on a un
diagramme commutatif d’isomorphisme topologiques

R 1. (5) o R"[.(5)
8) \ -
yink R" f.(F)

DEMONSTRATION. Soit J un Idéal cohérent de définition de Y, et posons X =
F*(7)O0x. Alors X est un Idéal cohérent de définition de X’.

Construction de @,

T est un Ox/K*+1-Module, donc R"f.(F}) est un Oy /I*1-Module. On dé-
duit donc de 'homomorphisme canonique R"f.(F) — R"f.(F;) un homomor-
phisme canonique

R"f.(F) ®oy (Oy /3"T) — R"f.(Fy)
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d’ott par passage a la limite projective un homomorphisme

on t R [ (F) = yTIanf*(:}-k)

qui est un homomorphisme continu de Op-Modules topologiques par construction.
Construction de 1,

Soit X, = (X', Ox /X" 1) et considérons le diagramme commutatif suivant, ot
les fleches sont des morphismes canoniques d’espaces annelés :

N

X
F étant cohérent on a F = 1*(F). De plus puisque supp Fr, C \)?| on a
Tk = ikyin" T

1§ étant une immersion fermée, on a donc

H™"( Xy, i3 (Fr)) = HY(X, F)
d’ott un homomorphisme canonique

H"(X,5) = H"(Xi, hi(5))
H" (X, hyi*(F))
H™ (X, i,(F))
H"(X,F)

d’otl par passage a la limite un homomorphisme
Yo x t H'(X,F) — lim H™(X, F)
k
Soit V un ouvert affine de Y. Appliquant cette construction & f~1(V') on en déduit
des homomorphiosmes commutant aux restrictions

Yoy s HYX O fH(V),F) = ImT(V, R™ £.(F))
k

d’ott un homomorphisme

Vo RJ(T) = Lim R" f.(F)
k

Construction de py,

Soit j : Y 5Yle morphisme canonique d’espaces annelés. D’aprés le théoréme
1.1 R"f.(F) est un Oy-Module cohérent, donc

o —

J(R" fo(F)) = R f«(F)
j étant plat, on en déduit un homomorphisme canonique
pu: RUf(F) = j*(R"f(F)) = R"[.(i*(F)) = R"[.(5)

La démonstration de la commutativité du diagramme (8) du théoréme 3.4 est facile
et laissée au lecteur.

Démonstration du théoréme 3.4



3. LE THEOREME DE COMPARAISON 107
Puisque R"f*(F) est un Oy-Module cohérent la définition du complété d’un
Module montre que si V' est un ouvert affine de Y :
L(V, R f.(F)) = T(V, R" f«(5))
ou le 2¢ membre est le séparé complété pour la topologie T'(V, J|V)-préadique.

D’autre part par définition

C(V.Jim R" £.(F4)) = im D(V, R" £.(F%))
k k

Le théoréme 3.1 montre donc que ¢, est un isomorphisme topologique, ainsi que les
homomorphisme %, v, donc aussi ’homomorphisme 1),, par définition de R" f..(5),
d’ou le théoréme 3.4. (]






Chapitre 10

Théoréme d’existence

1. Introduction

Dans tout cet exposé, on considére un anneau noethérien A et un idéal de
définition I de A; on posera S = Spec(A), S’ = V(I). Pout tout schéma X propre
sur S, on désingera par X le complété formel de X le long de la partie fermée
X' = h=1(S") (ot h est le morphisme structural) ; en particulier, S = Spf A. Pour
tout O x-Module cohérent F, on notera Fle complété de F le long de X', qui est un
O ¢-Module cohérent. Pour tout morphisme (nécessairement propre) f: X — Y de

S-schémas propres, on désignéras par fle prolongement de f aux complétés.

ProprosITION 1.1 (EGA [12, III, Prop. 5.1.2]). Soient F et G deux Ox-Modules
cohérents; on a pour tout n > 0 des isomorphismes
H"(X,9) = H"(X,9)
Eaty (5,9) > Eaty_(F,9)

DEMONSTRATION. La premiére partie de la proposition résulte du théoréme
de comparaison et du fait que les H*(X,J) sont des A-modules de type fini, donc
complets pour la topologie I-adique. D’autre part, soit ix : X > Xle morphisme
canonique ; on a un isomorphisme

@0 ixHomo (F,9) — Homo _(i%F,i%9)
(Pisomorphisme g est défini en effet pour un morphisme plat ix quelconque d’es-
paces annelés). On en déduit par Ialgebre homologique des homomorphismes :
on ixEaxty (F,9) — Extgz(i}fﬂ ix9)
Les ¢, sont en effet des isomorphismes; on peut en effet, pour le vérifier, supposer

X affine et choisir une résolution libre £, de J; i% (L4) est alors une résolution
libre de i% (F), d’ou le résultat.

Soit E(F, S)A (Eesp. E(g", §)) la suite spectrale des &zt sur X (resp. X) associé
aFet§ (resp. F,9).
Le morphisme plat ¢x définit un homomorphisme de suites spectrales :
¥+ E(F,9) — E(F,9)
qui se réduit en degré 2 et en degré oo a :
vhT: HP (X, Eat (,9)) — HP(X, €ath_(T.9))
YL Baty (F,9) — Eaty_(5,9)

Les 157 sont des isomorphismes d’aprés les remarques précédentes; les ¢ sont
donc eux-mémes des isomorphismes, ce qui démontre la proposition. O

109
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COROLLAIRE 1.2. Le foncteur F — F de la catégorie des Ox-Modules cohé-
rents dans la catégorie des O ¢-Modules cohérents est pleinement fideéle.

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier de la proposition 1.1 O

2. Le théoréme d’existence

THEOREME 2.1 (EGA [12, III, cor. 5.1.6]). Sous les hypothéses du §1, le fonc-

teur F —— F est une équivalence de la catégorie des Ox-Modules cohérents avec la
catégorie des O ¢-Modules cohérents.

La démonstration procéde par étapes : d’abord dans le cas projectif (proposition
2.2 et corollaire 2.4). Ensuite, on passe au cas général par récurrence noethérienne,
en appliquant le lemme de CHOW ([12, II, 5.6.1]).

2.1. Démonstration dans le cas projectif. En gardant les notations du
§1, on pose en outre Sy = Spec(A/I**1); pour tout S-schéma formel propre X, et
tout Ox-Module cohérent F, on pose Xy = X Xg Sy, T = F ®o, Ox, = F/ 1T

Xo X1 X X
ifo \Lh ifk \Lf
So Sy S S

ProprosiTION 2.2 (EGA [12, III, Prop. 5.2.3]). Soit f : X — S un morphisme
propre de schémas formels, L un Ox-Module inversible ; on suppose que Lo = L/IL
est ample. Pour tout Ox-Module F et tout entier n, on pose F(n) = FRLE™. Alors,
pour tout Ox-Module cohérent F, il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng:

(1) L’homomorphisme canonique H°(X,F(n)) — H®(Xg, Fr(n)) est surjectif

pour tout k > 0.
(2) On a H1(X,F(n)) =0 pour tout g > 0.

(3) F(n) est engendré pas ses sections au-dessus de Ox.

DEMONSTRATION. Posons My, = I*F/I*1F, My (n) = I¥F(n)/I*'F(n) =
Mi ®ox, [JB@"; ces Ox-Modules, annulés par I, peuvent étre considérés comme
des Ox,-Modules cohérents. Comme fy est propre et que Ly est ample pour fo,
fo est projectif. Appliquons & la Ox,-algébre graduée cohérente &g = Ox, ®4
(@kzolk/IkH) et au §p-Module gradué quasi-cohérent de type fini M = @>oMy,
la généralisation du théoréme de SERRE déja utilisée dans ’exposé précédent. On
en déduit qu’il existe ng tel que pour n > ng et pour tout k, on ait:

HY(Xo,My(n)) =0 pour tout ¢ > 0
donc aussi H4(X,My(n)) = 0 pour n > 0 et ¢ > 0. Appliquouns la suite exacte de
cohomologie a:
0 — I*F(n)/I"'F(n) — I"F(n)/T* T F(n) — I"F(n)/I"F(n) — 0
on trouve d’une part, pour 0 < h < k, n > ng, ¢ > 0, par récurrence sur k — h :
HYX,I"F(n)/I"F(n)) =0

et en particulier

HY(X,F(n)) =0 pourn >ng,k>0,g>0
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d’autre part, une autre partie de la suite exacte de cohomologie donne, pour h = 0
la suite exacte :

H(%,F,(n)) — HY(X,F%-1(n)) =0
Il en résulte que, pour tout ¢ > 0, le systéme projectif (H%(X,JFy)), vérifie la
condition de MITTAG-LEFFLER , pour n > ng.

Comme tout ouvert formel affine U de X est un ouvert dans chacun des Xy, donc
est tel que HY(U,Fx(n)) = 0 pour tout ¢ > 0 et que H*(X,Fy(n)) — H(X,Fy(n))
est surjective pour k > h, on peut appliquer a X et aux Fy(n) le théoréme de commu-
tation de la cohomologie aux limites projectives démontré dans ’exposé précédent ;
autrement dit, pour n > ng, 'homomorphisme HY(X,F(n)) — @H‘I(%, Fr(n))
est bijectif pour tout ¢ > 0. On en conclut que H?(%,F(n)) = 0 pour n > ng, ¢ > 1
et que ’homomorphisme HO(X,F(n)) — H®(X,F(n)) est surjectif pour tout k,
c’est-a~dire (2) et (1). Par ailleurs, puisque £ est ample, il existe n; tel que Fo(n)
soit engendré par ses sections au-dessus de Xy; on peut supposer ni pris assez
grand pour que ’homomorphisme H°(X,F(n)) — H°(X,Fy(n)) soit surjectif pour
n> ny. Il existe donc un nombre fini de sections s; € H(X,J(n)) dont les images
dans H°(X,Fy(n)) engendrent Fy(n). Comme I est inclus dans I'idéal maximal de
Panneau local en tout point de X, il résulte de NAKAYAMA que les (s;); engendrent
F(n). O

Nous dirons (EGA [12, III, 5.2.1]) qu'un O ¢-Module cohérent est algébrisable
s’il est isomorphe au complété d’un O x-Module cohérent.

LEMME 2.3 (EGA [12, ITI, lemme 5.2.2]). Soient F', §' deux O g-Modules algé-
brisables. Pour tout homomorphisme u : ¥ — G, Ker(u), Im(u) et Coker(u) sont
algébrisables.

DEMONSTRATION. SiJ’ = 5", g = §, on sait que u = v, avec v € Homg . (5, 9)
(Corollaire 1.2). Le lemme des cinq montre alors que Ker(u), Im(u), Coker(u) sont

o —

isomorphes a Ker(v), m et Coker(v). O

COROLLAIRE 2.4. Le théoréme 2.1 est vrai pour un schéma projectif X sur S.

DEMONSTRATION. Soit £ un Ox-Module ample, £ son complété; 20 =L/IL
est un O x,-Module ample, et on peut donc appliquer a tout O g-Module cohérent F
la proposition 2.2, (3). On voit ainsi que J est quotient d’un O z-Module de la forme
(Z‘g’(’”))k, puis, en réitérant I'opération, que F est conoyau d’un homomorphisme
de deux tels O -Modules ; comme (z®(_"))’“ est le complété de (L2(™)F il résulte
du lemme 2.3 ci-dessus que F est algébrisable. O

2.2. Passage au cas général.

LEMME 2.5 (EGA [12, III, lemme 5.3.1]). Si 0 — & — F — § — 0 est
une suite exacte de O g-Modules cohérents, et si &' et §' sont algébrisables, I’ est
algébrisable.

DEMONSTRATION. On sait [12, 0777, 12.3.2] que F définit canoniquement un
élément de Exty, (S',&’). Supposons que §’ = Get &' = € ;le A-module Exté)?(g, &)

X
est isomorphe a Exty, (G,€) (prop. 1.1); il existe donc une suite exacte 0 — € —
F — G — 0 telle que I’élément de Emtbx (G, €) correspondant & F ait pour image
dans Ext(lg)?(S, &) I'élément correspondant & F'; ceci entraine que F est isomorphe

a7 0
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LEMME 2.6 (EGA [12, III, cor. 5.3.2]). Soit u:F — G un homomorphisme de
O ¢-Modules cohérents. Si G, Ker(u) et Coker(u) sont algébrisables, I est algébri-
sable.

DEMONSTRATION. En effet, ceci entraine que Im(u) est algébrisable par le
lemme 2.3, puis que F est algébrisable par le lemme 2.5. O

LEMME 2.7 (EGA [12, ITI, lemme 5.3.4]). Soient X un schéma noethérien,
X' un fermé de X, f : Z — X un morphisme propre, Z' = f~1(X'), X (resp.
2) le complété de X le long de X' (resp. de Z le long de Z'), f:X o271l
prolongement de f aux complétés. Soit M un Idéal cohérent de Ox tel que, si U =
X — supp (Ox /M), la restriction f~1(U) — U soit un isomorphisme. Alors, pour
tout O ¢-Module cohérent F, il existe un entier n > 0 tel que le noyau et le conoyau

de ’homomorphisme canonique ps : F —» [.(f*(F)) soient annulés par M.

DEMONSTRATION. On peut se borner au cas ot X = Spec(B) avec B noethé-
rien; alors X’ = V(K). On va montrer qu’on peut supposer B complet pour la
topologie K-adique.

Soient en effet By le séparé complété de B pour la topologie K-adique, K; =
K.By, X; = Spec(B1), h : X1 — X le morphisme canonique; on a X| = h=1(X') =
V(K1). Posons Z1 = Z xx X1, fi = fix,) : Z1 — Xi; soient )/(\'1 (resp. 21)
le complété de X le long du fermé X/ (resp. Z; = f;*(X})). Le prolongement

VAl

morphisme (correspondant a I'identité de By ),
R / A/ ainsi donc que E(Z) : 21 — 2; ces isomor-
Z1 Z phismes identifient f et fl L’idéal cohérent
h*(M) de Ox, et Pouvert Uy = h=Y(U) vé-
rifient les mémes hypothéses que M et U ; il

X1 —¢7X

Z h: X1 — X de h aux complétés est un iso-

suffit donc de démontrer le lemme quand B est
un anneau adique noethérien et K un idéal de
définition.
Xj— =X
Dans ce cas, on a X = Spf(B), et on sait que le faisceau cohérent F est le faisceau
associé & un B-module de type fini N, c’est-a-dire que F = G, avec § = N. Par suite
FH(F) = f*(9) (puisque § = i%(9)), dou f.(f*(F) = f.(f*(G)) d’aprés le théoréme
de comparaison. En outre, I'homomorphisme
pg T — f(f(F))

s’identifie canoniquement & 'homomorphisme complété :

ps G — (f(f*(9))
Or le noyau et le conoyau de pg sont des O x-Modules cohérents dont les restriction
a U sont nulles; ils sont donc annulés par une puissance de 1'idéal M, il en résulte
que leurs complétés, qui s’identifient & N et C, sont annulés par une puissance de
Jﬁ, d’oit le lemme. O

DEMONSTRATION. du théoréme d’existence 2.1 (cas général).

On va utiliser le principe de récurrence noethérienne, en supposant donc le
théoréme 2.1 vrai pour tout sous-schéma fermé de X d’espace sous-jacent distinct
de X. Appliquons le lemme de CHOW ([12, II, 5.6.1]) au morphisme propre f :
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X — Spec(A); il existe un A-schéma projectif Z, un A-morphisme g : 7 — X
projectif et surjectif, et un ouvert U de X tel que la restriction g~ 1(U) — U soit
un isomorphisme.

g

N

Spec(A)

Soient J un O g-Module cohérent, N (resp. €) le noyau (resp. le conoyau) de I'ho-
momorphisme canonique

pr: F — g (g°(F))
g*(F) est algébrisable d’aprés le cas projectif, donc aussi g.(g*(F)) par le théoréme
de comparaison. On va montrer qu’il existe un sous-schéma fermé T de X, ayant
X — U pour espace sous-jacent, tel que, si j : T'— X est l'injection canonique, on
ait N = 7,(57*(N)) et € = 7,.(5*(€)). Comme j*(N) et 5*(C) sont algébrisables par
Ihypothése de récurrence, il s’ensuit de 1a (via le théoréme de comparaison) que N
et € sont algébrisable, donc d’apreés le lemme 2.6 que F est algébrisable.

Soit J C Ox un Idéal cohérent définissant un sous-schémas fermé d’espace sous-
jacent X —U. D’aprés le lemme 2.7 une puissance 5” annule N et C. Soit T le sous-
schéma fermé de X défini par J", ayant X — U pour espace sous-jacent, j : T'— X
I'injection canonique, de sorte que le prolongement aux complété 5 : T — X est
I'injection canonique.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.1 O

REMARQUE. On sait que la donnée d’un O ¢-Module cohérent équivaut, avec les
notations de la proposition 2.2, & la donnée d’un systéme projectif de O x,-Modules
cohérents F, tel que F, = F,/I1°F}, pour £ < k. Lorsque A est un anneau local et [
son idéal maximal, le théoréme 2.1 (joint au théoréme de comparaison de I'exposé
précédent) permet de déduire des énoncés de géométrie algébrique sur A a partir
d’énoncés analogues sur les anneaux locaux artiniens A/I*.

COROLLAIRE 2.8 (EGA [12, III, cor. 5.1.8]). Sous les hypotheses du §1, l’ap-
plication Z — Z est une bijection de l’ensemble ges sous-schémas fermés de X sur
l’ensemble des sous-schémas formels fermés de X .

DEMONSTRATION. En effet, I’équivalence de catégorie F — F établit une bi-
jection entre sous-objets de Ox et sous-objets de O ¢, c’est-a-dire Idéaux cohérents
de Ox et Idéaux cohérents de O ;. Le corollaire résulte de la correspondance bijec-

tive entre sous-schémas fermés de X (resp. de X ) et Idéaux cohérents de Ox (resp.
0%). O

3. Un théoréme de comparaison des morphismes

THEOREME 3.1 (EGA [12, III, Th. 5.4.1]). Awvec les notations de §1, soient X
et Y deuxr A-schémas propres; lapplication

Homg(X,Y) — Homg(X,Y)
fr—f

est bijective.

On utilisera les lemmes suivants:
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LEMME 3.2. X est le seul voisinage de X' dans X.

DEMONSTRATION. Soit U un voisinage ouvert de X’ dans X ; comme h est
propre, h(X — U) est un fermé de S qui ne rencontre pas S’ : ceci est impossible
si X — U n’est pas vide puisque, du fait que A est adique noethérien, S’ contient
tous les points fermés de S. (|

LEMME 3.3. Soient f : X = Y un morphisme propre de schémas localement
noethériens, Y' un fermé deY, X' = f~1(Y"), Y (resp. X) le complété le long de
Y’ (resp. X'), f:X =Y le prolongement de f aux complétés. Pour que f soit un
isomorphisme, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de Y' tel que la
restriction f~Y(U) — U soit un isomorphisme.

DEMONSTRATION. La suffisance de la condition est immédiate ; pour montrer
la nécessité, il suffit de prouver que pour tout y € Y’ il existe un voisinage ouvert
Vy de y tel que la restriction f~ L, y) — V,, soit un 1somorphlsme Par hypothése,
la fibre f~1(y) est réduite & un point; comme f est propre, le « Main Theorem »
entraine l'existence d’un voisinage ouvert U de y tel que la restriction f~1(U) — U
soit un morphisme fini. On est donc ramener & démontrer le lemme dans le cas
ou Y = Spec A, X = Spec B, le morphisme f correspondant & un homomorphisme
d’anneaux ¢ : A — B faisant de B une A-algébre finie. Si Y’ = V(I), on a alors
Y = Spf(A), X = Spf(ﬁ), A (resp. B) étant le séparé complété de A (resp. B)
pour la topologie I-adique (resp. IB-adique); par hypothése @ : A — B est un
isomorphisme. Mais comme B est un A-module de type fini, B est aussi le com-
plété de B pour la topologie I-adique, et @ est aussi le prolongement continu de ¢
considéré comme homomorphisme de A-modules; on sait alors (d’aprés un exposé
précédent) qu’il existe un voisinage ouvert V' de Y’ tel que la restriction a V de
I’homomorphisme de Oy-Modules ¢ : A — B soit un isomorphisme, ce qui achéve
la démonstration. O

DEMONSTRATION. (du théoreme 3.1).

Montrons que l'application f fest injective : d’aprés un exposé précédent,
deux morphisme f et g tel que f = g coincident sur un voisinage ouvert de X',
donc sur X d’aprés le lemme 3.2.

Montrons que f +— fest surjective : soit h : X—>YunS- morphisme. Posons
Z=XxXgY,etsolent p: Z — X et ¢: Z — Y les projections canoniques ; on sait
que 7 s'identifie canoniquement & X Xg Y les projections canoniques s’identifiant

iy G S
l mersion fermée de X dans Z donc le composé d’un iso-
morphisme w de X sur un sous-schéma formel fermé T et
X— >3 de l'injection j de ¥ dans Z.

aux prolongements p pet q. Le graphe I' de h est une im-

%’{)

Par le corollaire 2.8, il existe un sous-schéma fermé 7" de Z tel que T=Teti= 7,
ou i : T — Z est l'injection canonique. Le morphisme poi : T — X a pour
prolongement aux complétés p o j, qui est I'isomorphisme inverse de w; on déduit
des lemmes 3.2 et 3.3 que p o i est lui-méme un isomorphisme. Soit g : X — T
I’isomorphisme réciproque, dont le prolongement g est nécessairement égal a w;
posant f = qoiog, on trouve f: h, ce qui achéve la démonstration. O

REMARQUE. Le théoréme 3.1 peut s’énoncer en disant que le foncteur X +— X
est une équivalence de la catégorie des A-schémas propres avec la sous-catégories
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pleine de la catégorie des A-schémas formels propres formée des schémas formels
algébrisables (c’est-a-dire isomorphes & un X). Il existe en général des A-schémas
formels propres qui ne sont pas algébrisables.

REMARQUE. Les énoncés de cet exposé se transposent tels quels lorsque A =
C et que l'on remplace la notion de complétion formelle d’un faisceau (ou d’un
schéma) par la notion de faisceau analytique (ou d’espace analytique) associé. Les
démonstrations sont d’ailleurs trés analogues (cf. SERRE, GAGA [19, 1, 32., p. 402]).
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