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Préface

Le séminaire de géométrie algébrique d’Orsay de l’année scolaire 1969/70 eut
lieu tous les mercredi de 14:00 à 16:00 au département de Mathématiques de l’uni-
versité Paris-Sud, Orsay, bâtiment 425. Les organisateurs du séminaire furentMichel
Demazure, Jean Giraud, Jean-Louis Verdier et Michel Raynaud. Les thèmes
choisis comprenaient

— « foncteurs représentables, présentation finie », dirigé par Demazure
— « topologies, faisceaux, descente », dirigé par Giraud
— « pro-représentabilité », dirigé par Verdier
— « schémas formels, théorème de comparaison », dirigé par Raynaud
Un tirage provisoire des notes fut diffusé pendant l’année scolaire, pour long-

temps étant resté inédits. Finalement, une numérisation de ces notes est apparu en
ligne à la bibliothèque mathématique Jacques Hadamard https://bibliotheque.
math.u-psud.fr/. Malheureusement, les deux versions disponibles en ligne sont
d’un état déplorable: des pages manquantes, des passages illisibles, à part du fait
que le tirage primitif n’est surtout pas rectifié.

Une rédaction d’ensemble et transcription en TEX me semblait donc souhai-
table. J’ai corrigé des négligences partout, uniformisé les notations et ajouté des
références bibliographiques çà et là. Rarement, j’ai omis une démonstration s’il y
a un raisonnement identique dans la littérature. Aux exposés oraux correspondent
des chapitres ci-dessous, à l’exception des exposés 2 et 3 (chapitre 2), étant rédigés
ensemble dans le tirage primitif.

Voici la liste des auteurs originaux des exposés:
— 1 «Foncteurs représentables» par Mbogle-Tcheck
— 2 «Présentation finie» par J. C. Saut, P. Billot, rédigé par M. Blondeau
— 4 «Topologies et Faisceaux» par P. Gallou
— 5 «Descente fidèlement plate quasi-compacte» par Melle Martin
— 6 «Descente fpqc des schémas» par Ch. Delorme
— 7 «Pro-représentabilité» par M. Roubaud
— 8 «Schémas formels» par Jean-François Boutot
— 9 «Théorème de comparaison» par H. Cohen
— 10 «Théorème d’existence» par Arnaud Beauville
Une bonne partie des matériaux traité par Giraud fut publié autrefois [17],

soulignant en particulier la motivation des notions introduites. Un guide sur la
cohomologie des faisceaux – inclus dans [4] et ne correspondant à aucun exposé
oral – a été préparé [18] lors de la retranscription en TEX du cours de Giraud [6].

Berlin, 1er janvier 2015
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Chapitre 1

Foncteurs représentables

1. Catégories de foncteurs

A toute (petite) catégorie C, on associe une catégorie Ĉ ainsi définie :
(1) les objets de Ĉ sont les foncteurs contravariants de C dans la catégorie Ens

des (petits) ensembles,

(2) les morphismes de l’objet X de Ĉ dans l’objet Y de Ĉ sont les morphismes
fonctoriels de X dans Y , que l’on compose de manière évidente.

Soit X un objet fixé de C. Pour tout objet T de C (resp. toute flèche φ : T → T ′

de C), on pose

X(T ) = HomC(T,X) X(φ) : HomC(T
′, X) −→ HomC(T,X)

ψ 7−→ ψ ◦ φ

Alors T 7→ X(T ), φ 7→ X(φ) est un élément de Ĉ, que l’on note hX (et que l’on
notera simplement X dès qu’on aura justifié cet abus).

Si f : X → Y est une flèche de C, on note hf le morphisme fonctorielle de hX
dans hY défini de la manière suivante : pour tout T ∈ C, hf (T ) envoie l’élément ψ
de X(T ) = HomC(T,X) vers l’élément f ◦ ψ de Y (T ) = HomC(T, Y ). On a ainsi
défini un foncteur covariant

h : C −→ Ĉ

Lemme 1.1 (lemme de Yoneda). Si X ∈ C et F ∈ Ĉ l’application

γ : HomĈ(hX , F ) −→ F (X) telle que
γ(u) = u(X)(idX)

est bijective.

Démonstration. En effet, définissons une application δ : F (X) −→ HomĈ(hX , F ) ;
si ξ ∈ F (X), alors δ(ξ) est le morphisme fonctoriel qui associe à chaque T ∈ C l’ap-
plication ψ 7→ F (ψ)(ξ) de X(T ) dans F (T ). Il est clair que γ(δ(ξ)) = F (idX)(ξ) =
idF (X)(ξ) = ξ, donc γ ◦ δ = id ; inversement, si u : hX → F est un morphisme
fonctoriel, si T ∈ C et si ψ ∈ X(T ), le diagramme commutatif

X(X) = HomC(X,X)
u(X) //

X(ψ)

��

F (X)

F (ψ)

��
X(T ) = HomC(T,X)

u(T ) // F (T )

montre que δ
(
γ(u)

)
(T )(ψ) = F (ψ)

(
γ(u)

)
= F (ψ)

(
u(X)(idX)

)
=

u(T )
(
X(ψ)(idX)

)
= u(T )(ψ), donc que δ ◦ γ = id. �

En particulier, prenons F = hY , où Y ∈ C ; si ξ ∈ F (X) = HomC(X,Y ) et
ψ ∈ X(T ), on a δ(ξ)(ψ) = F (ψ)(ξ) = ξ ◦ψ = hξ(ψ), donc δ(ξ) = hξ. On en conclut
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2 1. FONCTEURS REPRÉSENTABLES

Proposition 1.2. Le foncteur h : C −→ Ĉ est pleinement fidèle : si X,Y ∈ C,
l’application canonique f 7→ hf de HomC(X,Y ) dans HomĈ(hX , hY ) est bijective.

2. Foncteurs au-dessus d’un objet

Dans ce §, on fixe un foncteur F ∈ Ĉ. On note C/F la catégorie suivante :

(1) les objets de C/F sont les couples (X, ξ) où X ∈ C et ξ ∈ F (X),

(2) les morphismes de l’objet (X, ξ) dans l’objet (Y, η) sont les éléments φ de
HomC(X,Y ) tels que F (φ)(η) = ξ,

(3) la composition des morphismes de C/F est induite par la composition des
morphismes de C.

On note iF le foncteur C/F −→ C qui associe X à (X, ξ) et φ à φ avec les notation
précédentes.

Exemple 2.1. Supposons que F soit un foncteur final, c’est-à-dire que le
nombre cardF (X) = 1 pour tout X ∈ C. Alors iF : C/F → C est un isomorphisme
de catégories.

Exemple 2.2. Supposons plus généralement que cardF (X) ≤ 1 pour X ∈ C ;
alors iF : C/F → C induit un isomorphisme de C/F sur la sour-catégorie pleine C′
de C formée des S ∈ C tels que F (S) 6= ∅.

Exemple 2.3. Si F = hS, où S ∈ C, la catégorie C/F que l’on note aussi C/S
est la catégorie des objets de C au-dessus de S, dont les objets sont les flèches de C
de but S et les morphismes les triangles commutatifs.

Soit f : G −→ F un morphisme de Ĉ, i.e. un élément de Ĉ/F . On note αF (f)

l’élément de Ĉ/F tel que

αF (f)(X, ξ) = f(X)−1(ξ) ⊂ G(X)

pour (X, ξ) ∈ C/F et que αF (f)(φ) soit induit par f(φ) pour toute flèche φ de C/F .
De même, pour tout morphisme

G
h //

f ��

G′

f ′~~
F

de Ĉ/F , on note αF (h) le morphisme fonctoriel αF (f)→ αF (f ′) tel que αF (h)(X, ξ)
soit induit par h(X) pour tout X ∈ C.

Proposition 2.4. Le foncteur αF : Ĉ/F −→ Ĉ/F est une équivalence de
catégories.

Démonstration. En effet, on construit un foncteur quasi-inverse βF : Ĉ/F −→
Ĉ/F en associant à tout foncteur A ∈ Ĉ/F la flèche f : G→ F de Ĉ telle que pour
X ∈ C, G(X) soit la somme disjointe des A(X, ξ) pour ξ parcourant F (X) et
f(X) : G(X)→ F (X) la projection évidente. �

Exemple 2.5. Soient f : G −→ F et h : F ′ −→ F des morphismes de Ĉ.
Posons G′ = G×F F ′ ; pour X ∈ C, on a donc

G′(X) = {(u, v) ∈ G(X)× F ′(X) | f(X)(u) = h(X)(v)}
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Calculons αF ′(f ′) où f ′ : G′ → F ′ est la projection canonique. Si (X, ξ′) ∈ C/F ′,
on a

αF ′(f
′)(X, ξ′) = f ′(X)−1(ξ′) = f(X)−1

(
h(X)(ξ′)

)
= αF (f)(X, ξ)

où ξ = h(X)(ξ′) ∈ F (X). On a donc αF ′(f ′) = αF (f) ◦ i où i : C/F ′ −→ C/F est
le foncteur (X, ξ′) 7→ (X, ξ).

3. Foncteurs représentables

A partir de maintenant, on identifie C à une sous-catégorie de Ĉ grâce à h. On
note donc X le foncteur hX . De même on identifie F (X) et HomĈ(X,F ) grâce au
lemme de Yoneda.

Remarquons que les foncteurs αF sont compatibles avec les identifications
C/F ⊂ Ĉ/F et C/F ⊂ Ĉ/F . Dans la suite, pour simplifier l’écriture, nous res-
treindrons l’étude des catégories C/H au cas où H ∈ C. Le cas général H ∈ Ĉ est
identique, modulo les modifications d’écriture évidentes.

Soit donc S ∈ C. On dit qu’un foncteur F ∈ Ĉ/S est représentable s’il est
isomorphe à un objet de C/S ⊂ Ĉ/S. Plus précisément, un représentant de F est
un couple (X → S, ξ), où X → S est un objet de C/S et où ξ ∈ F (X), (on écrit
F (X) pour F (X → S)), tel que le morphisme fonctoriel u : hX→S −→ F tel que
γ(u) = ξ (lemme de Yoneda) soit un isomorphisme, c’est-à-dire que la condition
suivante soit satisfaite :

(U) Pour tout objet T → S de C/S et tout α ∈ F (T ), il existe un S-morphisme
f : T → X unique tel que α = F (f)(ξ).

Si (X → S, ξ) et (X ′ → S, ξ′) sont deux représentants de F , il résulte de (U)
qu’il existe un unique S-morphisme φ : X → X ′ tel que F (φ)(ξ′) = ξ et que φ est
un isomorphisme.

Plus généralement, si (X → S, ξ) représente le foncteur F et (Y → S, η) le
foncteur G, et si u : F → G est un morphisme de foncteurs, il existe un unique
S-morphisme φ : X → Y tel que G(φ)(η) = u(X)(ξ) ; pour tout objet T → S de
C/S, et tout α ∈ F (T ), les S-morphismes uniques f : T → X et g : T → Y tels
que α = F (f)(ξ) et u(T )(α) = G(g)(η) sont tels que g = φ ◦ f . On dit alors que φ
représente le morphisme u.

Exemple 3.1. Prenons C la catégorie opposée à celle des anneaux, pour S un
anneau A, pour F le foncteur B 7→ HomA−mod(M,B) où M est un A-module. Ce
foncteur est représentable : il existe un anneau SA(M), un homomorphisme A →
SA(M) et une application A-linéaire ξ : M → SA(M) tels que : pour tout anneau
B, f 7→ f ◦ ξ est une bijection de HomA−alg(SA(M), B) sur HomA−mod(M,B). On
dit que la A-algèbre SA(M) (muni de ξ) est l’algèbre symétrique de M .

Exemple 3.2. Prenons pour C la catégorie Sch des schémas. Soit S ∈ C et soit
E un OS-Module quasi-cohérent. On définit F : Sch/S −→ Ens par

F (p : T → S) = HomOT (E⊗OS OT ,OT ) ' HomOS (E, p∗(OT ))

Ce foncteur est représentable : il existe un S-schéma X = V(E) et un OX-morphisme
ξ : E ⊗OS OX → OX tels que, pour tout S-schéma T et tout φ : E ⊗OS OT → OT ,
il existe un S-morphisme f : T → V(E), unique, tel que φ provienne de ξ grâce à
f . On appelle V(E) le fibré vectoriel associé à E. Par exemple, si S = SpecA et
E = M̃ , on peut prendre X = V(E) = Spec SA(M).
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Exemple 3.3. Soient S et E comme ci-dessus. On définit un foncteur G par

G(T → S) = {F ⊂ E⊗OS OT | sous-modules tels que (E⊗OS OT )/F soit inversible}
Alors G est représentable par un couple (P(E),F0) où P(E) est un S-schéma et
F0 ∈ G(P(E)). On appelle P(E) le fibré projectif associé à E. On pose OP(E)(1) =
(E⊗OS OP(E))/F0 et on a un épimorphisme canonique

E⊗OS OP(E) −→ OP(E)(1)

Soit E′ un autre OS-Module quasi-cohérent, posons E′′ = E⊗OS E
′, et soient G′

et G′′ les foncteurs défini par E′ et E′′. On a un morphisme canonique de Ĉ/S
u : G×G′ → G′′

pour chaque T → S, u(T ) est le morphisme

G(T )×G′(T )→ G′′(T )

qui associe à F ⊂ E⊗OS OT et F′ ⊂ E′ ⊗OS OT le sous-module
F′′ = (E ⊗OS OT ) ⊗OT F′ + F ⊗OT (E′ ⊗OS OT ) ⊂ E′′ ⊗OS OT . Ce morphisme est
représenté par le morphisme de Segre

P(E)×S P(E′) −→ P(E⊗OS E′)

qui est une immersion fermée.

Exemple 3.4. Soit P une « propriété éventuelle » d’un objet de C/S telle que

si HomS(T ′, T ) 6= ∅, alors P(T ) = P(T ′)(∗)

On définit un foncteur H ∈ Ĉ/S par

H(T ) = ∅ si P(T ) est faux,
H(T ) = {∅} si P(T ) est vrai ;

si f ∈ HomS(T ′, T ), H(f) est l’unique application de H(T ) dans H(T ′). Dire que
le foncteur H est représentable revient à dire : il existe un objet X −→ S de C/S
tel que P(X) soit vrai et que

card HomS(T,X) = 0 ⇐⇒ P(T ) est faux
card HomS(T,X) = 1 ⇐⇒ P(T ) est vrai.

Autrement dit, X −→ S est un monomorphisme, et P(T ) est vrai si et seulement
si T −→ S se factorise par X. On dit parfois que H est le foncteur qui rend la
propriété vraie, ou que X est l’objet de C/S qui rend la propriété P vraie.

Donnons un exemple. On prend C = Sch et pour P la propriété « Z ×S T est
plate sur T » où Z est un S-schéma fixé ; on verra dans la suite que le foncteur
correspondant est bien représentable, pourvu que Z soit propre et de présentation
finie sur S.

4. Morphisme représentables

Soit d’abord S ∈ C et soit f : F −→ S un objet de Ĉ/S. Il revient au même de
dire que F est représentable (comme foncteur sur Ĉ = Ĉ/final) ou que αF (f) ∈ Ĉ/S
l’est.

Prenons plus généralement un morphisme u : F −→ G de Ĉ. On dit que u est
représentable s’il satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

(1) Pour tout objet S de C et tout morphisme S → G le produit fibré F ×G S
est représentable.
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(2) Pour tout objet S de C et tout η ∈ G(S) le foncteur

T 7→ {(x, ξ) | x ∈ F (T ), ξ : T → S,G(ξ)(η) = u(T )(x)}
sur C est représentable.

(3) Pour tout objet S de C et tout η ∈ G(S), le foncteur

Fη : (ξ : T → S) 7→ {x ∈ F (T ) | G(ξ)(η) = u(T )(x)}
sur C/S est représentable.

On a trivialement :

Proposition 4.1. Supposons que la catégorie C possède des produits fibrés et
que G soit représentable. Pour que u : F → G soit représentable, il faut et il suffit
que F le soit.

SoitM un ensemble de morphismes de C tel que pour tout carré cartésien

T //

u′

��

S

u

��
T ′ // S′

de C où u ∈M, alors u′ ∈M.

On dit que le morphisme u : F → G de Ĉ est représentable par éléments de
M s’il est représentable et si, dans la situation de (3), le morphisme X → S qui
représente Fη est un élément de M. Si u est un morphisme de C, il est clair qu’il
est représentable par éléments deM si et seulement si il appartient àM.

Comme exemple, prenons C = Sch/S, soient E et F deux OS-Modules quasi-
cohérents, et considérons les deux foncteurs F et G tels que

F (T ) = HomOT (E⊗OS OT ,F ⊗OS OT )

et G(T ) soit le sous-ensemble de F (T ) formé des épimorphismes. Alors l’injection
canonique G→ F est repésentable par immersions ouvertes : pour tout T → S et
tout η ∈ F (T ) = HomOT (E⊗OS OT ,F⊗OS OT ), le foncteur Fη : (Sch/S)◦ −→ Ens
est défini par la propriété P suivante : on a P(U) si et seulement si ηT × idU est un
épimorphisme. Il résulte alors facilement du lemme de Nakayama que Fη est un
sous-schéma ouvert de T .





Chapitre 2

Présentation finie

1. Algèbres et morphismes de présentation finie

Définition 1.1. Une A-algèbre B est dite de présentation finie si elle est
isomorphe au quotient d’une algèbre de polynômes A[X1, . . . , , Xn] par un idéal de
type fini de A[X1, . . . , , Xn].

Remarque. Si l’anneau A est noethérien, une A-algèbre B est de présentation
finie si et seulement si elle est de type fini (EGA [11, 0I , 6.3.5]).

Si B est une A-algèbre de présentation finie, et C une B-algèbre de présentation
finie, alors C est une A-algèbre de présentation finie (EGA loc.cit.).

Si f ∈ A, la A-algèbre Af est de présentation finie puisque Af ' A[T ]/(fT−1).

Lemme 1.2 (EGA [11, 0I , 6.3.13]). Soit (Aα)α∈L un système inductif filtrant
d’anneaux, de limite inductive A. Si B est une A-algèbre de présentation finie,
il existe un indice α et une Aα-algèbre de présentation finie Bα telle que B soit
isomorphe à Bα ⊗Aα A.

Démonstration. Par définition,B est isomorphe à un quotientA[X1, . . . , Xn]/a,
où a est de type fini. Soit P1, . . . , Pr un système de générateurs de a. L étant fil-
trant, il existe α tel que l’image de Aα par l’application canonique ϕα : Aα −→ A
contienne tous les coefficients des Pi. Il existe donc des polynômes Q1, . . . , Qr de
Aα[X1, . . . , Xn] tels que ϕα(Qi) = Pi, 1 ≤ i ≤ r. Soit aα l’idéal de Aα[X1, . . . , Xn]
engendré par les Qi. Alors a est l’image de aα ⊗Aα A dans A[X1, . . . , Xn] =
Aα[X1, . . . , Xn]⊗Aα A. Il suffit de poser Bα = Aα[X1, . . . , Xn]/aα. �

Exemple 1.3. Soit A un anneau. A est limite inductive filtrante de ses sous-
anneaux de type fini, c’est-à-dire de ses sous-Z-algèbres de type fini. On voit donc
que B est de présentation finie sur A si et seulement s’il existe un sous-anneau A0

de type fini de A et une A0-algèbre de type fini B0 telle que B ' B0 ⊗A0
A.

Lemme 1.4. Si ϕ : B −→ C est un homomorphisme surjectif de A-algèbres de
présentation finie, alors Kerϕ est un idéal de type fini de B.

Démonstration. D’après l’exemple 1.3 il existe un sous-anneau de type fini
A0 de A et une A0-algèbre de type fini C0 telle que C = C0⊗A0

A. Soit p la projection
canonique de A[X1, . . . , Xn] sur B = A[X1, . . . , Xn]/a. On peut choisir A0 assez
grand pour qu’il existe des ξi ∈ C0 tels que ξi ⊗A0 1 = ϕ(p(Xi)). Soit η1, . . . , ηs
un système de générateurs de C0 sur A0. On a alors des relations polynomiales
ηj = Qj(ξ1 ⊗A0

1, . . . , ξn ⊗A0
1) à coefficients dans A, et on peut encore prendre

A0 assez grand pour que ηj = Qj(ξ1, . . . , ξn) de sorte que les ξi engendront C0.
De même, si P1, . . . , Pr engendront l’idéal a, on a Pk(ξ1, . . . , ξn) = 0 pour A0 assez
grand.

L’homomorphisme de A0[X1, . . . , Xn] dans C0 qui envoie Xi sur ξi se factorise
alors à travers un homomorphisme ϕ0 de B0 = A[X1, . . . , Xn]/(P1, . . . , Pr) sur C0.

7
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On a alors ϕ = ϕ0 ⊗A0
1A et Kerϕ est l’image de Kerϕ0 ⊗A0

A dans B, donc est
de type fini. �

Lemme 1.5. Soit B une A-algèbre et (fi)i une famille finie d’éléments de B
tels que la famille (D(fi))i recouvre SpecB (de sorte que 1 =

∑
i xifi, xi ∈ B).

Si Bfi est une A-algèbre de présentation finie sur A pour tout i, alors B est de
présentation finie sur A.

Démonstration. Faisons parcourir à B0 les sous A-algèbres de type fini de
B contenant les fi et les xi. On a donc B = lim−→B0 et Bfi = lim−→B0fi et on peut
remarquer que pour B0 assez grand on a B0fi = Bfi ; les Bfi étant de type fini sur
A. D’où : ∏

i

B0fi =
∏
i

Bfi =
∏
i

(B ⊗B0 B0fi) = B ⊗B0

∏
B0fi

Puisque
∏
B0fi est fidèlement plat sur B0 ([2, II, § 5,no 1, prop. 3]), on en déduit

que B = B0 ; B est donc de la forme A[X1, . . . , Xn]/a.

Soient Qi, Pi des représentants de xi, fi dans A[X1, . . . , Xn] et soit a′ l’idéal
engendré par 1−

∑
QiPi. Alors (A[X1, . . . , Xn]/a′)Pi est de présentation finie sur

A. D’après lemme (1.4), le noyau (a/a′)Pi de l’application (A[X1, . . . , Xn]/a′)Pi −→
Bfi est de type fini. Donc a/a′ est de type fini ([2, II, § 5,no 1, cor. de la prop. 3]),
ainsi que a. �

Définition 1.6. Un morphisme de schémas f : Y −→ X est dit localement de
présentation finie si, pour tout y ∈ Y , il existe des ouverts affines V ⊂ Y et U ⊂ X
tels que y ∈ V , f(y) ∈ U , f(V ) ⊂ U et que Γ(V,OY ) soit une Γ(U,OX)-algèbre de
présentation finie.

Rappels : Un morphisme de schémas f : Y −→ X est dit quasi-compact si
l’image réciproque f−1(U) d’un ouvert quasi-compact de X est quasi-compacte.

Un morphisme de schémas g : Y −→ X est dit quasi-séparé si le morphisme
diagonale ∆g : Y −→ Y ×X Y est quasi-compact.

Les deux notions c-dessus sont stable par changement de base.

Un schéma X est dit quasi-séparé si le morphisme canonique X → Spec Z est
quasi-séparé. Il revient au même de dire que l’intersection de deux ouverts quasi-
compacts deX est quasi-compacte (il suffit d’ailleurs de vérifier cette propriété pour
un recouvrement de X formé d’ouverts quasi-compacts). Si Y est quasi-séparé, tout
morphisme Y −→ X est quasi-séparé car la propriété de quasi-séparation est stable
par composition et si g ◦ f est quasi-séparé alors f est quasi-séparé.

Définition 1.7. Un morphisme de schémas f : Y −→ X est dit de présenta-
tion finie s’il est localement de présentation finie, quasi-compact et quasi-séparé.

Proposition 1.8 (EGA [11, I, 6.2.9]). Soit ϕ : A → B un morphisme d’an-
neaux. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) B est une A-algèbre de présentation finie.
(2) Le morphisme f = Specϕ : SpecB → SpecA est localement de présentation

finie.
(3) Specϕ est de présentation finie.

Démonstration. (1) =⇒ (2) trivialement.

(2) ⇐⇒ (3) puisque Specϕ est quasi-compact et quasi-séparé.
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(3) =⇒ (1): Posons Y = SpecB, X = SpecA. Si y ∈ Y il existe des ouverts
affines V = SpecB′ de Y et U = SpecA′ de X tels que y ∈ V , f(y) ∈ U , f(V ) ⊂ U
et B′ soit une A′-algèbre de présentation finie. Il existe s ∈ A tel que f(y) ∈ Xs ⊂ U .

On a alors Γ(f−1(Xs) ∩ V,OY ) = Γ(Vϕ(s),OY ) = Γ(V,OY )ϕ(s) = B′ϕ(s).

Γ(Vϕ(s),OY ) est donc de présentation finie sur Γ(U,OX)s = As, donc aussi sur
A. Quitte à remplacer V par Vϕ(s), on peut donc supposer que U = X. Dans ce
cas il existe t ∈ B tel que y ∈ Yt ⊂ V ; on a alors Γ(Yt,OY ) = Bt et Bt est une
A-algèbre de présentation finie. En recouvrant Y par un nombre fini de tels Yt on
conclut avec le lemme 1.5. �

Corollaire 1.9. Soient f : Y −→ X un morphisme de schémas localement
de présentation finie, V ′ et U ′ des ouverts affines de Y et X tels que f(V ′) ⊂ U ′.
Alors Γ(V ′,OY ) est une Γ(U ′,OX)-algèbre de présentation finie.

Démonstration. D’après la proposition 1.8, il suffit de montrer que le mor-
phisme f ′ : V ′ −→ U ′ induit par f est localement de présentation fini. Soit y ∈ V ′
et soient V et U choisis comme dans la définition 1.6. Il existe s ∈ Γ(U,OX) tel que
f(y) ∈ Us ⊂ U ∩U ′. Γ(f−1(Us)∩V,OY ) = Γ(V,OY )s est donc de présentation finie
sur Γ(Us,OX).

Il existe t ∈ Γ(V,OY ) tel que y ∈ Vt ⊂ f−1(Us) ∩ V ∩ V ′.
Puisque Γ(Vt,OY ) = Γ(V,OY )st, Γ(Vt,OY ) est de présentation finie sur Γ(Us,OX)

et on a bien f(y) ∈ Us ⊂ U ′ et f(Vt) ⊂ Us. �

Corollaire 1.10. Un morphisme de schémas f : Y −→ X est de présentation
fini si et seulement si X et Y peuvent être recouverts par des ouverts affines Xi et
Yij tels que :

(1) Pour i fixé, les Yij soient en nombre fini et recouvrent f−1(Xi)

(2) Pour tout triplet (i, j, k), Yij ∩ Yik soit quasi-compact
(3) Pour tout couple (i, j), Γ(Yij ,OY ) soit une Γ(Xi,OX)-algèbre de présenta-

tion finie.

Démonstration. Cela résulte du corollaire 1.9 et des définitions. �

Proposition 1.11. Soient X, Y deux schémas, j : Y → X une immersion,
U un ouvert de X tel que j(Y ) soit fermé dans U , I l’idéal quasi-cohérent de OU
définit pour le sous-schéma fermé de X associé à j. Pour que j soit localement de
présentation finie, il faut et il suffit que I soit un OU -Module de type fini.

Démonstration. Résulte du lemme 1.4. �

Proposition 1.12.
(1) Le composé de deux morphismes localement de présentation finie (resp. pré-

sentation finie) est localement de présentation finie (resp. présentation fi-
nie).

(2) Considérons le diagramme :

Y

f

��

Y ×X Y ′oo

fY ′

��
X Y ′

g
oo

Si f est localement de présentation finie (resp. de présentation finie) alors
fY ′ est localement de présentation finie (resp. de présentation finie).
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(3) Si f ◦ g et f sont localement de présentation finie (resp. si f ◦ g est de
présentation finie et si f est quasi-séparé et localement de présentation finie)
alors g est localement de présentation finie (resp. de présentation finie).

Démonstration. (2) résulte des définitions 1.6 et 1.7 et de ce que les notions
de morphismes quasi-compacts et quasi-séparés sont stable par changement de base.

(1) résulte du corollaire 1.9 et de la stabilité des morphismes quasi-compacts
et quasi-séparés par composition.

(3) : Montrons par exemple le cas des morphismes de présentation finie.

Soit f : Y −→ X et g : Z −→ Y et considérons le diagramme :

Z

f◦g
�� g

  
X Y

f
oo

ce que nous complétons par le changement de base de f ◦ g par f :

Z

f◦g
��

g
##

γ --
Z ×X Yoo

(fg)Y
��

X Y
f

oo

où γ = (1Z , g)X est la section canonique ; alors g = (f ◦g)Y ◦γ. Comme (f ◦g)Y est
de présentation finie par (2), il suffit d’après (1) de montrer que γ est de présentation
finie.

Or le diagramme suivant est cartésien :

Z
γ //

g

��

Z ×X Y

��
Y

∆f

// Y ×X Y

et il suffit de montrer que ∆f est de présentation finie. ∆f est quasi-séparé (puisque
c’est un monomorphisme), et quasi-compact (par hypothèse que f est quasi-séparé),
il reste à voir que ∆f est localement de présentation finie.

On se ramène pour cela au cas affine : A = Γ(X,OX), B = Γ(Y,OY ). Il s’agit
alors de montrer que le noyau d de la multiplication B⊗AB −→ B est de type fini.
C’est vrai, car si b1, . . . , bn est un système de générateurs de B sur A, alors d est
engendré par les b1 ⊗ 1− 1⊗ b1, . . . , bn ⊗ 1− 1⊗ bn �

2. Passage à la limite inductive dans les anneaux

2.1. Introduction. On se donne un ensemble I, préordonné filtrant croissant,
possédant un plus petit élément α ; (Aλ, ϕµλ)λ∈I un système inductif d’anneaux de
limite inductif A, et un Aα-schéma Xα. Posons pour tout λ ∈ I, Xλ = Xα ⊗Aα Aλ
et X = Xα ⊗Aα A.

Il est clair que les schémas Xλ forment un système projectif et on verra que X
est une limite projective de ce système dans la catégorie des schémas.
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On cherche des conditions sur les Aλ et sur Xα pour obtenir des énoncés du
genre : Pour que X possède une propriété P il faut et il suffit qu’il existe λ ∈ I tel
que pour tout µ ≥ λ, Xµ ait la propriété P.

Exemple 2.1. Soit f : X −→ SpecA un morphisme de schémas ; soit p ∈
SpecA. Supposons que f−1(SpecAp) = Z ait une certaine propriété P. On sait que
Ap = lim−→s∈A−pAs et on verra que sur les spectres ceci correspond à l’isomorphisme
SpecAp ' lim←−Uα, Uα parcourant l’ensemble des voisinages ouverts de p. On pose
Xα = f−1(Uα). Il est clair que Z = lim←−Xα et que les Xα forment un système
projectif du type décrit plus haut.

Si Z vérifie P on pourra trouver un voisinage f−1(Uα) de la fibre de p qui
vérifie P.

Si par exemple on prend A = Z et p = 0, chaque Uα peut s’interpréter comme
le complémentaire d’un ensemble fini de nombres premiers. Si on connait une pro-
priété de la fibre générique (i.e. d’un Q-schéma) on pourra en déduire la même
propriété pour les fibres sur presque tous les nombres premiers p.

Exemple 2.2. Si on part d’une situation géométrique au-dessus d’un corps K,
on considère K comme extension d’un corps k (par exemple son corps premier) et
on écrit K = lim−→ ki, ki parcourant l’ensemble des sous K-extension de type fini de
k. On peut ainsi se ramener au cas d’un corps, extension de type fini de k.

Exemple 2.3. Si S = SpecA, on considérera A comme limite inductive de ses
sous-anneaux, qui sont des Z-algèbres de type fini, et on pourra ainsi se ramener
à des situations au-dessus du spectre d’une telle algèbre (et éliminer les hypothèses
noethériennes dans des théorèmes du type « propriétés topologiques des morphismes
plats »).

2.2. Systèmes inductifs d’anneaux. Soit (Aλ, ϕµλ) un système inductif fil-
trant d’anneaux. On se propose d’étudier Spec lim−→Aλ, on pose A = lim−→Aλ.

Proposition 2.4. Si µ ≥ λ notons uλµ = Specϕµλ : SpecAµ → SpecAλ
le morphisme correspondant à ϕµλ, alors (SpecAλ, uλµ) forme un système projec-
tif dont la limite, dans la catégorie des schémas et dans la catégorie des espaces
topologiques s’identifie à SpecA.

Démonstration. Montrons d’abord que SpecA est une limite projective pour
le système (SpecAλ, uλµ) dans Sch. Il suffit, par définition d’une limite projective,
de montrer que, pour tout schéma Y , il y a une bijection entre Hom(Y, SpecA) et
lim←−Hom(Y, SpecAλ). Mais

Hom(Y,SpecA) ' HomAnn(lim−→Aλ,Γ(Y,OY ))

' lim←−HomAnn(Aλ,Γ(Y,OY ))

' lim←−Hom(Y,SpecAλ)

Il reste à montrer que SpecA est une limite projective de (SpecAλ, uλµ) dans T op.
On voit que les morphismes uλ : SpecA → SpecAλ, qui correspondent aux ϕλ,
forment un système projectif de morphismes, d’où un morphisme

u : SpecA −→ lim←− SpecAλ

Nous allons voir que u est un homéomorphisme.

u est injectif car, si p, q ∈ SpecA avec p 6= q, on sait que p = lim−→ϕ−1
λ (p) et

q = lim−→ϕ−1
λ (q). Donc il existe un µ tel que ϕ−1

µ (p) 6= ϕ−1
µ (q).



12 2. PRÉSENTATION FINIE

u est surjectif ; en effet soit (pλ)λ∈I un élément de lim←− SpecAλ ; on a alors
ϕ−1
µλ(pµ) = pλ pour tout couple λ, µ tel que µ ≥ λ, et on vérifie aisément que

(pλ)λ∈I est l’image par u de l’idéal p = lim−→ϕλ(pλ) de A.

u−1 est continu : en effet, notant pα la projection canonique lim←− SpecAλ →
SpecAα, on voit que, si f = ϕα(fα), p appartient à D(f) si et seulement si p
appartient à p−1

α (D(fα)). �

2.3. Systèmes projectifs de schémas à morphismes de transition af-
fines. Rappelons (EGA [11, § 9.1]) qu’un morphisme de schémas f : Y −→ X est
dit affine s’il existe un recouvrement (Uα)α de X par des ouverts affines tels que
pour tout α, le schéma induit par Y sur l’ouvert f−1(Uα) soit affine. On montre
qu’alors pour tout ouvert affine U de X, le schéma induit par Y sur f−1(U) est
affine.

La notion de morphisme affine est stable par composition et par changement
de base ([11, 9.1.16]).

Considérons un système projectif filtrant (Sλ, vλµ)λ∈I de schémas tel que les
vλµ soient des morphismes affines et supposons que I possède un plus petit élément
α.

Proposition 2.5. Le système (Sλ, vλµ) admet une limite projective dans la
catégorie Sch des schémas.

Démonstration. On procède par recollement, compte tenu de §2.2.

Recouvrons Sα par des ouverts affines Uiα. Le système des v−1
αλ(Uiα) est projectif

et les morphismes vαλ étant affines c’est un système projectif de schémas affines. Il
admet donc une limite projective Ui qui est un schéma affine. On vérifie que l’on
peut recoller les Ui en un schéma S.

Soit T un schéma et (hλ) un système projectif de morphismes de T dans les
Sλ. Les hλ|h−1

λ (v−1
αλ(Uiα)) forment alors un système projectif de morphismes de

h−1
α (Uiα) dans les v−1

αλ(Uiα) , doù un morphisme hi : h−1
α (Uiα) −→ Ui. On vérifie

encore que l’on peut recoller les hi en un morphisme h : T −→ S satisfaisant les
conditions requises. �

Remarque. Les morphismes canoniques S −→ Sλ sont affines ; il suffit de
tester sur un recouvrement affine de Sλ.

Lemme 2.6. Reprenons les notations de la proposition 2.5. Si U est un ouvert
quasi-compact de S, il existe un indice λ et un ouvert quasi-compact Uλ de Sλ tel
que U = Uλ ×Sλ S.

Démonstration. U est en effet réunion finie d’ouverts affines de la forme
v−1
λ (Uλ) par définition de la topologie de la limite projective et puisque les vλ sont
affines. Mais alors il existe un λ et des ouverts affines Viλ en nombre fini de Sλ tels
que V = ∪iViλ ×Sλ S. �

Lemme 2.7. Pour tout sous-schémas quasi-compact Zλ de Sλ tel que Zλ×SλS =
∅, il existe un µ ≥ λ tel que Zλ ×Sλ Sµ = ∅.

Démonstration. Recouvrons Zλ par des ouverts affines Uiλ en nombre fini.
On a par hypothèse Uiλ×Sλ S = ∅ ; si on prouve le lemme pour les Uiλ, le résultat
général se déduira en prenant le sup des µ(i). On est donc ramené au cas où Zλ est
affine. Soit Zλ = SpecAλ. Les v−1

λµ (Zλ) forment un système projectif de spectres
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(puisques les vλµ sont affines) associé au système inductif des anneaux Aλ. On a
donc Spec(lim−→Aλ) = ∅, i.e. lim−→Aλ = 0, donc Aµ = 0 pour un µ ≥ λ et SpecAµ =
∅. �

On considère donc maintenant la situation suivante : on se donne un Sα-schéma
Xα, et on pose pour tout λ : Xλ = Xα ×Sα Sλ et X = Xα ×Sα S. Notons que les
uλµ = 1Xα × vλµ de Xµ dans Xλ, pour µ ≥ λ sont encore affines puisqu’ils sont
obtenus par changement de base à partir de morphismes affines.

Proposition 2.8. (Xλ, uλµ) forme un système projectif filtrant de schémas
dont la limite projective de ce système (qui existe d’après la proposition 2.5 et ci-
dessus) s’identifie à X = Xα ×Sα S.

Démonstration. On veut montrer que pour tout schéma T ,

Hom(T,X) = lim←−Hom(T,Xλ)

Mais par définition des produits fibrés Xλ = Xα ×Sα Sλ, on a le diagramme exact

Hom(T,Xλ) // Hom(T,Xα)×Hom(T, Sλ) //// Hom(T, Sα)

et en passant à la limite projective – le foncteur lim←− étant exact à gauche – on
obtient

lim←−Hom(T,Xλ) // lim←−(Hom(T,Xα)×Hom(T, Sλ)) //// Hom(T, Sα)

i.e., puisque lim←− commute aux produits et puisque S = lim←−Sλ,

lim←−Hom(T,Xλ) // Hom(T,Xα)×Hom(T, S) //// Hom(T, Sα)

Ceci signifie lim←−Hom(T,Xλ) = Hom(T,Xα ×Sα S) = Hom(T,X). �

3. Foncteurs localement de présentation finie

3.1. Présentation finie et limites projectives de schémas. Soit (Sλ, vλµ)
un système projectif de spectres de limite projective S, Xα un schéma sur Sα,
Xλ = Xα ×Sα Sλ pour λ ≥ α.

On a vu que X = Xα ×Sα S était la limite projective des (Xλ, uλµ).

Soit U un ouvert quasi-compact de X, alors il existe λ et Uλ ouvert quasi-
compact de Xλ, tel que U = u−1

λ (Uλ) = Uλ ×Sλ S puisque lim←−Xλ = X.

Avec les mêmes notations soit Zα un sous-schéma quasi-compact de Xα tel que
Zα ×Sα S = ∅. Alors il existe un λ tel que Zλ = Zα ×Sα Sλ = ∅.

La propriété étant locale on peut supposer Xα affine et Zα fermé dans Xα ; soit
Bα = Γ(Xα,OXα) et bα l’idéal définissant Zα, et A = Γ(S,OS) Aλ = Γ(Sλ,OSλ).
On a par hypothèse :

Bα/bα ⊗Aα A = lim−→
λ≥α

Bα/bα ⊗Aα Aλ = 0

On a donc de manière évidente un λ tel que Bα/bα ⊗Aα Aλ = 0, donc Zλ = ∅.

Corollaire 3.1. Pour toute partie localement fermée quasi-compacte Zα de
Xα telle que u−1

α (Zα) = ∅ il existe λ tel que u−1
αλ(Zα) = ∅.
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3.2. Foncteurs localement de présentation finie. Passage à la limite
projective.

Définition 3.2. Soit F : (Sch/S)◦ −→ Ens un foncteur. F est dit localement
de présentation finie si, étant donné un système projectif de spectres Sλ de limite
S on a :

F (lim←−Sλ) = lim−→F (Sλ)

Théorème 3.3. Soit S un schéma, X et Y deux S-schémas tels que g : Y → S
soit quasi-compact et quasi-séparé et X de présentation finie sur S. On considère
le foncteur défini par :

HomS(Y,X) : (Sch/S)◦ −→ Ens
T/S 7−→ HomT (Y ×S T,X ×S T )

Alors HomS(Y,X) est localement de présentation finie.

Démonstration. Soit (Tλ, tλµ) un système projectif de spectres de limite T .
On doit montrer que :

HomT (Y ×S T,X ×S T ) = lim−→
λ

HomTλ(Y ×S Tλ, X ×S Tλ)

Remarquons d’abord que l’on peut supposer S affine en faisant le changement de
base Tλ → S pour un λ quelconque. On aura alors Y quasi-compact et quasi-séparé.

Démontrons le théorème dans le cas où Y = S. On doit donc avoir :

HomT (T,X ×S T ) = lim−→HomTλ(Tλ, X ×S Tλ)

donc on doit avoir
HomS(T,X) = lim−→HomS(Tλ, X)

On doit donc démontrer que le foncteur T 7→ X(T ) est lui-même de présentation
finie.

Supposons X affine : soient A = Γ(S,OS), B = Γ(X,OX), Cλ = Γ(Tλ,OTλ) et
C = Γ(T,OT ) = lim−→Cλ. Nous devons donc montrer que :

lim−→HomA−alg(B,Cλ)
∼−→ HomA−alg(B, lim−→Cλ)

sachant que B est de présentation finie sur A. Nous montrons que l’application est
injective. Soient fλ, f ′λ : B → Cλ deux systèmes inductifs d’applications de même
limite f : B → C. Soient xi les générateurs de B (en nombre fini) : il existe λ tel
que

f(xi) = τλ(fλ(xi)) = τλ(f ′λ(xi))

pour tout i, mais alors il existe µ ≥ λ tel que τµλ(fλ(xi)) = τµλ(f ′λ(xi)) pour tout
i et fµ = f ′µ.

Montrons maintenant la surjectivité.

Nous avons B = A[X1, . . . , Xn]/a avec a de type fini engendré par les Pj ; on
pose xi = Xi mod a.

Soit f un homomorphisme de A-algèbre de B dans C et yi = f(xi). Il existe
alors λ et des éléments yiλ ∈ Cλ tels que yi = τλ(yiλ) ; d’autre part nous avons
Pj((yi)) = 0 et par conséquent il existe µ > λ tel que Pj(τµλ(yiλ)) = 0.

On définit fµ par fµ(xi) = τµλ(yiλ) ; on obtient bien ainsi un morphisme de
A-algèbres et l’on en déduit un système inductif en posant fλ = τλµ ◦ fµ et f est
bien la limite de ce système.
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Dans le cas général remarquons d’abord que l’on peut supposer X quasi-
compact ; en effet X est la réunion filtrante de ses sous-schémas Xi ouverts quasi-
compacts et si Y est quasi-compact :

HomS(Y,X) = lim−→HomS(Y,Xi)

X étant maintenant supposé quasi-compact et f : T → X étant donné, il existe un
recouvrement ouvert affine fini Ui de X et un recouvrement ouvert affine fini Vij
de T tel que Vij = τ−1

λ (Vijλ). Il existe λ tel que sur chacque Vijλ on puisse trouver
d’après les résultats précédents, un morphisme fλ : Vijλ → Ui donnant f sur Vij ,
permettant de construire un morphisme Yµ → X pour µ assez grand. Il faut vérifier
les conditions de recollement, c’est-à-dire la coïncidence sur les Vijλ ∩ Vi′jλ. Mais
ces ouverts sont quasi-compacts et recouverts par un nombre fini d’ouverts affines.
L’existence d’un λ assez grand provient alors de l’unicité du relèvement vérifié au
debut de la preuve.

Dans le cas où Y est quasi-compact et quasi-séparé on se ramène au cas affine
en prenant un recouvrement affine fini et en utilisant le fait que l’intersection de
deux ouverts affines est quasi-compacte. �

Corollaire 3.4. Supposons X et Y de présentation finie. Pour que X ×S T
et Y ×S T soient T -isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe λ tel que Xλ et Yλ
soient Tλ-isomorphe.

Voir aussi le théorème 5.2, (2) plus loin.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante, montrons qu’elle
est nécessaire : Soit f : X ×S T

∼−→ Y ×S T un isomorphisme. On sait que f
provient de fλ : X ×S Tλ → Y ×S Tλ pour un λ assez grand ; d’autre part f ayant
un inverse g, g provient d’un gµ : Y ×STµ → X×STµ. Si ν ≥ λ, µ on peut considérer
gν ◦ fν et fν ◦ gν , qui donnent l’identité à la limite, donc déjà l’identité pour un ν
assez grand. �

Théorème 3.5. Soit (Tλ, tλµ) un système projectif de spectres de limite T
et soit X un schéma de présentation finie sur T . Alors il existe un schéma de
présentation finie Xλ sur Tλ pour λ assez grand tel que X = Xλ ×Tλ T .

Démonstration. Dans le cas où X est affine on connait déjà le résultat. On
se ramène au cas affine en recouvrant X par par un nombre fini d’ouverts affines
Ui, pour chacun d’eux il existe λ et un schéma de présentation finie Zλi sur Tλ
tels que Ui = Zλi ×Tλ T , et on peut prendre un même λ pour tous les i. Si λ a
été choisi assez grand pour chaque i il existe un ouvert Zλij quasi-compact tel que
Zλij ×Tλ T = Ui ∩ Uj et l’identité de Ui ∩ Uj induit un morphisme Zλij → Zλji. Si
on choisit λ assez grand ce morphisme est un isomorphisme. Pour pouvoir recoller
il faut vérifier les conditions de transitivité ; elles se vérifient en remarquant que les
Zλij sont quasi-séparés et en utilisant le théorème 3.3. �

Théorème 3.6. Soit f : X → S un morphisme de schémas. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes

(1) f est localement de présentaion finie

(2) le foncteur T 7→ hX(T ) = HomS(T,X) est localement de présentation finie.

(3) le foncteur T 7→ hX(T ) = HomS(T,X) vérifie la condition précédente dans
le cas où le système Tλ est un système de U -schémas, avec U ouvert affine
de S.
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Démonstration. (1) =⇒ (2) démontré au cours de la preuve du théorème
3.5.

(2) =⇒ (3) immédiat.

(3) =⇒ (1) la question étant locale on suppose S affine.

Supposons X affine d’anneau B, les Tλ ayant pour anneaux les Cλ et S ayant
pour anneau A. On doit montrer que :

lim−→
λ

HomA−alg(B,Cλ) −→ HomA−alg(B, lim−→
λ

Cλ)

est une bijection, ce qui est équivalent à ce que B soit une A-algèbre de présentation
finie.

Considérons le système (Cλ)λ des sous-algèbres de type fini de B, B = lim−→Cλ,
le morphisme identique de B se factorise donc à travers un Cλ et par conséquent
B = Cλ est une A-algèbre de type fini.

Posons B = C/J où C = A[T1, . . . , Tn], J est alors limite inductive de ses sous
idéaux de type fini Jλ et par conséquent B = lim−→λ

Cλ.

Il existe donc un indice α tel que le composé

C/J
u−→C/Jα

Pα−→C/J
soit le morphisme identique de C/J . Si qλ : C → C/Jλ est la projection canonique
et q : C → C/J aussi, nous avons :

Pα ◦ (qα(Ti)) = Pα(u(q(Ti)))

et il existe donc un indice β tel que Jβ/Jλ contienne les qλ(Ti) − u(q(Ti))) ; on a
donc un diagramme

C/J
u // C/Jβ

Pβ // C/J

C

q

cc
qβ

OO

où u(q(Ti)) = qβ(Ti) pour tout i et donc qβ = u ◦ q, ce qui implique Jβ = J .

Sie X est quelconque, il suffit de démontrer que tout ouvert affine U de X est
de présentation finie sur S, c’est-à-dire que :

lim−→HomS(Tλ, U) −→ HomS(T,U)

est une bijection pour tout système (Tλ)λ.

L’injectivité se vérifie immédiatement en remarquant que l’on a un système
inductif d’applications dans X.

Montrons la surjectivité : soit f : T → U ; il existe un indice λ et un morphisme
fλ : Tλ −→ X vérifiant f = fλ ×Tλ T . Il faut montrer que pour tout λ assez grand
fλ se factorise par U . Posons Uλ = τ−1

αλ (f−1
λ (U)), alors le complété de Uα est une

partie fermée, donc quasi-compacte, vide à la limite ; elles est donc déjà vide pour
α assez grand. �

4. Modules de présentation finie sur une limite projective

On se donne un schéma S. Soient (Tα, ϕαλ) un système projectif de spectres
au dessus de S de limite T , X un S-schéma quasi-compact et quasi-séparé, M un
OX -Module quasi-cohérent de présentation finie, N un OX -Module quasi-cohérent.
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Théorème 4.1. Considérons le foncteur F : (Sch/S)◦ −→ Ens défini par :

F (T ) = HomX×ST (f∗(M), f∗(N))

où f : X ×S T −→ X.

Alors F est un foncteur de présentation finie.

Démonstration. Soit (Tα, ϕαλ) notre système projectif ; on peut supposer
que S est égal à un des Tλ sans rien changer à la généralité. On obtient alors :

F (Tλ) = HomX×TαTλ(f∗λ(M), f∗λ(N))

où fλ : X ×Tα Tλ −→ X. On posera X ×Tα Tλ = Xλ. On doit montrer que :

lim−→
λ

HomXλ(f∗λ(M), f∗λ(N)) = HomX×ST (f∗(M), f∗(N))

Nous allons donner une démonstration du théorème dans le cas affine ; il se géné-
ralise en utilisant le fait que X est quasi-compact et quasi-séparé. Soit A l’anneau
associé à X et Bλ celui associé à Tλ,M et N les Xα-Modules. On doit donc montrer
que :

lim−→
λ

HomA⊗BαBλ(M ⊗Bα Bλ, N ⊗Bα Bλ) = HomA⊗BαB(M ⊗Bα B,N ⊗Bα B)

ce qui peut s’écrire :

lim−→
λ

HomA(M,N ⊗Bα Bλ) = HomA(M,N ⊗Bα B)

Il est clair que cette égalité est vérifiée si M est libre fini. Puisque M est de présen-
tation finie on a une suite exacte Ap → Aq →M → 0 et puisque l’on a un foncteur
exact à gauche en M l’égalité reste vraie. �

Théorème 4.2. Si M est un X×S T -Module de présentation finie, il existe un
λ et Mλ de présentation finie sur X ×S Tλ tel que :

M = (1×S ϕλ)∗(Mλ)

Avant de passer à la démonstration nous allons donner le corollaire suivant :

Corollaire 4.3. Si M et N sont tous les deux de présentaion finie, pour que
M×ST et N×ST soient isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe λ tel que M×STλ
et N ×S Tλ soient isomorphes.

Démonstration. de 4.2 Supposons X affine et reprenons les même notations
que précédemment. On doit montrer qu’étant donné M de présentation finie sur
A⊗Bα B il exsite Mλ de présentation finie sur A⊗Bα Bλ tel que M = Mλ ⊗Bα B.

Cela se fait en considérant la suite exacte

(A⊗Bα B)p
u−→(A⊗Bα B)q −→M → 0

et en remarquant que les coefficients de la matrice de u sont déjà dans A ⊗Bα Bλ
pour λ assez grand.

Pour le cas général on recolle en sachant que X est quasi-compact et quasi-
séparé. �

Proposition 4.4. On garde les hypothèses des théorèmes 4.1 et 4.2. M, N,
N′ sont des Modules quasi-cohérents de présentation finie sur X. Supposons que
N et N′ soient des quotients de M et que f∗(N′) soit un quotient de f∗(N), où
f : X ×S T −→ X.

Alors il existe λ tel que f∗λ(N′) soit un quotient de f∗λ(N).
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Démonstration. On a la suite d’applications suivante :

f∗(M)
u−→f∗(N)

p−→f∗(N′)
p étant surjective. Il existe pλ : f∗λ(N) −→ f∗λ(N′) donnant p. Il faut démontrer que
pλ est surjective pour λ assez grand. Si Qλ = Coker pλ, f∗λ(Qλ) et f∗λ(0) donnent le
même Module et par conséquent Qλ = 0 pour λ assez grand d’après le théorème
4.1. �

5. Quelques foncteurs de présentation finie

Théorème 5.1 (EGA [12, IV, 8.6.3]). Soient S un schéma, (Tα, ϕαλ) un sys-
tème projectif de spectres au-dessus de S de limite T et X un S-schéma de présen-
tation finie. Alors les foncteurs T 7→ F (T ) suivants sont de présentation finie.

(1) F (T ) = ensemble des sous-schémas ouverts de présentation finie de X×ST .
(2) F (T ) = ensemble des sous-schémas fermés de présentation finie de X×S T .
(3) F (T ) = ensemble des sous-schémas de présentation finie de X ×S T .

Démonstration. Par exemple nous allons prouver (2)

Un sous-schéma Z de X ×S T de présentation finie est défini par un idéal
quasi-cohérent I de type fini. On doit donc montrer que (Tα, ϕαλ) étant donné :

lim−→F (Tα) = F (T )

Montrons l’injectivité : Soient Z1α et Z2α deux sous-schémas fermés de présentation
finie donnant Z. On est dans les conditions de la proposition 4.4 avec X remplacé
par X ×S Tα, M = OX×STα , N = OZ1α

, N′ = OZ2α

Alors il existe λ tel que Z1λ majore Z2λ et réciproquement, d’où l’égalité.

Montrons la surjectivité : Z étant donné sur X ×S T , il est défini un OZ qui
est un Module quasi-cohérent de présentation finie. On peut donc trouver λ et Mλ

tel que OZ provienne de Mλ. De plus il existe µ > λ tel que X ×S Tµ → Tµ donne
à la limite la projection canonique et si on choisit µ assez grand l’application est
surjective et il suffit de considérer le schéma fini associé à Mµ. �

Nous considérons des sous-foncteur de

HomS(Y,X) : (Sch/S)◦ −→ Ens
T/S 7−→ HomT (Y ×S T,X ×S T )

Théorème 5.2 (EGA [12, IV, 8.10.5]). Supposons que X et Y soient deux sché-
mas sur S de présentation finie. Alors les foncteurs T 7→ F (T ) ⊂ HomS(Y,X)(T )
décrits dans la liste suivante sont de présentation finie.

(1) F = HomS(Y,X)

(2) F (T ) = {f | f isomorph }
(3) F (T ) = {f | f séparé}
(4) F (T ) = {f | f surjectif }
(5) F (T ) = {f | f radiciel }
(6) F (T ) = {f | f affine }
(7) F (T ) = {f | f fini }
(8) F (T ) = {f | f quasi-fini}
(9) F (T ) = {f | f propre }
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(10) F (T ) = {f | f projectif }
(11) F (T ) = {f | f plat }
(12) F (T ) = {f | f monomorph }

Démonstration. de (12). Considérons le système (Tα, ϕαλ) de limite T . On
doit montrer que tout système de morphismes fα : Y ×S Tα −→ X×S Tα donnant à
la limite un monomorphisme est déjà un système de monomorphisme à partir d’un
certain rang. Ceci est équivalent à ce que ∆f ×S T : Y ×S T −→ (Y ×X Y ) ×S T
soit un isomorphisme ([11, 0I ,1.4.14]). Sachant que le foncteur (2) est un foncteur
de présentation finie, on peut conclure. �

6. Applications

6.1. Elimination des hypothèses noethériennes. Soit le théorème

Théorème 6.1. Soit X un schéma localement noethérien ; soit f : Y → X un
morphisme plat et localement de type fini. Alors f est universellement ouvert.

Nous nous proposons d’éliminer l’hypothèse noethérienne qui n’est pas stable
par changement de base et de prouver :

Théorème 6.2. Soit f : Y → X un morphisme plat et localement de présen-
tation finie. Alors f est universellement ouvert.

Démonstration. Les hypothèses et la conclusion étant locales, on se ramène à
Y = SpecB et X = SpecA, B étant une A-algèbre de présentaion finie. Mais A est
limite inductive filtrante de ses sous Z-algèbres de type fini Aλ qui sont des anneaux
noethériens, et on sait que B ' Bλ ⊗Aλ A pour un λ assez grand, Bλ étant une
Aλ-algèbre de type fini et plate. Le morphisme Yλ = SpecBλ −→ Xλ = SpecAλ
satisfait aux conditions du théorème 5.1, (1), d’où le théorème. �

6.2. Endomorphismes d’un S-schéma de présentation finie. On a le
théorème :

Théorème 6.3. Soit S un schéma ; X un S-schéma de présentation finie. Tout
S-endomorphisme de X qui est un monomorphisme est un automorphisme de X.

On va d’abord prouver la

Proposition 6.4. Soient S un schémas, X un S-schéma de type fini. Tout S
endomorphisme de X qui est radiciel est surjectif (donc bijectif).

Démonstration. Rappelons qu’un morphisme de schémas f : Y → X est dit
radiciel s’il est universellement injectif ([11, § 3.7]), ou ce qui revient au même, s’il
est injectif et si pour tout y ∈ Y , κ(y) est une extension radicielle de κ(f(y)).

Rappelons qu’un schéma X est dit de Jacobson si toute partie fermé de X est
l’adhérence de l’ensemble de ses points fermés. Il revient au ême de dire que toute
partie localement fermée, ou constructible, non vide de X contient un point fermé.

Par exemple, SpecA où A est un corps ou Z, ou une algèbre de type fini sur
un corps ou sur Z.

Si X est un schéma de Jacobson et f : Y → X un morphisme localement de
type fini, alors Y est un schéma de Jacobson et l’image de tout point fermé est
un point fermé ([11, cor. 6.4.7]).
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Notons enfin que tout monomorphisme f : Y → X est radiciel car on voit
immédiatement que pour tout x ∈ X, f−1(x) est, soit vide, soit κ(x)-isomorphe à
Specκ(x).

Ceci dit passons à la preuve de la proposition 6.4.

X
g //

f ��

X

f

��

Xs
gs //

$$

Xs

��
S Specκ(s)oo

Pour montrer que g est surjectif il suffit de montrer que gs l’est pour tout s ∈ S. On
se ramène donc au cas S = Spec k, k étant un corps. Mais alors f est de présentation
finie puisque k est noethérien.

D’après ce qui précède il suffit de considérer le cas où X = SpecA, A étant une
sous-Z-algèbre de type fini de k.

Mais X est alors un schéma de Jacobson et puisque g(X) est constructible
(théorème de Chevalley [11, 7.1.4]), il suffira de montrer que g(X) contient tous
les points fermés de X ; en effet si g(X) 6= X, X−g(X) qui est constructible comme
complémentaire d’une partie constructible devrait contenir un point fermé. On est
donc amené à étudier les points fermés de X.

Lemme 6.5. Soit Y un Z-schéma de type fini.
(1) Pour qu’un point y ∈ Y soit fermé, il faut et il suffit que κ(y) soit un corps

fini.
(2) Pour tout nombre premier p et tout entier d ≥ 1, l’ensemble des points

y ∈ Y tels que κ(y) soit une extension de Fp de degré divisant d est fini.

Démonstration. (1): D’après ce qui précède l’image d’un point fermé y de Y
dans Spec Z est un point fermé, i.e. un nombre premier p. L’assertion résulte alors
de ce que, si X → Spec k est un morphisme de type fini, pour qu’un point x ∈ X
soit fermé il faut et il suffit que κ(x) soit une extension finie de k.

(2): Y étant réunion finie d’ouverts affines de type fini sur Z, on se borne
au cas Y = SpecC, C étant une Z-algèbre de type fini. Les points y considérés
correspondent bijectivement aux homomorphismes C → Fpd . Mais C étant de type
fini et Fpd fini, il n’y a qu’un nombre fini de tels homomorphismes. �

Preuve de la proposition 6.4

X est un Z-schéma de type fini.

Soit Tp,d l’ensemble – fini d’après ce qui précède – des points fermés x ∈ X
tels que κ(x) soit une extension de Fp de degré divisant d. D’après le lemme 6.5
l’ensemble des points fermés de X est réunion des Tp,d. Or Tp,d est stable par g
car si x ∈ Tp,d, κ(g(x)) est un sous-corps de κ(x) ; g étant injectif par hypothèse,
sa restriction à Tp,d est bijective puisque Tp,d est fini. Ce qui prouve la proposition
6.4. �

Démonstration. Preuve du théorème 6.3

X
g //

f   

X

f

��
S

La question étant locale sur S, on se ramène à S affine d’anneau
A. On se ramène par un raisonnement standard au cas où A est
une Z-algèbre de type fini, les monomorphismes se comportant
bien ! par passage à la limite projective. X est donc un Z-
schéma de type fini. De plus g est bijectif.
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X
g //

  

X

��
Z

Il suffit donc de montrer que g est une immersion ouverte, et
même que g est plat d’après le lemme suivant.

�

Lemme 6.6. Tout monomorphisme plat de présentation finie est une immersion
ouverte.

Démonstration. Soit f un tel monomorphisme.

Le morphisme diagonal ∆ : X −→ X ×S X est alors un isomorphisme, ainsi
que les projections p1, p2 : X ×S X −→ X.

f étant de présentation finie et plat, f(X) est ouvert dans S (théorème 6.1).
On est donc amené à prouver que f est un isomorphisme sur son image.

Cela se voit par descente fidèlement plate, puisque X −→ f(X) est plat et
surjectif.

Mais, l’ensemble des points où g est plat étant ouvert et X étant un schéma de
Jacobson, il suffit de montrer que g est plat en tout point fermé de X. Maintenant,
en reprenant les notation introduites plus haut, soit x ∈ Tp,d. On a déjà vu que
Tp,d est un ensemble fini, stable sous g. Posant x1 = g(x), . . . , on a une suite finie
de morphismes locaux :

Ox
f1 // Ox1

f2 // . . . // Ox(∗)

D’où, en passant aux corps résiduels une suite d’isomorphismes

κ(x)
f̄1 // κ(x1)

f̄2 // . . . // κ(x)

κ(x) étant un corps fini. D’où une suite d’homomorphismes surjectifs d’anneaux
noethériens :

Ox/m
2
x

f ′1 //

ϕ

33Ox1/m
2
x1

f ′2 // . . . // Ox/m2
x

et ϕ est bijectif comme endomorphisme surjectif d’anneaux noethériens. Tous les
f ′i sont donc des isomorphismes ; en réitérant le procédé pour tous les Oxi/mnxi , on
voit finalement que la suite déduite de (∗) sur les complétés est une suite d’isomor-
phismes

Ôx
f̂1 // Ôx1

f̂2 // . . . // Ôx

et par descente fidèlement plate, tous les fi sont des isomorphismes. On a donc
prouvé que pour tout point fermé x de X, le morphisme OX,g(x) −→ OX,x est un
isomorphisme – donc est plat. �





Chapitre 4

Topologies et Faisceaux

1. Cribles, Sites, Faisceaux

1.1. Topologies sur une catégorie.

Définition 1.1. Soient C et E deux catégories ; un préfaisceau sur C à valeurs
dans E est un foncteur covariant de C◦ dans E.

Définition 1.2 ([5, déf. 1.1]). On appelle crible d’une catégorie C, toute sous-
catégorie pleine R ⊂ C, telle que toute flèche ayant son but dans R, a sa source
dans R.

On appelle cribles de X ∈ Ob C, les cribles de C/X, c’est-à-dire les sous-
foncteurs du foncteur représenté par X.

Si f : Y → X est une flèche de C et R un crible de X, alors f•R = Y ×X R est
un crible de Y ; c’est l’ensemble des (Z, z) avec z : Z → Y tels que f ◦ z soit dans
R(Z).

f•R� _

��

// R� _

��
Y

f
// X

Définition 1.3. Une topologie sur une catégorie C, est la donnée pour tout
objet X de C d’un ensemble J (X) de cribles de X satisfaisant aux axiomes sui-
vantes:

(T0) X est dans J (X).

(T1) Pour tout R ∈ J (X) et tout f : Y → X, le crible de Y , f•R = Y ×X R
est dans J (Y ).

(T2) Si R et S sont deux cribles de X tels que R soit dans J (X) et que pour
tout Y → R on ait Y ×X S dans J (Y ), alors S est dans J (X).

Les cribles constituant une topologie J s’appellent cribles couvrants ou aussi
raffinements ; ceux dans J (X) sont couvrants X. La propriété (T1) exprime la
stabilité par changement de base, la propriété (T2) exprime le caractère local d’un
crible pour la topologie. J (X) est stable par intersection finie. Tout crible contenant
un crible couvrant est couvrant lui-même.

Pour un préfaisceau P de Ĉ on dit qu’un sous-foncteur R ⊂ P est un raffinement
et on le note R ∈ J (P ) si pour tout objet (Y, f) de C/P on a f•R = Y ×PR ∈ J (Y ).
Grâce à l’axiome (T1) on obtient les mêmes J (X) pour un préfaisceau P = X
représentable. En utilisant (T2) on constate la transitivité des raffinements : si
R ∈ J (Q) et Q ∈ J (P ), alors R ∈ J (P ).

23
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Définition 1.4. Une famille U = (Xα
fα−→X)α∈A est dite couvrante pour la

topologie J , si le crible RU de X qu’elle engendre est couvrant.

Ici on a posé RU = {f : Y → X | ∃ gα : Y → Xα avec f = fα ◦ gα}

Xα

fα
��

Y
f
//

gα
>>

X

La donnée pour tout objet X de C de familles de morphismes de but X permet de
définir une topologie sur C, la moins fine pour laquelle ces familles soient couvrantes ;
les cribles couvrants pour cette topologie sont malaisés à déterminer, en général.
La situation est plus agréables dans le cas suivant : (voir [14, II, 1.4] pour une
caractérisation des familles couvrantes dans ce cas).

Définition 1.5 ([1, def. 0.1]). Une prétopologie sur une catégorie C est la
donnée pour chaque objet X de C d’un ensemble Cov(X) de familles de morphismes
de but X, tel que :

(1) La famille X idX−→X appartient à Cov(X).

(2) Les morphismes de Cov(X) sont quarrables.

(3) Pour tout objet X et toute famille (Xα → X)α appartenant à Cov(X) et
tout morphisme f : Y → X la famille (Xα ×X Y → Y )α appartient à
Cov(Y ).

(4) Si (Xα → X)α appartient à Cov(X) et si pour tout α (Xβα → Xα)β ap-
partient à Cov(Xα), alors (Xβα → X)βα appartient à Cov(X).

Définition 1.6. On appelle site une catégorie munie d’une topologie.

1.2. Faisceaux.

Définition 1.7. Soit C un site. Un préfaisceau d’ensemble F de Ĉ est dit séparé
(resp. un faisceau), si pour tout objet X de C et tout crible couvrant R ∈ J (X),
l’application

Hom(X,F) −→ Hom(R,F)

est injective (resp. bijective).

Les faisceaux sur C forment une sous-catégorie pleine C̃ de Ĉ.

Proposition 1.8. Si la topologie est définie par une prétopologie, F est séparé
si et seulement si pour tout objet X de C et toute famille couvrante (Xα → X)α de
Cov(X) l’application

F(X) −→
∏
α

F(Xα)

est injective.

F est un faisceau si et seulement si les diagrammes :

F(X) // ∏
α F(Xα) // //

∏
α,β F(Xα ×X Xβ)

sont exacts.



1. CRIBLES, SITES, FAISCEAUX 25

Exemple 1.9. Si X est un espace topologique, la catégorie est celle des ouverts
de X avec pour morphismes les inclusion, et on prend pour familles couvrantes les
recouvrements ouverts des ouverts de X [7, chap. II].

Si (Uα)α est un recouvrement d’un ouvert U de X, le crible associé à (Uα)α
est l’ensemble des ouverts de X qui sont contenus dans l’un des Uα ; dire que deux
recouvrements (Uα)α et (Vβ)β définissent le même crible de U signifie que (Uα)α et
(Vβ)β sont deux recouvrement équivalents de U (i.e. chacun est plus fin que l’autre).

Les cribles de U s’interprètent donc naturellement comme classe de recouvre-
ments équivalents.

Exemple 1.10. La topologie fpqc. La catégorie est celle des schémas ; une
famille (Xα

fα−→X) est couvrante si X =
⋃
fα(Xα) et si chaque fα est plat et quasi-

compact. On verra plus tard (théorème 1.3) que tout préfaisceau représentable est
un faisceau fpqc.

Exemple 1.11. La topologie étale. La catégorie est celle des schémas ; une
famille (Xα → X) est couvrante si X =

⋃
fα(Xα) et les fα sont étales.

Exemple 1.12. Soit P un préfaisceau sur C et pour chaque objet X de C soit
JP (X) l’ensemble des cribles R de X tels que pour tout Y → X on ait une bijection

Hom(Y, P ) −→ Hom(Y ×X R,P )

alors les JP (X) forment une topologie sur C, la plus fine pour laquelle P est un
faisceau.

Démonstration. Il est clair que si on a une topologie c’est bien la plus fine
pour laquelle P est un faisceau.

Les axiomes (T0) et (T1) de la définition 1.3 sont évidemment vérifiés ; vérifions
(T2) ; montrons d’abord que JP (X) est stable par intersection : soient R et S dans
JP (X) ; pour tout Z → X, il faut qu’on ait une bijection :

Hom(Z,P ) −→ Hom(Z ×X R×X S, P )

mais on a :

R = lim−→
(Y,f)∈C/R

Y d’où

Z ×X R×X S = lim−→
(Y,f)∈C/R

(Z ×X Y )×Y (Y ×X S) donc

Hom(Z ×X R×X S, P ) = lim←−
(Y,f)∈C/R

Hom(Z ×X Y ×X S, P ) =

lim←−
(Y,f)∈C/R

Hom(Z ×X Y, P ) = Hom(Z ×X R,P ) = Hom(Z,P )

Maintenant remarquons que si R est dans JP (X) et si S est un crible de X tel que
pour tout Y → R, Y ×X S soit dans JP (Y ), il en est de même de R×X S. On est
ainsi ramené à verifier l’axiome (T2) dans les cas S ⊂ R et R ⊂ S ; la vérification
est identique à celle de R×X S ∈ JP (X). �

Définition 1.13. On appelle topologie canonique sur une catégorie C, la to-
pologie la plus fine pour laquelle les préfaisceaux représentables sur C sont des fais-
ceaux.

Les limites inductives et projectives sont représentables dans Ĉ ; les foncteurs
P 7−→ P (X) commutent aux limites. Autrement dit les limites se calculent en
chaque X.
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La catégorie des préfaisceaux sur C à valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens est une catégorie abéliennes.

2. Faisceau associé

Soit C un site, on note C̃ ⊂ Ĉ les catégories des faisceaux et préfaisceaux sur C,
et i : C̃ −→ Ĉ, le foncteur canonique.

2.1. Le foncteur L. On va définir un foncteur L : Ĉ −→ Ĉ et un morphisme
de foncteurs ` : idĈ −→ L.

Définition 2.1. Pour tout objet X de C, on définit la limite inductive filtrante:

L(P )(X) = lim−→
R∈J (X)

Hom(R,P )

On note zR : Hom(R,P )→ L(P )(X) l’application canonique.

Soit f : Y → X un morphisme ; le foncteur f• : J (X) −→ J (Y ) changement
de base définit une application

L(P )(f) : L(P )(X) −→ L(P )(Y )

On a L(P )(1X) = 1L(P )(X) et si g : Z → Y est un morphisme, L(P )(f ◦ g) =
L(P )(g) ◦ L(P )(f). On a donc construit un préfaisceau L(P ).

Par Yoneda on interprète aussitôt zR : Hom(R,P ) −→ Hom(X,L(P )). Pour
S �
� r // R , on a ainsi pour u : R→ P : zS(u|S) = zR(u), où u|S = u ◦ r,

Hom(R,P ) //

zR ((

Hom(S, P )

zS

��
Hom(X,L(P ))

On note aussi le diagramme commutatif pour tout R ∈ J (X), f : Y → X :

Hom(R,P ) //

zR

��

Hom(Y ×X R,P )

zY×XR

��
Hom(X,L(P ))

L(P )(f)
// Hom(Y,L(P ))

(1)

En particulier pour le crible R = X on obtient une application `(X) = zX , nous
donnant un morphisme de préfaisceaux :

` : P −→ L(P )

qui dépend fonctoriellement de P .

2.2. Propriétés du couple (L, `).

Lemme 2.2 ([14, II, 3.1]).

(1) Pour tout raffinement R �
� iR // X et tout u : R→ P le diagramme

P
` // L(P )

R

u

OO

� �

iR
// X

zR(u)

OO

est commutatif.
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(2) Soient u, v : Q ⇒ P deux morphismes de Ĉ tels que ` ◦ u = ` ◦ v. Alors le
noyau K = Ker(u, v) est un raffinement de Q.

Démonstration. (1): Soient T , t ∈ R(T ) quelconque. Appliquant le dia-
gramme (1) du §2.1 ci-dessus à Y = T , f = t : comme t : T → X se factorise
par R, on a t•R ' T , donc un diagramme commutatif

u ∈ Hom(R,P ) //

zR

��

Hom(T, P ) 3 ut

`

��
Hom(X,L(P ))

L(P )(t)
// Hom(T, L(P ))

ce qui se traduit en

L(P )(t)zR(u) = `(T )(u ◦ t)
zR(u)|R.t = (` ◦ u).t

et comme ceci vaut pour tout t, on a bien zR(u)|R = ` ◦ u.

(2): On est dans la situation suivante :

P
` // L(P )

Q

u

OO

v

OO ==

et pour voir que K ⊂ Q est couvrant, il faut montrer que pour tout f : Y → Q on
ait f•K = Y ×QK ∈ J (Y ). Or, on a f•K ⊃ Ker(u◦f, v ◦f), et il suffit de montrer
que ce dernier noyau est couvrant. On est ainsi ramené à la situation où Q = Y est
représentable, s = u ◦ f, t = v ◦ f :

P
` // L(P )

Y

s

OO

t

OO ==

Par hypothèse, zY (s) = ` ◦ s = ` ◦ t = zY (t), donc par définition de L(P ), il
existe R ∈ J (Y ) tel que s|R = t|R, c’est-à- dire que R ⊂ Ker(s, t) et ensuite
Ker(s, t) ∈ J (Y ). �

Proposition 2.3 ([14, II, 3.2]).
(1) Le foncteur L est exact à gauche.
(2) Pour tout préfaisceau P , L(P ) est un préfaisceau séparé.
(3) Le préfaisceau P est séparé si et seulement si le morphisme ` : P −→ L(P )

est un monomorphisme. Le préfaisceau L(P ) est alors un faisceau.
(4) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) ` : P −→ L(P ) est un isomorphisme
(b) P est un faisceau

Démonstration. (1): Le foncteur P 7→ Hom(R,P ) commute aux limites pro-
jectives quelconques et la limite inductive filtrante L(P ) commute aux limites pro-
jectives finies, donc L est exact à gauche.

(2): Il faut montrer que pour tout objet X et tout raffinement R ∈ J (X)
l’application

Hom(X,L(P )) −→ Hom(R,L(P ))
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soit injective. Soient donc s, t ∈ L(P )(X) avec s|R = t|R. Soient s = zR′(u), t =
zR′(v) pour un raffinement R′ ⊂ R.

P
` // L(P )

R′

u

OO

v

OO

� � // R

==

� � // X

s

OO
t

OO

En appliquant lemme 2.2, (2) on conclut que le noyau K = Ker(u, v) est un
raffinement de R′ et donc aussi de X (par transitivité des raffinements). Donc
s = zK(u|K) = zK(v|K) = t.

(3): Soit d’abord P séparé. On a pour les raffinements R ⊂ X des injections
P (X) ↪→ P (R), donc à la limite P (X) ↪→ L(P )(X) et `(X) est un monomorphisme,
donc aussi ` : P ↪→ L(P ).

Si, d’autre part ` est un monomorphisme, P doit être séparé comme sous-objet
d’un objet séparé.

Remarquons aussi que P ↪→ L(P ) est un raffinement de L(P ). Pour le voir soit
s : X → L(P ) tel que s = zR(u) :

P
� � // L(P )

R

u

OO

� � // X

s

OO

comme alors s•P ⊃ R, on a bien s•P ∈ J (X), donc P ∈ J (L(P )).

Montrons que L(P ) est alors un faisceau, c’est-à-dire que pour tout raffinement
R de X et tout u : R→ L(P ) il existe une section s : X → L(P ) tel que u = s|R :

L(P )

R

u

OO

� � // X

s
bb

Nous complétons le diagramme avec R′ = u•P ∈ J (R), donc ∈ J (X) par transiti-
vité :

P �
� ` // L(P )

R′

u′

OO

� � // R

u

OO

� � // X

s
aa

et pour s = zR′(u
′) on a s|R = u.

(4): (4a) =⇒ (4b) parce qu’on a vu (3) que P est séparé, donc L(P ) un
faisceau, donc aussi P ' L(P ).

(4b) =⇒ (4a) pour un faisceau les morphismes de transition P (X) → P (R)

sont des isomorphismes, donc à la limite P (X)
∼−→ L(P )(X). �

Proposition 2.4. Le foncteur i : C̃ → Ĉ admet un adjoint à gauche a : Ĉ → C̃,
qui est exact à gauche. On a donc des bijections fonctorielles en P ∈ Ĉ et F ∈ C̃ :

HomC̃(a(P ),F)
∼−→ HomĈ(P,F)

On peut prendre a = L◦L, avec pour morphisme d’adjonction `◦` : P → a(P ).
Le faisceau a(P ) est appelé le faisceau associé à P .
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2.3. Limites de faisceaux. Faisceaux abéliens.

Proposition 2.5. Une limite projective dans Ĉ de faisceaux est un faisceau,
donc une limite dans C̃.

Les limites inductives existent dans C̃ ; si G : I −→ C̃ est un foncteur on a

lim−→
I
G = a(lim−→

I
i ◦G)

Proposition 2.6. Les faisceaux abéliens sur C forment une catégorie abélienne.

Soit u : F → G un morphisme ; le noyau de u est le faisceau X 7→ Keru(X).
L’image de u est le faisceau associé au préfaisceau X 7→ Imu(X).

Proposition 2.7. La suite F′
u−→F

v−→F′′ dans C̃ est exacte si et seulement si
pour tout objet X de C et tout ξ ∈ N(X) il existe R ∈ J (X) et η : R → I tel que
l’on ait un diagramme commutatif :

I // N

R

η

OO

� � // X

ξ

OO

où I est l’image de u dans Ĉ et N le noyau de v.

Démonstration. En effet l’image I ⊂ F est séparé et L(I) = I est l’image
faisceautique dans C̃, et on a traduit l’égalité I(X) = L(I)(X) = lim−→R∈J (X)

I(R) =

N(X) en language des sections. �

Supposons la topologie définie par une prétopologie, alors

Proposition 2.8. La suite F′
u−→F

v−→F′′ est exacte, si pour tout objet X de
C et tout ξ ∈ N(X) il existe une famille couvrante (fα : Xα → X), et des sections
ξ′α ∈ Γ(Xα,F

′), tel que u(ξ′α) = F(fα)(ξ).

Exemple 2.9 (de faisceaux abéliens).

(1) Le faisceau des fonctions morphiques sur une variété.

(2) Le faisceau des sections d’un fibré vectoriel.

(3) Le faisceau structural sur SpecA.

Exemple 2.10 (de suites exactes). Soit X une variété analytique complexe,
OX le faisceau des fonctions morphiques sur X et O∗X le faisceau des unités de OX .

Alors exp : OX → O∗X est un épimorphisme de faisceaux tel que pour un ouvert
U de X les fonctions exp(U) ne soient pas toutes surjectives, i.e. exp n’est pas un
épimorphisme de préfaisceaux. Par exemple si X = C et z ∈ Γ(X−{0},O∗X) on sait
que z ne se relève pas ; toutefois toute fonction g ∈ Γ(U,O∗X) se relève localement,
i.e. on peut définir log(g) au voisinage de chaque point.

On a une suite exacte de faisceaux :

0→ N −→ OX
exp−→O∗X → 0

où N est le faisceau qui au-dessus de chaque composante connexe Uα d’un ouvert
U de X est égale à 2πiZ ; c’est aussi le faisceau associé au préfaisceau constant Z.
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Exemple 2.11 (suite exacte dans les schémas). Dans la catégorie des schémas,
le préfaisceau :

µ : S 7→ Γ(S,O∗S)

est représentable par Spec(Z[T, T−1]). En effet, on a des bijections fonctorielles en
S :

HomSch(S, Spec(Z[T, T−1]))
∼−→ HomAnn(Z[T, T−1],Γ(S,OS))

et ce dernier ensemble s’identifie à Γ(S,O∗S) par u 7→ u(T ).

µ est un faisceau pour les topologies étale et fpqc.

Pour tout entier n ≥ 1, on définit un morphisme

n : µ −→ µ

ξ 7−→ ξn

n est un épimorphisme de faisceaux pour la topologie fpqc. Soit S un schéma et
soit nS : µS −→ µS la « restriction » de n : µ −→ µ à la catégorie des schémas
au-dessus de S. Pour que nS soit un épimorphisme pour la topologie étale, il faut
et il suffit que n soit premier aux caractéristiques résiduelles de S.

On va fabriqué une famille couvrante (S′α
f ′α−→S)α∈I telle que pour ξ ∈ Γ(S,O∗S),

il existe ξ′α ∈ Γ(S′α,O
∗
S′α

) tels que ξ|Sα = f ′α(ξ′α)n.

Pour cela soit d’abord (Sα)α∈I un recouvrement de S par des ouverts affines
et soit iα : Sα → S le morphisme canonique ; iα est un morphisme plat, étale,
quasi-compact.

Posons S′α = Spec(Γ(Sα,OS)[T ]/(Tn−ξ|Sα)). Soit fα : S′α → Sα le morphisme
associé au morphisme d’anneaux :

ϕα : Γ(Sα,OS)→ Γ(Sα,OS)[T ]/(Tn − ξ|Sα)

soit f ′α = iα ◦ fα ; si ξ′α est l’élément de Γ(S′α,O
∗
S′α

) correspondant à ϕα(ξ|Sα),
on a bien ξ|Sα = f ′α(ξ′α)n ; d’autre part ϕα est fidèlement plat, donc fα est fi-
dèlement plat, donc fα est plat et surjectif, donc f ′α est plate surjective et aussi
quasi-compacte.

D’autre part si n est premier aux caractéristiques résiduelles de S, ϕα fait de
Γ(Sα,OS)[T ]/(Tn − ξ|Sα) une Γ(Sα,OS)-algèbre formellement étale.

On a une suite exacte de faisceaux

0→ µn −→ µ
n−→µ→ 0

où µn est le faisceau qui à tout schéma S associe le groupe des racines nieme de
l’unité de Γ(S,OS).

Exemple 2.12 (espaces topologiques). Soit X unespace topologique et F un
préfaisceau sur X ; on construit a(F) de la façon suivante : pour tout ouvert U de
X, Γ(U, a(F)) est l’ensemble des familles (sx)x∈U où sx ∈ Fx telles que pour tout
x ∈ U , il existe un voisinage ouvert V ⊂ U de x et t ∈ Γ(V,F) tels que pour tout
z ∈ V , on ait sz = tz.

Pour qu’une suite de faisceaux abéliens :

F′
u−→F

v−→F′′

soit exacte il faut et il suffit que pour tout x ∈ X, la suite :

F′x
ux−→Fx

vx−→F′′x

soit exacte.
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On sait que si la première suite est exate, les deuxièmes le sont.

Inversement il faut montrer que pour tout ouvert U de X et tout ξ ∈ F(U)
tel que v(ξ) = 0, il existe un recouvrement ouvert (Uα)α∈I de U et des sections
ξ′α ∈ F′α(Uα) telles que

ξ|Uα = u(ξ′α)

en effet pour tout x ∈ U on a v(ξ)x = vx(ξx) = 0, donc il existe un voisinage ouvert
Vx de x et une section ξ′ ∈ F′(Vx) tel que :

ξx = ux(ξ′x) = u(ξ′)x

on déduit qu’il existe un voisinage ouvert Ux de x contenu dans Vx tel que

ξ|Ux = u(ξ′|Ux)

la famille (Ux, ξ
′|Ux)x′∈U répond à la question.

Exemple 2.13 (de préfaisceau séparé qui n’est pas un faisceau). Soit Cb le
préfaisceau des fonctions continues et bornées sur R à valeurs dans R. Cb n’est
pas un faisceau car les injection canoniques jn : [−n, n] → R ne relèvent pas en
une fonction bornée de R dans R ; le faisceau associé à Cb s’identifie au faisceau
des fonctions continues sur R à valeurs dans R. En effet, soit U un ouvert de R ;
un élément de Γ(U, a(Cb)) est une famille de germes (fx)x∈U qui se « recollent » ;
mais fx provient d’une fonction gx définie continue bornée sur un voisinage de x
contenu dans U . La condition de recollement des germes signifie que deux fonctions
gx, gy coïncident où elles sont toutes deux définies ; donc gx et gy définissent un
élément de C(U,R). Le résultat énoncé est alors évident. On peut d’ailleurs obtenir
ce résultat par un calcul direct.

3. Image directe et reciproque de préfaisceaux

Soit C,D, E trois catégories et u : D −→ C un foncteur.

3.1. Image directe.

Définition 3.1. On appelle image directe du préfaisceau P ∈ Hom(C◦, E), le
préfaisceau Pu ∈ Hom(D◦, E) et on le note u•(P ).

Si f : P → Q est un morphisme, u•(f) = fu est un morphisme de u•(P ) dans
u•(Q).

Le foncteur u• : Hom(C◦, E) −→ Hom(D◦, E) est appelé foncteur image directe.

3.2. Image réciproque.

Proposition 3.2 (Théorème de Kan). On suppose que E a des limites induc-
tives. Alors u• a un adjoint u• à gauche, i.e. on a des bijections fonctorielles en
F ∈ Hom(C◦, E) et G ∈ Hom(D◦, E) :

Hom(u•(G),F)
∼−→ Hom(G, u•(F))

Remarque. La proposition 3.2 correspond à la proposition [14, I, 5.1] – à la
notation près : u• = u∗ de loc.cit. et u• = u! de loc.cit.

On sait qu’il faut et qu’il suffit pour tout G ∈ Hom(D◦, E) de trouver u•(G) et
des bijections fonctorielles en F.

Pour tout objet X de C soit IXu la catégorie suivante : un objet de IXu est
un couple (Y,m) où Y est un objet de D et m est une flèche m : X → u(Y ) ;
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un morphisme de (Y,m) dans (Y ′,m′) est un morphisme ξ : Y → Y ′ tel que
u(ξ) ◦m = m′.

On a un foncteur évident prX : IXu → D.

Si λ : X → X ′ est un morphisme de C, on a un foncteur évident Iλu : IX′u → IXu ;
en plus, prX′ = prXIλu .

Définition 3.3. Pour tout objet X de C on pose

u•(G)(X) = lim−→
IXu

G prX

Pour tout objet (Y,m) de IXu on notera le morphisme canonique dans la limite
injective iX(Y,m) : G(Y )→ u•(G)(X) ; si ξ : (Y,m)→ (Y ′,m′), on a donc

iX(Y,m) ◦ G(ξ) = iX(Y ′,m′)

G(Y ′)

iX(Y ′,m′) %%

G(ξ) // G(Y )

iX(Y,m)

��
u•(G)(X)

Soit λ : X → X ′ un morphisme ; il existe un morphisme unique u•(G)(λ) de
u•(G)(X ′) dans u•(G)(X) tel que pour tout (Y,m) dans IX′u , on ait un diagramme
commutatif :

u•(G)(X ′)
u•(G)(λ) // u•(G)(X)

G(Y )

iX′ (Y,m)

ee

iX(Y,mλ)

99

On a u•(G)(1X) = 1u•(G)(X) et si λ′ : X ′ → X ′′ est un morphisme, u•(G)(λ′ ◦ λ) =
u•(G)(λ) ◦ u•(G)(λ′).

On a donc construit un préfaisceau u•(G).

Définition 3.4. On pose pour tout objet Y de D
α(Y ) = iu(Y )(Y, 1u(Y )) : G(Y ) −→ u•(G)(u(Y ))

Proposition 3.5. α est un morphisme fonctoriel de G dans u•(u•(G)).

Démonstration. En effet pour tout µ : Y → Y ′, on a un diagramme com-
mutatif :

G(Y ′)
α(Y ′) //

G(µ)

��

u•(G)(u(Y ′))

u•(G)(u(µ))

��
G(Y )

α(Y ) // u•(G)(u(Y ))

�

Proposition 3.6. Pour tout préfaisceau F de Hom(C◦, E), l’application

ξ : Hom(u•(G),F) −→ Hom(G, u•(F))

f 7−→ u•(f)α

est bijective.

On va fabriquer l’application réciproque η de ξ.
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Proposition 3.7.

(1) Pour tout g : G→ u•(F) et tout objet X de C il existe un morphisme η(g)(X)
unique de u•(G)(X) dans F(X) tel que pour tout objet (Y,m) de IXu , on ait
un diagramme commutatif :

u•(G)(X)
η(g)(X)// F(X)

G(Y )
g(Y ) //

iX(Y,m)

OO

F(u(Y ))

F(m)

OO
(∗)

(2) η(g) est un morphisme de u•(G) dans F.

Démonstration. (1) est évident ; prouvons (2) : il faut vérifier que si λ est
un morphisme de X dans X ′, on a

η(g)(X)u•(G)(λ) = F(λ)η(g)(X ′)

i.e. pour tout objet (Y,m) de IX′u , on a :

η(g)(X)u•(G)(λ)iX′(Y,m) = F(λ)η(g)(X ′)iX′(Y,m)

mais on a :

η(g)(X ′)iX′(Y,m) = F(m)g(Y )

et

u•(G)(λ)iX′(Y,m) = iX(Y,mλ)

il faut vérifier que η(g)(X)iX(Y,mλ) = F(mλ)g(Y ) ce qui est un cas particulier de
(∗). �

Proposition 3.8.

(1) On a η ◦ ξ(f) = f .

(2) On a ξ ◦ η(g) = g.

Démonstration. (1) il faut vérifier que le diagramme (∗) où g(Y ) est remplacé
par ξ(f)(Y ) et η(g)(X) par f(X) est commutatif, i.e. que le diagramme,

G(Y )
iX(Y,m)//

iu(Y )(Y,1u(Y )) &&
ξ(f)(Y )

++

u•(G)(X)
η(g)(X) // F(X)

u•(G)(u(Y ))

OO

η(g)(u(Y ))
// F(u(Y ))

F(m)

OO

est commutatif ; c’est évident avec // = u•(G)(m).

(2) Remarquons d’abord que pour f : u•(G) → F et un objet Y de D on a la
formule :

ξ(f)(Y ) : G(Y )
iu(Y )(Y,1u(Y ))−→ u•(G)(u(Y ))

f(u(Y ))−→ F(u(Y ))

Il faut vérifier que si dans cette formule on remplace f par η(g) on trouve g(Y ),
mais c’est justement ce que donne (∗) où on fait X = u(Y ), m = 1u(Y ). �
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4. Image directe et reciproque de faisceaux ; Topos

4.1. Image réciproque de faisceaux. On considère deux sites C et D et un
foncteur u : D −→ C. On suppose que l’image directe par u de tout faisceau sur C,
est un faisceau sur D ; alors :

Proposition 4.1. Le foncteur u∗ : C̃ −→ D̃, (restriction à C̃ de u•) admet un
adjoint à gauche u∗.

Démonstration. Le foncteur u∗ restriction à D̃ de a◦u• répond à la question.
�

Le foncteur u∗ n’est intéressant que s’il est exact à gauche, d’où :

Définition 4.2. Soient C et D deux sites. On appelle morphisme de sites de
C dans D un foncteur u : D −→ C, tel que

(1) pour tout faisceau F sur C, u•(F) est un faisceau
(2) u∗ est exact à gauche.

Le composé de deux morphismes de sites est un morphisme de sites.

Proposition 4.3 ([14, III, 1.3.5]). Soient C et D deux sites et u : D −→ C un
foncteur. On suppose:

(1) les limites projectives finies de D sont représentables.
(2) u commute aux limites projectives finies.
(3) l’image par u de toute famille couvrante de D est une famille couvrante pour
C.

Alors u définit un morphisme de sites de C dans D.

4.2. Catégories de faisceaux : topos. Soient C et D deux sites et u : D −→
C un morphisme de sites de C dans D ; alors u∗ définit un morphisme de sites de C̃
dans D̃ pour les topologies canoniques.

Dans la suite U désigne un univers, voir [14, I, appendice].

Proposition 4.4. Soit E une U-catégorie. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(1) Il existe un site C ∈ U , tel que les limites projectives dans C soient repré-
sentables et que la topologie de C soit moins fine que la topologie canonique,
tel que E soit équivalent à la catégorie C̃ des U-faisceaux d’ensembles sur C.

(2) (a) Les limites projectives finies de E sont représentables.
(b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont représentables ;

elles sont disjointes et universelles.
(c) Les relations d’équivalences dans E sont effectives universelles.
(d) E admet une famille génératrice indexée par un élément de U .

(3) Il existe un site C ∈ U tel que E est équivalente à la catégorie C̃ des U-
faisceaux d’ensembles sur C et que C admette une U-famille de générateurs
topologiques.

(4) Les U-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont représentables et E
possède une petite famille génératrice.

Définition 4.5. Un objet E possédant les propriétés équivalentes (1), (2), (3),
(4) de la proposition est appelé un U-topos, voir [14, exp. IV, Topos].



Chapitre 5

Descente fidèlement plate quasi-compacte

1. Théorème fondamental

Soit S0 un schéma, et Sch/S0 la catégorie des schémas au-dessus de S0, X0

et Y0 deux objets de cette catégorie. Tout changement de base S → S0 leur fait
correspondre deux schémas au-dessus de S: XS = X0 ×S0

S et YS = Y0 ×S0
S.

Théorème 1.1. Le préfaisceau sur la catégorie Sch/S0 à valeurs dans Ens
défini par :

HomS0(X0, Y0)(S) = HomS(XS , YS)

est un faisceau pour la topologie fpqc.

Rappelons qu’un préfaisceau P est un faisceau si pour tout crible R couvrant
S l’application

P(S)
∼−→ P(R) = Hom(R,P)

est une bijection.

La topologie fpqc étant engendrée par les familles couvrantes du type {Sα
fα−→S}

où chaque flèche fα est plate et quasi-compacte et la famille (fα) surjective, il suffit
par la proposition 1.8 de vérifier que pour toute famille de ce type, la suite

P(S) // ∏
α P(Sα) ////

∏
α,β P(Sα ×S Sβ)

est exacte.

Corollaire 1.2 (Cas où X0 = S0). Le théorème donne les résultats suivants :
— Le préfaisceau des sections de Y0 : S 7→ HomS(S, YS) est un faisceau fpqc.
— Le préfaisceau S 7→ HomS0

(S, Y0), qui est isomorphe au précédent, est un
faisceau fpqc.

Réciproquement, le théorème 1.1 découle du corollaire 1.2. Pour le voire, soit
(Sα → S) une famille couvrant S, alors la famille (XSα → XS) déduite par chan-
gement de base, couvre XS , donc la suite

HomS0
(XS , Y0) // ∏

α HomS0
(XSα , Y0) ////

∏
α,β HomS0

(XSα ×XS XSβ , Y0)

est exacte. Ceci implique que pour P = HomS0(X0, Y0) la suite

P(S) // ∏
α P(Sα) ////

∏
α,β P(Sα ×S Sβ)

est exacte, comme le dernier isomorphisme

P(Sα ×S Sβ) = HomSα×SSβ (XSα×SSβ , YSα×SSβ )
∼−→ HomS0

(XSα ×XS XSβ , Y0)

provient de XSα ×XS XSβ = XSα ×XS (XS ×S Sβ) = (XS ×S Sα) ×S Sβ et que
XSα×SSβ = XS ×S (Sα ×S Sβ).

35
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D’où les trois énoncés équivalents suivants

S 7−→ HomS(S, YS) est un faisceau fpqc
S 7−→ HomS0

(S, Y0) est un faisceau fpqc
S 7−→ HomS(XS , YS) est un faisceau fpqc

Nous allons démontrer le 2ème énoncé dans la catégorie Sch/Spec Z = Sch au
§3. Il s’en déduira dans le cas général.

Théorème 1.3. Dans la catégorie des schémas Sch, tout préfaisceau représen-
table est un faisceau fpqc.

2. Problème analogue en algèbre commutative

Soit A un anneau, A′ une A-algèbre fidèlement plate, A′′ = A′ ⊗A A′.

A
f // A′

p1 //
p2

// A′′ p1 ◦ f = p2 ◦ f = h

2.1. Suite exactes.

Théorème 2.1. Soit N un A-module, N ′ = f∗(N), N ′′ = h∗(N) = p∗1(N ′) =
p∗2(N ′) déduits de N par changement d’anneaux. Alors la suite de A-modules

(2) N
1⊗f // N ′ //// N ′′

est exacte.

Démonstration. — N → N ′ est injectif puisque A′ est fidèlement plat
sur A

— pour montrer que la suite (2) est exacte, il suffit de montrer que la suite
obtenue en tensorisant à droite par A′ est exacte.

Traçons le diagramme avec les spectres d’anneaux correspondants (par abus de
notation p1 et p2 sont encore les flèches de spectres).

X ′

f

��

X ′′
p1oo

p2

��

X ′′′

p23

��

p12oo
p13

oo

X X ′
f

oo X ′′
p1oo
p2

oo

La suite obtenue est donc la même, après remplacement de A par A′ et de N par N ′.
Dans ce cas, l’homomorphisme A′ → A′′ admet une section m : A′′ → A′. On peut
donc se contenter de démontrer que la suite est exacte dans le cas où f : A → A′

admet une section σ : A′ → A.

Soit x′ ∈ N⊗AA′ tel que p1(x′) = p2(x′). Si x′ =
∑
xi⊗a′i on a

∑
xi⊗a′i⊗1 =∑

xi ⊗ 1⊗ a′i. Appliquons leur la flèche

1⊗ σ ⊗ 1 : N ⊗A A′ ⊗A A′ −→ N ⊗A A⊗A A′
∼−→ N ⊗A A′

on obtient x′ =
∑
xi ⊗ a′i = 1⊗ σ ⊗ 1(

∑
xi ⊗ 1⊗ a′i) = 1⊗ σ ⊗ 1(

∑
xi ⊗ a′i ⊗ 1) =∑

σ(a′i)xi ⊗ 1 = 1⊗ f(
∑
σ(a′i)xi), donc x′ est dans l’image de N . �
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2.2. Descente de morphismes de A-modules. Soient M et N deux A-
modules. Mêmes notations qu’au §2.1. Alors la suite de A-modules

HomA(M,N)
f∗ // HomA(M ′, N ′)

p∗1 //
p∗2

// HomA(M ′′, N ′′)

est exacte.

Soit u ∈ HomA(M,N) tel que f∗(u) = u′ = 0. Dans le diagramme commutatif

M

u

��

i // M ′

u′=0
��

N
j // N ′

on sait que i, j sont injectives, donc j ◦ u = 0 implique u = 0.

Soit maintenant u′ ∈ HomA(M ′, N ′) tel que p∗1(u′) = p∗2(u′) = u′′

M

u

��

i // M ′

u′

��

p1 //
p2

// M ′′

u′′

��
N

j // N ′
p1 //
p2

// N ′′

Chassons le diagramme il est clair que u′ ◦ i se factorize à travers de N et il faut
évidemment que f∗(u) = u′.

2.3. Généralisation aux schémas. Soient F0,G0 deux faisceaux quasi-cohérents
de modules sur un schémas S0. Alors le préfaisceau S 7→ HomOS (FS ,GS) de la ca-
tégorie Sch/S0 à valeurs dans Ens, est un faisceau fpqc. D’abord on donne une
caractérisation des faisceaux fpqc Sch◦ −→ Ens.

Lemme 2.2. Pour qu’un préfaisceau P soit un faisceau fpqc, il faut et il suffit
que la suite

P(S) // ∏
α P(Sα) ////

∏
α,β P(Sα ×S Sβ)

soit exacte dans les deux cas suivants :
(1) la famille (Sα

fα−→S) est une famille surjective d’immersions ouvertes.
(2) il y a une seule flèche S′ → S fidèlement plate, S et S′ sont affines.

Démonstration. La topologie fpqc peut être définie de deux manières :
(1) la moins fine qui rende couvrantes les familles :

— (Sα
fα−→S) famille surjective d’immersions ouvertes

— (S′
g−→S), S et S′ affines, g fidèlement plate

(2) la moins fine qui rende couvrantes les familles :
— (Sα

fα−→S) famille surjective, où chaque fα est plat et quasi-compact

(2) plus fine que (1) :

(S′
g−→S) où S et S′ sont affines, g fidèlement plat, est bien couvrante au sens

de (2). D’autre part, en recouvrant tous les ouverts de chaque Sα par des ouverts
affines, on pbtient une famille (Uλ → S) couvrante pour (2), et tel que le crible
engendré soit inclus dans le crible engendré par les (Sα

fα−→S), donc ce dernier est
couvrant.

(1) plus fine que (2) :

Soit (Sα
fα−→S) une famille surjective, où chaque fα est plat et quasi-compact.
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Recouvrons S par des ouverts affines Ui assez petits pour que chaque Ui soit
contenu dans l’image d’un fα (c’est possible parce que fα est ouvert 1), soit fαi

f−1
αi (Ui)

fαi //

��

Ui

��
Sαi

fαi // S

fαi |f−1
αi (Ui) est plate, quasi-compact et surjective, donc fidèdlement plate. La fa-

mille (Ui → S) est couvrante pour (1). Si on montre que la famille (f−1
αi (Ui) −→ Ui)

est couvrante pour chaque i, alors la famille composée l’est aussi. Or elle appartient
au crible engendré par (Sα → S). Donc ce crible contiendra un crible couvrant donc
sera couvrant.

Reste à montrer que S′ g−→S est couvrante si S est affine, et g est fpqc. Donc
S′ =

⋃
finie S

′
i où chaque S′i est affine. Alors S1 =

∐
S′i est affine et S1 → S′ → S

est fpqc, donc couvrant, donc le crible engendré par (S′ → S) est couvrant.

La topologie la plus fine qui fasse de P un faisceau a pour cribles couvrant
X les cribles R de X tels que P(X)

∼−→ P(R) et ceci universellement. Soit TP
cette topologie (voir l’exemple 1.12 au §1.2). Montrons donc que si les propriétés
énoncées dans le lemme sont vérifiées, la topologie TP est plus fine que la topologie
fpqc, c’est-à-dire que les familles qui engendrent la topologie fpqc sont couvrantes
pour la topologie TP.

Seul le « universellement » est à vérifier. Soit (Xα
fα−→X) un recouvrement ou-

vert de X. Soit R le crible engendré, P(R) ' P(X). Soit Y → X quelconque et
(Yα → Y ) obtenue par changement de base. Alors (Yα → Y ) est un recouvrement
ouvert de Y , donc le crible engendré R′ satisfait aussi à P(Y )

∼−→ P(R′).

Soit X ′ f−→X un morphisme fpqc de schémas affines, Y → X quelconque. Pour
le crible R engendré par (X ′ → X) on a P(X)

∼−→ P(R).

Recouvrons Y par des ouverts affines Yi. Alors Y ′ est recouvert par les ouverts
Y ′i = Y ′ ×Y Y ′i ' X ′ ×X Yi qui sont affines et Y ′ ×Y Y ′ est recouvert par les
Y ′i ×Yi Y ′i , alors:

P(Y ) = lim←−P(Yi)

P(Y ′) = lim←−P(Y ′i )

P(Y ′ ×Y Y ′) = lim←−P(Y ′i ×Yi Y ′i )

et
P(Yi) // P(Y ′i ) //// P(Y ′i ×Yi Y ′i ) est exacte

Donc :
P(Y ) // P(Y ′) // // P(Y ′ ×Y Y ′) est exacte

Bien entendu si P est un faisceau, les deux familles décrites étant couvrantes
pour la topologie fpqc, les suites correspondantes sont exactes, donc le lemme est
démontré. �

Toutes ces propriétés restent vraies dans la catégorie Sch/S0.

1. ce n’est pas vrai en général: voir [12, vol. 24, §2.4.8]
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2.4. Descente de morphismes de Modules quasi-cohérents sur un
schéma. S 7→ HomOS (FS ,GS) est un faisceau fpqc.

Donc deux choses à vérifier :
(1) recollement sur un ouvert de S

F et G étant des faisceaux au sens de la topologie de Zariski, les sections
sur les ouverts se recollent, donc aussi les morphismes.

(2) S′ → S morphisme fidèlement plat de schémas affines, S′ = SpecA′, S =
SpecA, A→ A′ fidèlement plat.

Alors il existe un A-module M tel que F = M̃ et un A-module N tel
que G = Ñ . La propriété est une conséquence de ce qu’on a vu pour les
modules

HomOS (FS ,GS) // HomOS′ (FS′ ,GS′)
//// HomOS′′ (FS′′ ,GS′′)

est exacte.

3. Les schémas sont des faisceaux fpqc

Nous allons démontrer les théorèmes du §1. On a vu qu’il suffit de démontrer
que S 7→ Hom(S, Y0) est un faisceau fpqc. Grâce à la caractérisation du lemme 2.2
il suffit de montrer deux choses :

(1) pour un recouvrement ouvert (Ui) de S on a l’exactitude de

Hom(S, Y0) // ∏Hom(Ui, Y0) // //
∏

Hom(Ui ∩ Uj , Y0)

(2) pour g : S′ → S fidèlement plat, S et S′ affine, l’exactitude de

Hom(S, Y0) // Hom(S′, Y0) //// Hom(S′′, Y0)

Pour (1) c’est clair : les applications topologiques sous-jacentes se recollent bien sûr.
Les flèches des faisceaux d’anneaux se recollent du fait que ce sont des faisceaux
pour la topologie de Zariski.

Donc il nous reste de prouver le cas (2) : S = SpecA, S′ = SpecA′, A′ étant
une A-algèbre fidèlement plate, et S′′ = SpecA′′ avec A′′ = A′ ⊗A A′.

Proposition 3.1. S′′ //// S′ // S est un diagramme exact d’ensembles,
c’est-à-dire que S est le conoyau de la double flèche au sens ensembliste.

Démonstration.

|S′′|
p1 //
p2

//

""

|S′|
g //

f ′

��

|S|

f}}
Z

g est fidèlement plat donc surjectif. Soit s ∈ |S|. Supposons que s = g(s′1) = g(s′2),
s′1, s

′
2 ∈ |S′|.

L’application |S′′| → |S′| ×|S| |S′| étant surjective, il existe s′′ ∈ |S′′| tel que
p1(s′′) = s′1 et p2(s′′) = s′2, alors f ′(s′1) = f ′(s′2). Donc on définit bien une applica-
tion f unique par f(s) = f ′(s′1). �

Proposition 3.2. S′ g−→S fait de |S| un espace topologique quotient de |S′|,
c’est-à-dire que soit Z ⊂ |S|, alors

Z fermée (resp. ouverte) ⇐⇒ Z ′ = g−1(Z) fermée (resp. ouverte)
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Démonstration. g étant surjectif, il suffit de le démontrer pour la propriété
« être fermé ». Z ′ = g−1(Z) =⇒ g(Z ′) = Z

Soit Z ′ fermé dans S′ = SpecA′, I ′ un idéal le définissant, I = I ′ ∩A.

A′ // A′/IA′ �
� //

''

A′/I ′ ⊗A/I A′/I ′ S′

g

��

Y1
j′oo

g|Y1

��

Y ′1

π

��

voo

A

fp

OO

// A/I

fp

OO

� � // A′/I ′

fp

OO

S Y
j

oo Y ′
u

oo

j1

__

Z ′ = |Y ′|, |Y1| = g−1(|Y |), Z ′ ⊂ |Y1|.

u(Z ′) est dense dans |Y |, fermé dans |S|, donc ju(|Y ′|) = g(Z ′) = Z a pour
fermeture |Y | dans S : |Y | = Z̄.

gv(|Y ′1 |) = uπ(|Y ′1 |) ⊂ u(|Y ′|) = Z =⇒ v(|Y ′1 |) ⊂ g−1(Z) = Z ′ fermé de |S′|.

v est dominant, donc v(|Y ′1 |) = |Y1|, donc |Y1| ⊂ Z ′, donc |Y1| = Z ′, donc
g(Z ′) = Z = |Y | = Z̄, donc Z est fermé dans S. �

Proposition 3.3 (descente de sections). Soit S′ g−→S un morphisme de sché-
mas fpqc, G un faisceau de Modules quasi-cohérent sur S, soit h : S′′ → S. Alors la
suite

G // g∗(G′)
//// h∗(G′′)

est exacte.

Démonstration. Cela revient à montrer que pour tout ouvert U de S
G(U) // G′(g−1(U)) // // G′′(h−1(U)) est exacte. Or, le morphisme obtenu par
changement de base U → S, g−1(U)→ U , est encore fpqc. On peut donc supposer
U = S.

Alors d’après le §2.4 la suite

HomOS (OS ,GS) // HomOS′ (OS′ ,GS′)
//// HomOS′′ (OS′′ ,GS′′)

est exacte, d’où le résultat cherché, grâce à l’isomorphisme fonctoriel en S

HomOS (OS ,G)
∼−→ G(S)

�

Proposition 3.4. Pour tout espace annelé Z, la suite

Hom(S,Z) // Hom(S′, Z) //// Hom(S′′, Z)

est exacte.

Démonstration. Soit donné f ′ : S′ → Z tel que f ′ ◦ p1 = f ′ ◦ p2.

S′′
p1 //
p2

//

  

S′
g //

f ′

��

S

f��
Z

Par la proposition 3.1 on peut construire une application unique f , qui est continu
par la proposition 3.2. D’après la proposition 3.3 la suite

OS // g∗(OS′)
//// h∗(OS′′)
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est exacte, on obtient encore une suite exacte en prenant son image par f∗

f∗(OS) // f∗g∗(OS′)
// // f∗h∗(OS′′)

OZ

ff

f ′

OO

Donc il existe un morphisme de faisceaux unique qui rend le diagramme commutatif.
�

Corollaire 3.5. Cette suite reste exacte dans les catégories suivantes :
— espaces annelés en anneaux locaux
— schémas Sch
— Sch/S0

Démonstration. Le morphisme de schémas OZ → f∗(OS) obtenu induit un
morphisme sur les fibres, qui est local : soit s′ ∈ S′, f ′(s′) = z, g(s′) = s, alors dans
le diagramme des fibres

OS,s
gs′ // OS′,s′

OZ,z

fs

cc
f ′
s′

OO

f ′s′ et gs′ étant local, fs doit être local.

Il faut vérifier que le morphisme construit Z f−→S est bien un morphisme sur
S0.

S′
g //

f ′

��

S

f~~
ϕ

��
Z

ψ
// S0

On a (ψ ◦ f ′) ◦ p1 = (ψ ◦ f ′) ◦ p2, donc il existe une flèche unique χ : S → S0 avec
χ ◦ g = ψ ◦ f ′. Comme ϕ ◦ g = ψ ◦ f ′, on a χ = ϕ. Comme (ψ ◦ f) ◦ g = ψ ◦ f ′ on a
ϕ = ψ ◦ f . �

4. Descente de propriétés

4.1. Descente de sous-modules.

Proposition 4.1. Soit S′ → S fpqc, F un faisceau de Module quasi-cohérent
sur S, F′ et F′′ déduits par changement de base. Soit H(F) = {G ⊂ F | sous-modules}.
Alors la suite

H(F) // H(F′) //// H(F′′)

est exacte.

Plus généralement : soit F0 un faisceau de Modules quasi-cohérents sur S0,
alors le préfaisceau S 7→ H(FS) est un faisceau fpqc de Sch/S0.

Démonstration. Le recollement sur un recouvrement ouvert provient du fait
que c’est local au sens de Zariski.
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Le cas affine :

A
f // A′

p1 //
p2

// A′′ p1 ◦ f = p2 ◦ f

M // M ′ //// M ′′

SoientN1 etN2 deux sous-modules deM tels que f∗(N1) = f∗(N2). AlorsN1 = N2.
En effet N1 = N ′1 ∩M et N2 = N ′2 ∩M .

Démontrons le résultat plus général suivant : soient N ′ un A′-module, N ′′ un

A′′-module, et deux flèches N ′
π1 //
π2

// N ′′ telles que πi soit pi-linéaire et induise

un isomorphisme N ′′ ' p∗i (N
′) de A′′-modules. Alors si N est le noyau du couple

(π1, π2),N est un A-module, et la flècheN −→ N ′ induit un isomorphisme f∗(N) '
N ′ de A′-modules.

Il suffit de démontrer que l’on obtient un isomorphisme après le changement de
base A f−→A′. Donc on peut supposer que f admet une section σ

A
f // A′

σ

��

p1 //
p2

// A′′

σ⊗1

��
A

f
// A′

avec (σ ⊗ 1) ◦ p1 = f ◦ σ et (σ ⊗ 1) ◦ p2 = 1A′ , donc

(σ ⊗ 1)∗p∗1(N ′) = f∗σ∗(N ′)

(σ ⊗ 1)∗p∗2(N ′) = N ′

doncN ′ ' f∗σ∗(N ′). Or la suite σ∗(N ′) // f∗σ∗(N ′)
π1 //
π2

// h∗σ∗(N ′) est exacte,

donc σ∗(N ′) est le noyau de (π1, π2), donc σ∗(N ′) ' N , donc N ′ = f∗(N). �

Corollaire 4.2. Soit I ′ un idéal de A′ tel que p1(I ′)A′′ = p2(I ′)A′′. Si I =
I ′ ∩A, alors I ′ = IA′.

Proposition 4.3. Soit H(S) = {T ⊂ S | sous-schémas fermés de S}. La suite

H(S) // H(S′) //// H(S′′)

est exacte.

4.2. Descente de propriétés de Modules. g : S′ → S fpqc, F un faisceau
quasi-cohérent sur S. On se propose de mettre en relation des propriétés de F et
de g∗(F).

Remarque. Si la propriété P considérée est locale (au sens de Zariski) et
stable par changement de base, si on a montré dans le cas de deux schémas affines
que

F′ vérifie P =⇒ F vérifie P
Alors pour un morphisme quelconque

F′ vérifie P ⇐⇒ F vérifie P
En effet on peut supposer S affine puisque la propriété est locale. Alors S′ =

⋃
finie S

′
i

où chaque S′i est affine, donc T =
∐
S′i est affine et T → S est fidèlement plat.

T → S′ → S.
F′ vérifie P =⇒ F′T vérifie P =⇒ F vérifie P
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Exemples. — de type fini
— de présentation finie
— localement libre de type fini
— exactitude des suites

On est ramené à un problème d’agèbre commutative : soit A → A′ une A-
algèbre fidèlement plate, M un A-module, M ′ = M ⊗A A′. Alors si M ′ est de type
fini (resp. de présentation finie, resp. localement libre de type fini) il en est de même
de M .

(1) de type fini
M = lim−→Mi, Mi sous-module de type fini de M , =⇒ M ′ = lim−→M ′i ,
M ′i = Mi ⊗A A′ sous-module de type fini de M ′ =⇒ pour i assez grand,
M ′ = M ′i =⇒ M = Mi.

(2) de présentation finie
M est donc déjà de type fini, on a une suite exacte

0→ R −→ L −→M → 0

avec L libre de type fini, =⇒
0→ R′ −→ L′ −→M ′ → 0

Si M ′ est de présentation finie, R′ est de type fini, donc R aussi, donc M
de pésentation finie.

(3) localement libre de type fini
c’est équivalent à « plat et de présentation finie ». Donc c’est une propriété
qui se descend.

4.3. Descente de propriétés de morphismes de schémas. La remarque
faite en §4.2 reste valable. La plupart des propriétés des morphismes sont conservées
par descente :

— surjectif, injectif, radiciel : [12, vol. 24, 2.6.1]
— ouvert, fermé : [12, vol. 24, 2.6.2]
— universellement ouvert, universellement fermé, universellement bicontinu,

homéomorphisme universel, quasi-compact, quasi-compact dominant : [12,
vol. 24, 2.6.4]

— séparé, localement de type fini, localement de présentation finie, de type
fini, propre, isomorphisme, immersion ouverte, immersion fermée, affine,
fini, quasi-fini : [12, vol. 24, 2.7.1]

— plat, lisse, étale : [12, vol. 32, 17.7.3]

Attention. Ne sont pas conservés : projectif, quasi-projectif, immersion locale,
voir EGA [12, vol. 24, 2.7.3].

Quelques exemples de démonstrations

X ′

f ′

��

α // X

f

��
Y ′

β
// Y β fpqc

— injectif : f(x1) = f(x2) = y, β surjectif =⇒ ∃ y′ ∈ Y ′ β(y′) = y. Alors
x′1 = (y′, x1), x′2 = (y′, x2) ∈ X ′ sont tels que f ′(x′1) = f ′(x′2) = y′, donc
x′1 = x′2 et ensuite x1 = α(x′1) = α(x′2) = x2.

— surjectif : évident puisque β surjectif
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— ouvert (resp. fermé) : g : S′ → S, E ⊂ S. Alors g−1(E) ouvert (resp. fermé)
⇐⇒ E ouvert (resp. fermé). « être ouvert » est une propriété locale. Dans
le cas affine on a vu que si S′ − g−1(E) = g−1(S −E) est fermé, S −E est
fermé, donc E est ouvert.

— homéomorphisme : il suffit de vérifier que f est ouvert U ⊂ X ouvert, donc
β−1(U) ouvert de X ′, donc f ′(α−1(U)) ouvert dans Y ′, or f ′(α−1(U)) =
β−1(f(U)), donc β−1(f(U)) est ouvert dans Y ′, donc f(U) est ouvert dans
Y .

5. Exemples

5.1. Extension de corps fini galoisienne. Soit k → k′ galoisienne de
groupe G, n = |G| = [k′ : k] son degré fini. L’application suivante est un iso-
morphisme d’anneaux :

k′ ⊗k k′ −→ k′
n

λ⊗ λ′ 7−→ (g(λ)λ′)g∈G

L’espace topologique Spec k′⊗kk′ a donc n points isolés. Sur chacun d’eux, l’anneau
est le corps k′. Les deux structures de k′-algèbres sont données par les 2 flèches :

k′ ⇒ k′ ⊗k k′
∼−→ k′

n

x 7−→ x⊗ 1 7−→ (g(x))g∈G

x 7−→ 1⊗ x 7−→ (x)g∈G

c’est-à-dire que sur chaque composante de k′n on a les 2 flèches : k′
g //
1
// k′ .

Traduction du théorème dans ce cas particulier.

X étant une variété sur k, on lui associe une variété X ′ sur k′, puis une variété
X ′′ sur k′′

X

��

X ′oo

��

X ′′oooo

��
Spec k Spec k′oo Spec k′′oooo

G opère à gauche sur k′, donc à droite sur le foncteur représenté par Spec k′.

HomSch(Z,Spec k′) ' HomAnn(k′,OZ(Z))

G opère à droite par composition.

X ′ = X ×k k′ (par abus de notations)

HomSch(Z,X ′) = Hom(Z,X)×Hom(Z,k) Hom(Z, k′)

G opère à droite sur Hom(Z, k′), donc opère à droite sur le foncteur représenté par
X ′.

Explicitons : à g ∈ G, on associe une flèche Spec k′ → Spec k′, donc une flèche
X ×k k′ → X ×k k′, donc G opère à gauche sur HomX(X ′, Z).

Le théorème nous dit alors que la suite :

HomX(X,Z) // HomX(X ′, Z) //// HomX(X ′′, Z)
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est exacte. Explicitons ces deux flèches : X ′′ est la somme de n variétés, sur chaque
point de k′n, donc HomX(X ′′, Z) ' HomX(X ′, Z) × G. Les deux flèches sont les
suivantes :

u 7−→ (gu)g∈G

u 7−→ (u)g∈G

Donc le théorème montre que HomX(X,Z) s’identifie au sous-ensemble de HomX(X ′, Z)
des morphismes invariants par G.

Descente de sous-variétés

Soient An
k et An

k′ les espaces affines de dimension n sur k et k′. Une sous-variété
de An

k′ définie par un idéal a′ de k′[X1, . . . , Xn] peut être définie par des polynômes
de k[X1, . . . , Xn] si et seulement si, pour tout g ∈ G, g(a′) = a′.

Exemple : k = R, k′ = C
a′ peut être engendré par des polynômes à coefficients réels ⇐⇒ a′ = a′.

5.2. Cas d’une extension purement inséparable de degré fini. Soit
k → k′ purement inséparable de degré fini :

k // k′
p1 //
p2

// k′′ = k′ ⊗k k′

Théorème 5.1. Soit a un idéal de k′[X1, . . . , Xn] = k′[X]. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) a est engendré par a0 = a ∩ k[X]

(2) p1(a) et p2(a) engendrent le même idéal de k′′[X]

(3) Pour tout opérateur différentiel de k′ sur k et pour tout polynôme F de
l’idéal a, le polynôme FD (obtenu en appliquant D aux coefficients de F )
appartient à a.

Démonstration. (1) ⇐⇒ (2) : résulte de l’étude faite sur la descente fpqc.

(1) =⇒ (3) : Pour F ∈ a0 = a ∩ k[X], F =
∑
aνX

ν avec aν ∈ k on a
donc pour un D ∈ Diffk(k′) – D étant k-linéaire – D(aν) = αaν , α ∈ k′. Donc
FD = αF ∈ k′a0. Comme a = a0k

′[X], on a par linéarité donc (3).

(3) =⇒ (2) : Soit a1 = p1(a)k′′[X], a2 = p2(a)k′′[X]. k′′ peut être considéré
comme espace vectoriel sur k′ grâce à p1. Soit (eλ)λ∈Λ une base correspondant à
cette structure, telle que le 1er élément de la base soit 1.

Soit F ∈ k′′[X], F =
∑
Fλeλ, Fλ ∈ k′[X].

Alors :

Lemme 5.2. F ∈ a1 ⇐⇒ ∀λ Fλ ∈ a

Démonstration. En effet si F0 ∈ a, p1(F0) a pour coordonnées sur la base :
(p1(F0), 0, . . . , 0), donc F ∈ a1 =⇒ F =

∑
i p1(Fi)Gi =

∑
i p1(Fi) ·

∑
λG

i
λeλ avec

Fi ∈ a, donc Fλ =
∑
i FiG

i
λ ∈ a. �

Lemme 5.3. Soit A′ une A-algèbre, A′′ = A′ ⊗A A′,

A
f // A′

p1 //
p2

// A′′



46 5. DESCENTE FIDÈLEMENT PLATE QUASI-COMPACTE

I le noyau de l’application µ : A′′ → A′, µ(x⊗ y) = xy.

Soit δ : A′′ → A′ une application A′-linéaire (A′′ étant muni de la structure de
A′-module induite par p1). Soit n ∈ N.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) δ(In+1) = 0

(2) δ ◦ p2 est un opérateur différentiel d’ordre ≤ n de A′

Démonstration. Démontrons-le par récurrence sur n.

n = 0 : δ(I) = 0 =⇒ δ se factorise : δ = ∆ ◦ µ A′′
δ //

µ !!

A′

A′

∆

OO , et ∆ étant une

application A′-linéaire, est une homothétie. Mais δ ◦ p2 = ∆ ◦ µ ◦ p2 = ∆ est une
homothétie de A′, donc un opérateur différentiel d’ordre 0.

Réciproquement, si δ ◦ p2 = ∆

δ(x⊗ y) = xδ(1⊗ y) = xδ(p2(y)) = x∆(y)

=⇒ δ(x⊗ 1− 1⊗ x) = 0, =⇒ δ(I) = 0.

n quelconque ≥ 1

D = δ ◦ p2, δ est alors défini par δ(x ⊗ y) = xD(y). Pour x ∈ A′ on pose
D′x = xD −Dx et δ′x(u⊗ v) = uD′x(v).

Alors D est un opérateur différentiel d’ordre ≤ n ⇐⇒ ∀x D′x est un opérateur
d’ordre ≤ n− 1 ⇐⇒ δ′x(In) = 0 (d’après l’hypothèse de récurrence).

Explicitons :
δ′x(u⊗v) = uD′x(v) = u(xD(v)−D(xv)) = δ(ux⊗v−u⊗xv) = δ((u⊗v)(x⊗1−1⊗x))

Alors δ(In+1) = 0 =⇒ δ′x(In) = 0, donc D est un opérateur différentiel
d’ordre ≤ n.

D’autre part, si pour tout x δ′x(In) = 0, alors la formule explicité montre que
δ s’annule sur In+1 = In · I. �

Revenons à notre problème : k′ étant purement inséparable sur k, de degré fini,
k′′ est donc noethérien et tous les éléments de la forme x⊗1−1⊗x sont nilpotents.
Donc l’idéal I qu’ils engendrent est nilpotent.

Donc l’application δ 7−→ D = δ ◦ p2 définit une bijection entre l’ensemble des
formes linéaires de k′′ (muni de sa structure d’espace vectoriel sur k′ induite par
p1) et l’ensemble des k-opérateurs différentiels de k′.

En particulier, soient (ϕλ)λ∈Λ les formes coordonnées. Alors ϕλ ◦ p2 est un
opérateur différentiel de k′. Soit alors F ∈ a, on a

p2(F ) =
∑
ν

p2(aν)Xν =
∑
λ,ν

ϕλ ◦ p2(aν)eλX
ν =

∑
λ

Fϕλ◦p2eλ

Par hypothèse Fϕλ◦p2 ∈ a, donc toutes les coordonnées de p2(F ) sont dans a et par
le lemme 5.2 on a donc p2(F ) ∈ a1, c’est-à-dire a2 ⊂ a1. En échangeant les rôles de
p1 et p2, on obtient donc l’égalité a1 = a2. �



Chapitre 6

Descente fpqc des schémas

1. Rappels

Les propriétés d’exactitude dans les ensembles faisant intervenir des limites in-
ductives quelconques et des limites projectives finies restent vraies dans la catégorie
des faisceaux d’ensembles sur un site donné.

Exemples. Les limites inductives sont universelles ; autrement dit elles se
conservent par changement de base.

Un épimorphisme de faisceaux p : F′ → F est le conoyau de la double flèche
(p1, p2) où p1 et p2 sont les projections de F′ ×F F′ sur F′.

Dans une catégorie où les produits fibrés sont représentables, on considère un
morphisme p : S′ → S, les projections de S′′ = S′×S S′ sur S′ et les projections de
S′′′ = S′ ×S S′ ×S S′ sur S′′ définies par :

p1(s1, s2) = s1 p12(s1, s2, s3) = (s1, s2)

p2(s1, s2) = s2 p13(s1, s2, s3) = (s1, s3)

p23(s1, s2, s3) = (s2, s3)

les si sont des points de S′ à valeurs dans un objet variable T de la catégorie. On

a donc un diagramme S S′
poo S′′

p2

oo
p1oo S′′′

p23

oo p13oo
p12oo

avec les égalités évidentes

q1 = p1 ◦ p12 = p1 ◦ p13 q = p ◦ p1 = p ◦ p2

q2 = p1 ◦ p23 = p2 ◦ p12 r = p ◦ q1 = p ◦ q2 = p ◦ q3

q3 = p2 ◦ p23 = p2 ◦ p13

q1, q2, q3 : S′′′
////// S′ , q : S′′ −→ S, et r : S′′′ −→ S

Lemme 1.1. Soit donné un diagramme avec des carrés cartésiens comme suit :

X ′

f ′

��

X ′′
π2oo

f ′′

��

X ′′′
π23oo

f ′′′

��
S S′

p
oo S′′

p2

oo S′′′
p23

oo

Alors les carrés suivants sont cartésiens de même

X ′

pf ′

��

X ′′
π2oo

p2f
′′

��

X ′′

qf ′′

��

X ′′′
π23oo

q3f
′′′

��
S S′

p
oo S S′

p
oo

Démonstration. La démonstration est immédiate et laissée au lecteur. �

47
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2. Théorème de représentabilité

Théorème 2.1. Soit F un faisceau fpqc sur la catégorie des schémas sur S ;
s’il existe une famille (Sα −→ S) couvrante pour fpqc, telle que pour tout α la
restriction Fα de F à Sch/Sα soit représentable par un schéma Xα affine sur Sα,
alors F est représentable par un schéma X affine sur S.

Remarque. Fα est, en tant que faisceau sur S, un produit fibré de F par Sα
sur S.

Les schémas S′ sur S tels que F×SS′ soit représentables par un schémaX ′ affine
sur S′ forment un crible, car les morphismes affines sont conservés par changement
de base.

L’hypothèse de 2.1 dit que ce crible est couvrant pour fpqc, la conclusion dit
que ce crible est S.

Ceci se dit encore : la propriété pour un faisceau fpqc d’être représentable par
un schéma affine sur la base est locale pour fpqc.

Il suffit de montrer le théorème dans deux cas :
— (Sα → S) recouvrement par des immersion ouvertes (locale pour Zariski)
— S′ → S provient d’un morphisme d’anneaux fidèlement plat

On commence par montrer le cas : La propriété pour un faisceau pour la topologie de
Zariski d’être représentable par un schéma est locale pour la topologie de Zariski.

Démonstration. Considérons le diagramme de faisceaux de Zariski sur Sch/S

Xα

ξα

��

Xβ
α

ξβα
��

F

��

Fα

��

oo Fαβ

��

oo

S Sαoo Sαβoo

Fα est la restriction de F à Sα. le faisceau Fα est représenté par le schéma Xα et
l’isomorphisme de faisceaux ξα.

Nous avons deux représentants de Fαβ , ce sont les images réciproques sur Sαβ
de (Xα, ξα) et (Xβ , ξβ), notées (Xβ

α , ξ
β
α) et (Xα

β , ξ
α
β ). On en tire l’isomorphisme

uαβ : Xα
β
∼−→ Xβ

α défini par ξβαuαβ = ξαβ .

De même on a trois représentants de Fαβγ avec les isomorphismes de restriction
des uαβ . En oubliant les indices du haut, on a l’égalité :

ξαuαβuβγ = ξβuβγ = ξγ = ξαuαγ

On en déduit l’égalité : uαβuβγ = uαγ , car ξα est un isomorphisme.

Ceci permet de recoller les Xα en un schéma X et les ξα en un isomorphisme
de faisceaux ξ : X

∼−→ F.

S est la limite inductive des Sα par les immersion (Sα → S), donc F est la
limite du système correspondant par les (Fα → F). de même X est limite inductive
du système correspondant par les (Xα → X). Les ξα étant des isomorphismes, il
en va de même pour leur limite ξ. F est donc représenté par (X, ξ).

Si, de plus, les Xα sont affines sur les Sα, X est affine sur S. �
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Soit p : S′ → S un morphisme de schémas. On forme les produits fibrés S′′ et
S′′′, les projections étant numérotées comme en §1. Soit F un faisceau sur S. On
appelle F′, F′′ et F′′′ les restrictions de F à S′, S′′ et S′′′.

On prendra les morphismes déduits des diverses projections par changement de
base. Ceci donne un diagramme de faisceaux sur S :

F

f

��

F′
p′oo

f ′

��

F′′
p′2

oo
p′1oo

f ′′

��

F′′′oooo
oo

f ′′′

��
S S′

poo S′′
p2

oo
p1oo S′′′oooo

oo

Si p est fpqc, p est un épimorphisme de faisceaux. On en tire par §1 que p est un
conoyau de (p1, p2) ; les changements de base vont donner aussi : p1 conoyau de
(p12, p13), p′ conoyau de (p′1, p

′
2) etc.

Démonstration. (le deuxième cas) Ici S et S′ sont des spectres d’anneaux
A et A′, p provient du morphisme d’anneaux fidèlement plat i. F′ est représenté
par le spectre de la A′-algèbre B′. S′′, S′′′, F′′ et F′′′ se représentent aussi avec des
spectres d’anneaux, on obtient un diagramme :

B′
π1 //
π2

// B′′
π12 ////// B′′′

A �
�

i
// A′

ϕ′

OO

i1 //
i2
// A′′

ϕ′′

OO

i12 ////// A′′′

ϕ′′′

OO

A′′ ' A′ ⊗A A′ ; i1 et i2 sont les flèches i1(a′) = a′ ⊗ 1 et i2(a′) = 1 ⊗ a′, etc. Les
carrés sont cocartésiens et i est un noyau de (i1, i2) etc.

Soit π : B → B′ le noyau de (π1, π2). Ceci détermine ϕ : A → B tel que
π ◦ ϕ = ϕ′ ◦ i

B �
� π // B′

A

ϕ

OO

� � i // A′

ϕ′

OO

(3)

et µ : B ⊗A A′ → B′ par µ(b⊗ a′) = π(b)ϕ′(a′) On a alors un diagramme :

B ⊗A A′
π⊗1 //

µ

��

B′ ⊗A A′
π1⊗1 //
π2⊗1

//

µ′

��

B′′ ⊗A A′

µ′′

��
B′

π1

// B′′
π12 //
π13

// B′′′

où µ′(b′ ⊗ a′) = π2(b′).ϕ′′(a′ ⊗ 1) et µ′′(b′′ ⊗ a′) = π23(b′′).ϕ′′′(a′ ⊗ 1⊗ 1).

Les lignes du haut et du bas sont exactes : celle du bas naturellement et celle
du haut parce que A′ est plat sur A.

µ′ et µ′′ sont des isomorphismes (cf. §1 avec la situation duale). On vérifie
aisément la commutativité du diagramme :

µ′ ◦ (π ⊗ 1) = π1 ◦ µ
µ′′ ◦ (π1 ⊗ 1) = π12 ◦ µ′

µ′′ ◦ (π2 ⊗ 1) = π13 ◦ µ′
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Ceci prouve que µ est un isomorphisme. Le carré (3) est donc cocartésien. π est
donc fidèlement plat. Le morphisme qui en résulte est un épimorphisme, donc un
conoyau de la paire de projection : SpecB′ ⊗B B′ // // SpecB′ .

Par changement de base dans les anneaux on voit que π1 et π2 font de B′′ une
somme amalgamée de B′ et B′ sur B et B′′ s’identifie naturellement à B′⊗BB′, ce
qui montre en repassant aux faisceaux sur S que F et SpecB sont isomorphes. �

3. Données de recollement et de descente

Dans tout ce paragraphe, on considère un morphisme de schémas p : S′ → S
et le diagramme défini en §1.

On veut exprimer la catégorie des schémas sur S en termes de schémas sur S′
munis d’une donnée supplémentaire.

Pour un schéma X au-dessus de S on a un diagramme

X

f

��

X ′
πoo

f ′

��

X ′′

f ′′

��

π2

oo
π1oo X ′′′

f ′′′

��

oooo
oo

S S′
poo S′′

p2

oo
p1oo S′′′oooo

oo
(4)

Mais quand on dispose seulement d’un schéma sur S′ on obtient deux produit fibrés
sur S′′ et trois sur S′′′ : X ′′1 = p∗1(X ′), X ′′2 = p∗2(X ′), X ′′′1 = q∗1(X ′), . . . etc. On a
des diagrammes (i = 1, 2, k = 1, 2, 3)

X ′

f ′

��

X ′′i
πioo

f ′′i
��

X ′

f ′

��

X ′′′k
ρkoo

f ′′′k
��

S S′
poo S′′

pioo S S′
poo S′′′

qkoo

Définition 3.1. Soit f : X ′ → S′ un S′-schéma et soient

X ′

f ′

��

X ′′i
πioo

f ′′i
��

S′ S′′
pioo

deux carrés cartésiens (i = 1, 2). On appelle donnée de recollement sur X ′ relative
à p un S′′-isomorphisme u : X ′′2

∼−→ X ′′1 . En plus, on l’appelle donnée de descente,
si pour les images inverses sur S′′′ : u12 = p∗12(u), u13 = p∗13(u) et u23 = p∗23(u) on
a u13 = u12 · u23

X ′′′1

f ′′′1 ""

X ′′′2

u12oo

f ′′′2

��

X ′′′3

u23oo

f ′′′3||

u13

uu

S′′′

Dans la situation du carré cartésien (4) on a une donnée de descente naturelle.
C’est une donnée effective.
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Définition 3.2. Soient (X ′, u) et (Y ′, v) deux S′-schémas munis de donnée de
recollement relatives à p. On dit que le S′-morphisme h : X ′ → Y ′ est compatible
avec les données de recollement u et v si l’on a : vh2 = h1u

X ′′2

u

��

h2 // Y ′′2

v

��
X ′′1

h1 // Y ′′1

Les S′-schémas munis d’une donnée de recollement relative à p forment une
catégorie notée Rec(S′/S) dont les morphismes sont ceux que l’on vient de définir.
De plus si X ′ et Y ′ proviennent de S-schémas X et Y , alors l’image inverse par
p d’un S-morphisme g : X → Y est compatible avec les données de recollement
naturelles sur X ′ et Y ′. Ceci définit un foncteur

∆ : Sch/S −→ Rec(S′/S)

X/S 7−→ (X ×S S′, u)

Théorème 3.3. Si p est fpqc, le foncteur ∆ est pleinement fidèle.

Démonstration. Ceci traduit le fait que le diagramme suivant est exact :

HomS(X,Y ) // HomS′(X
′, Y ′) //// HomS′′(X

′′, Y ′′)

ou que le préfaisceau HomS(X,Y ) est un faisceau fpqc (théorème 1.1). �

Théorème 3.4. Si p est fpqc et si X ′ est affine sur S′, toute donnée de descente
sur X ′ relative à p est effective.

Lemme 3.5. Avec les notations ci-dessus, si u est une donnée de descente, il
existe des morphismes π′12, π

′
13, π

′
23 : X ′′′3

////// X ′′2 tels que les carrés

X ′′2

f ′′2
��

X ′′′3

f ′′′3

��

π′kloo

S′′ S′′′
pkloo

soient cartésiens.

Si on pose π′1 = π1 ◦ u, π′2 = π2, ρ
′
1 = ρ1 ◦ u13, ρ

′
2 = ρ2 ◦ u23, ρ

′
3 = ρ3 on ait :

ρ′1 = π′1 ◦ π′12 = π′1 ◦ π′13

ρ′2 = π′1 ◦ π′23 = π′2 ◦ π′12

ρ′3 = π′2 ◦ π′23 = π′2 ◦ π′13

Démonstration. Prenons π′23 = (ρ3, p23f
′′′
3 ). On a déjà π′2π

′
23 = π2π

′
23 =

ρ3 = ρ′3. Si on définit π∗23 : X ′′′2 → X ′′1 par π∗23 = (ρ2, p23f
′′′
2 ) on a

uπ′23 = π∗23u23

donc π′1π′23 = π1uπ
′
23 = π1π

∗
23u12 = ρ2u23 = ρ′2.

Prenons π′13 = (ρ3, π13f
′′′
3 ). On a déjà π′2π′13 = π2π

′
13 = ρ3 = ρ′3. Si on définit

π∗13 : X ′′′1 → X ′′1 par π∗13 = (ρ1, p13f
′′′
1 ) on a

uπ′13 = π∗13u13

donc π′1π′13 = π1uπ
′
13 = π1π

∗
13u13 = ρ1u13 = ρ′1.
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Prenons π′12 = (ρ2, π12f
′′′
2 )u23. On a déjà π′2π′12 = π2π

′
12 = ρ2u23 = ρ′2. Si on

définit π∗12 : X ′′′1 → X ′′1 par π∗12 = (ρ1, p12f
′′′
1 ) on a

uπ′12 = π∗12u12u23

donc π′1π′12 = π1uπ
′
12 = π1π

∗
12u23 = ρ1u13 = ρ′1. �

Démonstration. (du théorème 3.4)

On considère le conoyau π : X ′ → F du couple (π′1, π
′
2) dans la catégorie des

faisceaux fpqc. Il existe un unique morphisme f : F → S, tel que le carré suivant
commute

F

f

��

X ′

f ′

��

πoo

S S′
poo

(∗)

Montrons que si u est une donnée de descente relative à p fpqc, ce carrée est car-
tésien. On appelle m le morphisme (π, f ′) : X ′ → F ×S S′. Le diagramme déduit
de

F X ′
πoo X ′2

π′2

oo
π′1oo

par le changement de base p est isomorphe à

F ×S S′ X ′′2
mπ′2oo X ′′′3

π′13

oo
π′12oo

comme on peut voir à l’aide du lemme 1.1 et du lemme précédent 3.5. Donc m ◦ π′2
est un conoyau de (π′12, π

′
13).

D’autre part le changement de base f ′ appliqué au diagramme

S′ S′′
p2oo S′′′

p13

oo
p12oo

donne

X ′ X ′′2
π′2oo X ′′′3

π′13

oo
π′12oo

Donc π′2 est conoyau de (π′12, π
′
13) et m est un isomorphisme.

Si X ′ est affine sur S′ et le carré (∗) cartésien, alors F est représentable d’après
le théorème 2.1. On voit alors que u est la donnée de descente naturelle, donc
effective. �

4. Descente des Modules quasi-cohérents

On déduit généralement les résultats du §3 du présent §4. Nous procédons en
sens inverse pour illustrer la souplesse et la commodité du langage de faisceaux
utilisé au §2.

Le lecteur qui désire une démonstration directe du §4 pourra se reporter à la
littérature : Grothendieck SGA1 [10, exposé VIII], « descente fidèlement plate ».
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4.1. Donnée de recollement. Soit p : S′ −→ S un morphisme de schémas.
On cherche à reconnaître parmi les OS′ -Modules quasi-cohérents ceux qui sont
isomorphe à l’image réciproque d’un OS-Module quasi-cohérent.

SoitM un OS-Module quasi-cohérent, p∗(M) son image réciproque par p. L’éga-
lité: q = pp1 = pp2 fournit deux isomorphismes naturels de OS′′ -Modules

p∗2p
∗M q∗M

∼oo ∼ // p∗1p
∗M

Ceci détermine un isomorphisme de OS′′ -Modules m : p∗2p
∗M

∼−→ p∗1p
∗M.

Soit un isomorphisme de OS′ -Modules g : p∗M
∼−→ N. On obtient alors un

isomorphisme de OS′′-Modules u : p∗2N
∼−→ p∗1N tel que

p∗2p
∗M

om

��

p∗2g // p∗2N

ou

��
p∗1p
∗M

p∗1g
// p∗1N

soit un diagramme commutatif.

Définition 4.1. Une donnée de recollement du OS′-Module H relative à p est
un isomorphisme de OS′′-Modules v : p∗2H→ p∗1H.

Avec les notations ci-dessus, m est la donnée de recollement naturelle du Mo-
dule p∗M, u est la donnée de recollement sur N induite par g.

Une donnée de recollement v sur H est dite effective s’il existe un OS-Module
K et un isomorphisme h : p∗K→ H tels que v soit la donnée de recollement sur H

induite par h.

4.2. Donnée de descente. Avec les notations ci-dessus, considérons le dia-
gramme:

q∗2p
∗M

m12 //

o

��

q∗1p
∗M

o

��

q∗2N
u12 //

o

��

q∗1N

o

��

r∗M

∼

ff
∼

88

o
��

p∗12q
∗M

∼

xx

∼

&&
p∗12p

∗
2p
∗M

∼
p∗12m

// p∗12p
∗
1p
∗M p∗12p

∗
2N p∗12u

∼ // p∗12p
∗
1N

Le triangle intérieur est commutatif par le choix de m. Les trapèzes lateraux sont
commutatifs. On choisit m12 de façon que le grand carré commute, aussi le triangle
supérieur est-il commutatif ?

On obtient de même les triangles commutatifs relatifs à p∗13 et p∗23.
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Dans le diagramme suivant, les petit triangles sont commutatifs, et les flèches
qui interviennent sont des isomorphismes ; il s’ensuit que le grand

q∗2p
∗M

m12 // q∗1p
∗M

r∗M

∼
ee

∼
99

o
��

q∗3p
∗M

m23

[[

m13

CC

triangle est commutatif. Cette commutativité « se transporte »par l’isomorphisme
g, ce qui donne une condition nécessaire d’effectivité:

u12u23 = u13

Définition 4.2. Une donnée de recollement est appelée donnée de descente si
elle vérifie la relation ci-dessus.

On vient de montrer que toute donnée de recollement effective est une donnée
de descente.

4.3. Rappel: Algèbre symétrique et fibré vectoriel. Voir les exemples
3.1 et 3.2 au chapitre 1.

Si M est un OS-Module quasi-cohérent, on sait lui associer une algèbre sur
OS quasi cohérente et graduée OS [M] = ⊕n(OS [M])n, et un isomorphisme de OS-
Modules µ(M) : M→ (OS [M])1 qui a les propriétés universelles:

Si A est une OS-Algèbre graduée et µ′ un morphisme de OS-Modules de M

vers A1 qui est le module des termes homogènes de degré 1 de A, alors il existe une
factorisation unique par un morphisme de OS-Algèbres graduées a : OS [M] → A

avec µ′ = aµ(M).

Si A est une OS-Algèbre et µ′ un morphisme de OS-Modules de M vers A, alors
il existe une factorisation unique par un morphisme de OS-Algèbres a : OS [M]→ A

avec µ′ = aµ(M).

Soit f : V(M) → S le spectre de la OS-Algèbre OS [M] (son existence est une
conséquence du théorème 2.1 énoncé pour la topologie de Zariski seulement). Le
spectre affine V(M) s’appelle le fibré vectoriel du OS-Module M.

Un morphisme de OS-Modules u : M → N donne un morphisme d’Algèbres
graduées û : OS [M] → OS [N], défini par µ(N)u = ûµ(M), donc un morphisme de
S-schémas V(u) : V(N)→ V(M). On vérifie facilement que V est un focnteur.

Le morphisme d’adjonction M → p∗p
∗M donne un morphisme p̄ de schémas

du fibré vectoriel de p∗M sur S′ dans le fibré vectoriel de M sur S. On a alors un
carré cartésien

V(M)

f

��

V(p∗M)
p̄oo

f ′

��
S S′

p
oo
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4.4. Effectivité des données de descente fpqc des Modules quasi-
cohérents.

Théorème 4.3. Soit un morphisme de schémas p : S′ → S. Si p est fpqc,
toute donnée de descente sur un OS′-Module relative à p est effective.

Démonstration. Soit N un OS′ -Module muni de la donnée de descente u. No-
tons Y ′, Y ′′i , Y ′′′i les schémas V(N),V(p∗iN),V(q∗iN) et f ′, f ′′i , f ′′′i leurs projections
sur S′, S′′, S′′′ respectivement.

On désigne par p′′ij le morphisme de schémas Y ′′′j → Y ′′2 déduit de p̄ij par
l’isomorphisme naturel q∗jN

∼−→ p∗ijp
∗
2N.

De même on désigne par p′ij le morphisme de schémas Y ′′′i → Y ′′1 déduit de p̄ij
par l’isomorphisme naturel q∗iN

∼−→ p∗ijp
∗
1N.

On note U = V(u)−1 et Uij = V(uij)
−1.

Après les quelques vérifications qui s’imposent, à savoir:
— p̄2p

′′
ij = q̄j

— p̄1p
′
ij = q̄i

— Up′′ij = p′ijUij
— compatibilité avec les projections sur le diagramme des S′, S′′ et S′′′

on obtient une donnée de descente sur le schéma Y ′ affine sur S′.

Si p est fpqc, on obtient une donnée effective, donc un schéma Y sur S s’insérant
dans le diagramme :

Y

f

��

Y ′
p̃oo

f ′

��

Y ′′1
p̄1oo

S S′
poo Y ′′2

p̄2

``

Le carré est cartésien et p̃ est le conoyau du couple (p̄1U, p̄2) et du couple (p̄1, p̄2V(u))
et le morphisme f est affine.

Par adjonction, la OS-Algèbre quasi cohérente f∗OY apparaît comme le noyau
da le double flèche p∗f

′
∗OY ′

// // q∗f ′′2∗OY ′′ déduite de (p̄2, p̄1U).

On obtient une graduation sur f∗OY par intersection avec une celle de p∗f ′∗OY ′ .
Ceci fournit un OS-Module quasi-cohérent M = (f∗OY )1, qui est une limite projec-
tive du système

p∗p1∗p
∗
1N

p∗N = (p∗f
′
∗OY ′)1

66

((
p∗p2∗p

∗
2N

q∗u

OO

Nous avons de la sorte obtenu un OS-ModuleM avec un morphisme de OS′ -Modules
M→ p∗f

′
∗OY ′ = p∗N ; ce qui procure par adjonction un morphisme de OS′ -Modules

t : p∗M → N. On a évidemment compatibilité entre la donnée de recollement
naturelle sur p∗M et la donnée u. Reste à voir que t est un isomorphisme.

Pour cela, on sait que le carré est cartésien. Ce qui donne p∗f ′∗OY ′ comme
produit cartésien de f∗OY par p∗OS′ sur OS . En repassant aux composantes de
degré 1, on voit apparaître N comme isomorphe à M ⊗OS OS′ , donc N isomorphe
par t à p∗M. �



56 6. DESCENTE FPQC DES SCHÉMAS

5. Exemples

(1) Soient k un corps et E un espace vectoriel de doimension finie. On a un
k-morphisme de schémas p : S′ → S où S′ = V(E) − {0} et S = P(E).
Avec une base x0, x1, . . . , xn de E on peut décrire p localement (au-dessus
de xi 6= 0) à l’aide du morphisme d’algèbre

k[x1

xi
, . . . , xnxi ] �

� // k[x1, . . . , xn,
1
xi

]

Ce morphisme est affine, donc quasi-compact, et libre, donc fidèlement plat.
Sur les fibres de p, le groupe multiplicatif µk = Spec k[Z] opère par

homothéthies et le morphisme

µk × S′ −→ S′ ×S S′

(σ, s′) 7−→ (σs′, s′)

est un isomorphisme, ce qui fait apparaître µk × S′ comme le produit fibré
S′ ×S S′. On peut alors identifier le produit fibré triple de S′ sur S, qui est

µk × µk × S′
∼−→ S′′′

(σ, τ, s′) 7−→ (στs′, τs′, s′)

avec les projections canoniques

p12(σ, τ, s′) = (σ, τs′)

p13(σ, τ, s′) = (στ, s′)

p23(σ, τ, s′) = (τ, s′)

Sous la forme µk × S′ du produit fibré, une donnée de recollement sur un
S′-schéma X ′ se présente comme une flèche µk ×X ′ → X ′ compatible avec
l’action de µk sur S′. Ce sera une donnée de descente si de plus cette loi
fait opérer le groupe µk sur X ′. On a donc ce résultat que, si X ′ est un
schéma affine sur V(E)−{0}, sur lequel µk opère de façon compatible avec
les projections et les homothéthies de V(E)− {0}, alors X ′ « se descend »
en un schéma affine X sur P(E).

On voit en passant que X est le quotient de X ′ par l’action de µk.
(2) Soit k′ une extension galoisienne finie de k, de groupe G. G opère à gauche

sur k′ pas automorphisme sur k. Il opère donc à droite sur S′ = Spec k′ par
k-isomorphismes. Si X est un schéma sur S = Spec k, le groupe G opère sur
X ′ = X×SS′ parX-isomorphisme, etX est le quotient deX ′ par l’action de
G (voir Mumford [15, II., §4, Th.1, Cor.]). Le produit fibré S′×S S′ peut se
mettre sous la forme S′×G avec les projections p1(s′, σ) = s′σ, p2(s′, σ) = s′.

Comme précédemment, une donnée de descente se décrit comme une
opération du groupe G à droite sur X ′ compatible avec l’action de G sur
S′.

Si le schéma X ′ est affine sur S′ et subit une opération par G à droite
compatible avec les projections, il se descend en un schéma X affine sur S,
qui est le quotient de X ′ par l’opération de G.

(3) Si on prend k = R et k′ = C, la démonstration se réduit à une conjugaison
u qui doit être compatible à celle de C (pour le recollement) et involutive
(descente).

Par exemple, si on prend X ′ = Spec C[T ]/(T 2 + 1) et u(T ) = T on
obtient X = Spec R[T ]/(T 2 + 1) ; en revanche, si u(T ) = −T , on trouve
X = Spec R[W ]/(W 2 − 1), avec T = iW .



Chapitre 7

Pro-représentabilité

1. Introduction

Soit F : (Sch/S)◦ −→ Ens un foncteur contravariant sur la catégorie des
S-schémas, à valeurs dans la catégorie des ensembles. On voudrait connaître des
conditions nécessaires pour que F soit représentable et éventuellement, des rensei-
gnements sur le schéma X susceptible de le représenter.

Nous appellerons foncteur exact à gauche (resp. à droite) sur une catégorie C
tout foncteur qui commute aux limites projectives finies (resp. limites inductives
finies) ou, ce qui revient au même, tel que, toutes les fois que X × Y existe dans
C, F (X × Y ) = F (X) × F (Y ) et si N → X est un noyau du couple de flèches

X
f //
g
// Y , F (N) → F (X) est un noyau du couple F (X)

F (f) //
F (g)

// F (Y ) (resp.

F (X t Y ) = F (X) t F (Y ) et F commute au conoyau).

Un foncteur contravariant sur C sera dit exact à gauche, s’il l’est sur C◦ comme
foncteur (covariant).

Si F est un foncteur représentable de (Sch/S)◦ dans Ens, représenté par X
(i.e. ∀ T ∈ (Sch/S), F (T ) ' HomS(T,X)) alors F est exact à gauche.

Si C′ est une sous-catégorie pleine de (Sch/S) telle que les limites inductives
finies dans C′, si elles existent, soient les mêmes que dans (Sch/S), alors le foncteur
F |C′◦ : C′◦ → Ens est exact à gauche.

Dans (Sch/S) les sommes directes existent et il sera en général facile de vérifier
que F commute aux produits dans (Sch/S)◦. Mais les conoyaux dans (Sch/S)
n’existent pas nécessairement. Les conoyaux, qui existent toujours dans la catégorie
des S-schémas affines (correspondant aux noyaux dans la catégorie des anneaux),
ne restent pas en général des conoyaux dans la catégorie (Sch/S).

Voici néanmoins deux cas où les conoyaux existent :

1er cas. Soit T un S-schéma, T ′ → T un S-morphisme couvrant pour la topolo-
gie fpqc, T ′′ = T ′×T T ′. Alors on a vu que T ′ → T est un noyau de la double flèche
canonique T ′′ // // T ′ . La condition d’exactitude à gauche dans ce cas, redonne
simplement le fait que F est un faisceau pour la topologie fpqc.

2ème cas. Soit s ∈ S, posons OS,s = Λ, et considérons la catégorie C◦Λ des
spectres de Λ-algèbres de longueur finie où CΛ est la catégorie des Λ-algèbres de
longueur finie. C’est une sous-catégorie pleine de (Sch/S), dans laquelle les limites
inductives finies existent (trivial) et sont conservées dans (Sch/S). En effet, SpecAt
SpecB = Spec(A×B) est le coproduit de SpecA et SpecB aussi bien dans C◦Λ que

dans (Sch/S). De plus, si l’on a un couple de flèches SpecB
f //
g
// SpecA , il admet

dans C◦Λ un conoyau SpecK (où K = Ker A //// B ) qui est aussi conoyau dans

57
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(Sch/S). En effet : Si ϕ : SpecA → Y est un morphisme dans le S-schéma Y , tel
que ϕ ◦ f = ϕ ◦ g, ϕ se factorise par YΛ = Y ×S Spec(Λ), et ϕΛ ◦ f = ϕΛ ◦ g,

Y YΛ
? _oo

SpecK

%%

SpecAoo

��

ϕ

ee

ϕΛ

OO

SpecB
g

oo
foo

yy
Spec Λ

car YΛ → Y est un monomorphisme. D’autre part, A étant de longueur finie sur
Λ, ϕΛ se factorise par Spec

∏
1≤i≤n OYΛ,yi (produit fini) ce qui nous ramène au cas

affine, d’où la conclusion.

En outre, si F est représentable par X sur (Sch/S), pour tout A ∈ CΛ, en
notant FΛ(A) = F (SpecA), on a

FΛ(A) = F (SpecA) = HomS(SpecA,X) = HomSpec Λ(SpecA,XΛ)

donc
FΛ(A) = HomΛ(

∏
x

OXΛ,x, A)

où x parcourt l’ensemble des points de XΛ à extensions résiduelles finies. On a alors
un isomorphisme

HomΛ(
∏
x

OXΛ,x, A)
∼−→ HomΛ−cont(

∏̂
x

OXΛ,x, A)

où ̂∏
x OXΛ,x est le complété de

∏
x OXΛ,x pour la topologie dans laquelle les idéaux

ouverts I sont ceux tels que
∏
x OXΛ,x/I sont de longueur finie sur Λ (idéaux de

colongueur finie). Donc

FΛ(A) = HomΛ−cont(
∏̂
x

OXΛ,x, A)

La connaissance du foncteur hX sur CΛ équivaut donc à la connaissance de l’al-
gèbre topologique complète ̂∏

x OXΛ,x. Elle est canoniquement splittée en le produit∏
x ÔXΛ,x des complété des anneaux de X aux points de Xs à extensions résiduelles

finies (complétés pour la topologie des idéaux de colongueur finie). En particulier si
X est localement de type fini sur S localement noethérien, on obtient le produit des
complétés des anneaux locaux aux points fermés de Xs (complétés pour la topologie
définie par leur idéal maximal).

Nour allons voir que réciproquement, un foncteur F sur CΛ, exact à gauche, est
décrit par une algèbre topologique du type précédant.

Bref si F : (Sch/S)◦ → Ens est localement de présentation finie sur S et exact
à gauche sur CΛ on peut dire intuitivement, que l’on connait déjà les complétés des
anneaux locaux de l’hypothétique schéma X qui représente F , aux points fermés
de Xs.

2. Pro-catégorie d’une catégorie. Critère de Gabriel

Soit C une catégorie. On lui associe la catégorie ProC (voir [9, 195, A.2]) dont
les objets sont des sytèmes projectifs filtrants X• = (Xi)i∈I d’objets de C, et les
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morphismes de l’objet X• = (Xi)i∈I vers l’objet Y• = (Yj)j∈J sont défini par

HomProC(X•, Y•) = lim←−
j∈J

lim−→
i∈I

HomC(Xi, Yj)

Les objets de ProC sont dits pro-objets de C. Le foncteur i : C → ProC, qui à X
associe le système projectif {X} est pleinement fidèle et exact à gauche.

Un foncteur F sur C, à valeurs dans Ens est dit pro-représentable s’il existe un
isomorphisme ξ : lim−→Hom(Xi, •)

∼−→ F , où X• est un objet de ProC. Si X ∈ C et
si l’on pose hX = HomC(X, •), Hom(hX , F )

∼−→ F (X). On peut donc considérer ξ
comme élément de lim←−i∈I F (Xi). On dit que le couple (X•, ξ) pro-représente F .

X• est dit pro-objet strict s’il est isomorphe à un pro-objet (Xi)i∈I où tous les
morphismes Xi → Xj sont des épimorphismes.

Si (X•, ξ) représent F avec X• pro-objet strict, F est dit strictement pro-
représentable.

Si F : C → Ens, X ∈ C, ξ ∈ F (X) on dit que le couple (X, ξ) est minimal si
pour tout monomorphisme u : X ′ → X noyau d’un couple X // // X ′′ , l’existence
d’un ξ′ ∈ F (X ′) tel que F (u)ξ′ = ξ entraine que u est un isomorphisme.

On dit qu’un couple (X, ξ) domine un couple X ′′, ξ′′) s’il existe un morphisme
v : X → X ′′ tel que ξ′′ = F (v)ξ.

Proposition 2.1 (critère de Gabriel). Soit C une catégorie avec des limites
projectives finies et F : C → Ens. Les deux conditions suivantes sont équivalentes

(1) F est strictement pro-représentable

(2) F est exact à gauche et tout couple (X, ξ) (ξ ∈ F (X)) est dominé par un
couple minimal.

Démonstration. (1) =⇒ (2) Si F est pro-représentable, F est exact à
gauche. Soit F représenté par (X•, ξ), où X• est un objet strict de C et ξ = (ξi) ∈
lim←−F (Xi) ; hXi

ξi−→F est un monomorphisme (car X• est un pro-objet strict).

Soit X ′
u // Xi

//// X ′′ une suite exacte pour laquelle il existe ξ′ ∈ F (X ′)

tel que ξi = F (u)ξ′. Les deux images de ξi par F (Xi)
//// F (X ′′) coïncident,

donc les deux morphismes hX′′
//// F coïncident et se factorisent à travers

hXi → F qui est un monomorphisme, donc les deux morphismes sont égaux, donc
u est un isomorphisme et (Xi, ξi) est un couple minimal. Soit ξ ∈ F (X) déterminé
par η : Xi → X, on vérifie que ξ = F (η)ξi donc que (X, ξ) est dominé par (Xi, ξi).

(2) =⇒ (1) Soit I l’ensemble de tous les couples minimaux. Pour tout i ∈ I, on
note Xi le premier élément d’un couple i. On dit que i ≤ j s’il existe un morphisme
ϕij : Xj → Xi tel que F (ϕij)ξj = ξi. Un tel morphisme est unique (car (Xj , ξj) est
minimal) donc X• = (Xi, ϕij)i∈I est un pro-objet strict de C. Soit G le foncteur pro-
représenté parX•, alorsG ' F . En effet les ξi : hXi → F sont des épimorphisme, car
si ξ ∈ F (X), il existe un couple minimal (Xi, ξi) dominant (X, ξ) donc ξ est l’image
de X → Xi par le morphisme hXi(X) → G(X) → F (X), donc G(X) → F (X) est
surjectif. �

Corollaire 2.2. Si C est une catégorie avec des limites projectives finies où
tout objet est artinien, les foncteurs strictement pro-représentables sont des fonc-
teurs exact à gauche de C dans Ens.
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Ce corollaire s’applique au cas de CΛ dont tout objet est artinien.

Soit F un foncteur exact à gauche sur CΛ, pro-représenté par l’algèbre topo-
logique R. Alors R se décompose canoniquement en produit de ses composants
locaux, Ri, i ∈ I. Chacun de ces Ri, correspond à un sous-foncteur exact à gauche
Fi de F . On souhaiterait traiter séparément chacun des foncteurs Fi. Le foncteur
Fi est facile à décrire dans le cas où l’extension résiduelle de Ri, relativement à Λ,
est triviale.

En effet, soit k le corps résiduel de Λ. Le morphisme canonique Ri → k définit
un point ξ ∈ FΛ(k). Pour toute A ∈ CΛ, locale à extension résiduelle triviale, Fi(A)
est alors la partie Fξ(A) de F (A) dont l’image dans F (k) est égale à ξ. On définit
ainsi un sous-foncteur Fξ de F , sur la sous-catégorie de CΛ formés des algèbres
locales à extension résiduelle triviale, qui est pro-représenté par Ri.

3. Espace tangent

3.1. Espace tangent à un k-schéma en un point rationnel. Soit k un
corps, A une k-algèbre A = k[Xi]i∈J/I, X = SpecA. Soit x ∈ X tel que k ' k(x)
(i.e. x rationnel).

On supposera que x est le point origine de l’espace kJ , ce qui est loisible moyen-
nant un changement d’origine de cet espace.

Si F ∈ I on notera F (1) la composante homogène de degré 1 de F . On a :
∀ F ∈ I F (0) = 0 et F (1) =

∑
i∈J

∂F
∂Xi

(0) ·Xi.

Soit v = (vi)i∈J ∈ kJ (espace vectoriel). On dira que v est tangent en x à X
relativement à k si et seulement si « la droite D de direction v », passant par (0),
a avec le schéma X une intersection d’ordre au moins égal à 2.

∀ F ∈ I F (tv) = tF (1)(v) + t2ϕ(t, v)

on doit donc avoir ∀ F ∈ I : F (1)(v) = 0 i.e.
∑
i∈J

∂F
∂Xi

(0) · vi = 0. Il apparait
clairement que l’ensemble des vecteurs tangents v est un k-espace vectoriel.

Définition 3.1. Soit X = SpecA comme ci-dessus. Soit x ∈ X rationnel sur
k. On appelera espace tangent en x à X relativement à k et on notera TX/k(x)
l’espace vectoriel défini ci-dessus.

Proposition 3.2. Soient X,x comme ci-dessus. Soit OX,x l’anneau local de
X en x, mx son idéal maximal. Alors

TX/k(x)
∼−→ HomOX,x(ΩOX,x/k, k(x))

∼−→ Derk(OX,x, k(x))
∼−→ Homk(mx/m

2
x, k(x))

∼−→ Homk−alg(OX,x, k(x)[T ]/(T 2))

Démonstration. 1) ΩOX,x/k : module des k différentielles de OX,x, isomorphe
à (⊕

i∈J
OX,xdXi

)
/
(∑
i∈J

∂F

∂Xi
dXi

)
F∈I

Si on munit k(x) de sa structure de A-module au moyen de A → OX,x → k(x) on
a alors: HomOX,x(ΩOX,x/k, k(x))

∼−→ HomA(ΩA/k, k(x)) et comme

ΩA/k
∼−→
⊕
i∈J

AdXi/
(∑
i∈J

∂F

∂Xi
dXi

)
F∈I

la définition d’un vecteur tangent entraîne que TX/k(x)
∼−→ HomA(ΩA/k, k(x))
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2) HomOX,x(ΩOX,x/k, k(x))
∼−→ Derk(OX,x, k(x)) par définition de ΩOX,x/k.

Derk(OX,x, k(x))
∼−→ Homk−alg(OX,x, k(x)[T ]/(T 2))

par D 7−→ f

avec pour z ∈ OX,x f(z) = z̄ + D(z) · T , où z̄ = z + mx ∈ OX,x/mx = k(x) la
classe de z dans le corps résiduel.

3) Derk(OX,x, k(x))→ Homk(mx/m
2
x, k(x)) est défini par : si D est une dériva-

tion, D(m2
x) = 0 d’où une application linéaire f : mx/m

2
x → k(x).

Réciproquement:
on considère k ' k(x) ⊂ OX,x, soit z ∈ OX,x alors z − z̄ ∈ mx, donc si f est une
application linéaire mx/m2

x → k(x) on définira D par D(z) = f(z− z̄) mod m2
x. �

Remarque. (1) Si A est une k-algèbre de type fini, TX/k(x) est un k-espace
vectoriel de type fini.

(2) On voit que TX/k(x) ne dépend que de l’anneau local de X en x, ce qui
conduit à poser:

Définition 3.3. Soit X un k-schéma, x un point rationnel de X. On appelle
espace tangent en x à X relativement à k l’espace vectoriel

TX/k(x) = Homk(mx/m
2
x, k(x))

Si X est localement de type fini sur k, TX/k(x) est un k-espace vectoriel de
type fini.

Si l’on n’impose pas de corps de base, il y a quand même une suite utile dans la
situation locale, donnant l’espace cotangent, comme suit: soit donné un morphisme
locale u : A→ B d’anneaux locaux à extensions résiduelles triviales : κA

∼−→ κB =:
k. Pour tout k-espace vectoriel V il y a la suite exacte suivante (démonstration
immédiate):

0→ DerA(B, V )→ Homk(mB/m
2
B , V )→ Homk(mA/m

2
A, V )

On a donc la suite exacte de k-espaces vectoriels:

(5) mA/m
2
A → mB/m

2
B → ΩB/A ⊗B k → 0

3.2. Espace tangent à un k-foncteur. Soit E la catégorie des k-algèbres
locales finies de la forme k[V ] = k ⊕ V où V est un k-espace vectoriel de type fini,
considéré comme un idéal de carré nul. Soit F : E → Ens un foncteur. Alors la
catégorie E possède des produits finis : k[V ⊕W ]

∼−→ k[V ]× k[W ].

Soit G le foncteur qui a tout k-espace vectoriel de type fini associe G(V ) =
F (k[V ]). Pour tout ξ ∈ G(0) = F (k) on définira un foncteur Gξ de la façon suivante:
Soit V → 0 l’application canonique, d’où l’application augmentation : k[V ]

π−→k.
Alors: Gξ(V ) = F (π)−1(ξ).

Considérons la condition suivante : ∀ ξ ∈ F (k) et ∀ V,W espace vectoriel de
dimension finie, l’application canonique :

(E) Gξ(V ⊕W )→ Gξ(V )×Gξ(W ) est bijective

Soit ε le k-espace vectoriel k.

Proposition 3.4. Soit V la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension
finie. Soit Ab la catégorie des groupes abéliens, soit V ′ la catégorie des k-espaces
vectoriels.

(1) Tout foncteur additif G : V → Ab se factorise en V → V ′ ↪→ Ab.
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(2) Tout foncteur additif G : V → Ab vérifie : G(0) = 0 et ∀ V,W ∈ V on a
G(V ⊕W )

∼−→ G(V ) × G(W ). Sous ces conditions la structure de groupe
abélien de G(V ) est la structure déduite de l’isomorphisme ci-dessus au
moyen de l’application canonique : G(V ) × G(V )

∼−→ G(V ⊕ V )
G(σ)−→G(V )

où σ : V ⊕ V → V est l’addition dans V .

(3) Soit F : E → Ens un foncteur vérifiant (E). Alors pour tout ξ ∈ F (k), Gξ
est un foncteur en espaces vectoriels, l’addition dans Gξ(V ) est celle décrite
dans (2). Alors Gξ est additif et il existe un homomorphisme canonique et
fonctoriel en V : Gξ(ε)⊗k V → Gξ(V ) qui est un isomorphisme.

Démonstration. (1) provient de la fonctorialité et du fait que la multiplica-
tion par un scalaire est k-linéaire.

(2) Si G est un foncteur en groupe abélien et si G est additif (i.e. si f, g sont
deux homomorphismes de V dansW , alors G(f+g) = G(f)+G(g)), alors G(0) = 0
provient de ce que l’identité de G(0) est égale à la multiplication nulle. L’iso-
morphisme de déduit alors de l’existence de sections et retractions pour la suite
0 = G(0)→ G(V )→ G(V ⊕W )→ G(W )→ G(0) = 0. Il est clair que l’homomor-
phisme G(V ) × G(V )

∼−→ G(V ⊕ V ) → G(V ) vérifie les propriétés d’une addition
dans G(V ). Comme c’est un homomorphisme pour la structure de groupe abélien,
on en déduit, par un argument du genre [13, II, lemme 3.10] que c’est l’application
définissant la structure de groupe de G(V ).

(3) Soit F vérifiant (E), alors l’isomorphisme en question permet de définir une
application Gξ(V )×Gξ(V )

∼−→ Gξ(V ⊕V )→ Gξ(V ) qui vérifie les propriétés d’une
addition, si f : V → W est un homomorphisme, Gξ(f) est un homomorphisme, la
propriété pour une loi de composition (resp. pour une application) d’être une loi de
groupe (resp. un homomorphisme) se traduisant à l’aide de diagrammes commuta-
tifs où interviennent des applications entre produits d’objets de la catégorie.

L’additivité de Gξ : si f, g ∈ Homk(V,W ), V
(f,g)−→W ⊕W → W où le 2è mor-

phisme est l’addition de W , d’où le résultat d’après la définition de l’addition de
G(V ).

On a d’ailleurs : V ∼−→ Homk(ε, V ), d’où un homomorphisme fonctoriel en V :
Gξ(ε)⊗k V → Gξ(V ). Les deux membres commutent aux sommes directes finies et
on a un isomorphisme si V = ε, d’où le résultat. �

Définition 3.5. Soit F : E → Ens un foncteur, soit ξ ∈ F (k). Alors on appelle
espace tangent en ξ à F l’ensemble Gξ(ε). Si F vérifie (E) c’est un espace vectoriel
d’après la proposition 3.4. On le note TF/k(ξ).

Remarque. Soit S un schéma, X un S-schéma, s ∈ S, OS,s l’anneau local de S
en s, k le corps résiduel de OS,s. Alors X définit un foncteur de E dans Ens, à savoir
F (k[V ])×HomS(Spec k[V ], X). Alors tout ξ ∈ F (k) correspond biunivoquement à
un point x de X rationnel sur S au-dessus de s ; la proposition 3.4 montre alors que
l’espace tangent en x de X ⊗S k(s) est isomorphe à Gξ(s), le foncteur F vérifiant
alors (E).

Proposition 3.6. Soit F : E → Ens un foncteur vérifiant (E). Alors ∀ ξ ∈
F (k) le foncteur Gξ : V → Ens (qui est alors un foncteur en k-espace vectoriel) est
pro-représentable. En outre: Gξ représentable ⇐⇒ Gξ(ε) est un k-module de type
fini ; alors Gξ est représentable par le dual de Gξ(ε).
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Démonstration. Soit G(ε) = lim−→i∈IWi limite inductive filtrante de sous-
module de type fini. Soit V ∈ V ; on a

(lim−→
i∈I

Wi)⊗k V
∼−→ lim−→

i∈I
(Wi ⊗k V )

∼−→ lim−→
i∈I

Homk(W∨i , V )
∼−→ Gξ(V )

Autrement dit, le système projectif (W∨i )i∈I pro-représente Gξ.

Montrons: si Gξ(ε) est un module de type fini, le système inductif (Wi) est
stationnaire, il existe i tel que Wi = Gξ(ε), alors W∨i = Gξ(ε)

∨ représente Gξ. Si
Gξ est représentable par un k-module de type fini W , on a:

Gξ(ε) = Homk(W, ε)
∼−→W∨ ⇐⇒ W

∼−→ Gξ(ε)
∨

Le système projectif (W∨i )i∈I pro-représente Gξ. On aura donc

Gξ(V )
∼−→ Homcont(lim←−

i∈I
W∨i , V )

lim←−i∈IW
∨
i étant muni de la topologie limite projective des topologies discrètes.

Alors ce module n’est autre que le complété Ĝξ(ε)∨ de Gξ(ε)∨ pour la topolo-
gie linéaire dont un système fondamental de voisinages de 0 est fourni par les
(Gξ(ε)/Wi)

∨.

Soit l’homomorphisme canonique Gξ(ε)∨ → Ĝξ(ε)∨ = lim←−W
∨
i On en déduit

pour tout k-espace vectoriel de type fini V , un homomorphisme :

Homcont(lim←−
i∈I

W∨i , V )→ Homk(Gξ(ε)
∨, V )

Supposons que ces deux foncteurs sont isomorphes. Alors en prenant V = ε, on
obtient Gξ(ε)

∼−→ Gξ(ε)
∨∨, =⇒ Gξ(ε) est un k-espace vectoriel de type fini.

Alors Gξ(ε)∨ représente Gξ. �

Remarque. (1) Le catégorie V des espaces vectoriels de type fini étant
artinienne, la pro-représentabilité de Gξ se déduit aussitôt de son exactitude
à gauche, par le critère de Gabriel corollaire 2.2.

(2) SiX est un k-schéma, on a vu que le foncteur F : E → Ens qui à k[V ] associe
Homk(Spec k[V ], X) vérifie (E) et que Gξ(ε) était isomorphe à TX/k(ξ) pour
tout ξ ∈ F (k). Alors si X est localement de type fini, Gξ(ε) est un espace de
type fini dont le dual représente Gξ. Comme Gξ

∼−→ Homk(mx/m
2
x, k(x))

on déduit que Gξ est représentable par mx/m2
x.

Exemple 3.7. Soit V un k-espace vectoriel de type fini. Soit GL(V ) le foncteur
de (Sch/k)◦ dans Ens tel que : GL(V )(S) = AutOS (V ⊗k OS).

On en déduit un foncteur de E dans Ens, qui vérifie (E) (car GL(V ) est re-
présentable par un k-schéma affine de type fini).

Proposition 3.8. Soit e ∈ GL(V )(k) l’identité V → V . Alors il y a un iso-
morphisme canonique

Endk(V )
∼−→ TGL(V )/k(e)

Démonstration. TGL(V )/k(e) = GL(V )e(k[ε]) = ensemble des k[ε] auto-
morphisme de V ⊗k k[ε] qui se réduisent à l’identité par le changement de base
k[ε] → k. Si f ∈ Endk(V ) soit h ∈ Homk[ε](V ⊗k k[ε], V ⊗k k[ε]) défini par h =
IdV⊗k[ε] +(f⊗1)(0⊗1) i.e. h(z) = z+(0⊗1)(f⊗1)(z), alors h ∈ Autk[ε](V ⊗k k[ε])
et h se réduit suivant l’identité.

Réciproquement à tout h on associe l’endomorphisme f de V tel que (0⊗1)f⊗
1 = h− IdV⊗k[ε] �
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3.3. Foncteurs pro-représentables. Soit F : CΛ → Ens un foncteur où
Λ = anneau local noethérien ; CΛ = catégorie des Λ-algèbres de longueur finie à
extensions résiduelles triviales. Soit k le corps résiduel de Λ. Soit E la restriction
de F à la catégorie E et ξ ∈ E(k). On suppose que F est pro-représentable ; alors
E vérifie (E). Soit Oξ l’algèbre locale séparée complète correspondant à ξ et mξ son
idéal maximal.

Alors on sait que : Oξ noethérien ⇐⇒ mξ/m
2
ξ est un Oξ/mξ espace vectoriel

de type fini (Bourbaki [2, III, §2, cor. 5 du th. 2]). De plus la topologie de Oξ est
alors la topologie mξ-adique.

Soit (cf. la suite (5) de la section 3.1) mΛ/m
2
Λ → mξ/m

2
ξ → mξ/(m

2
ξ+mΛOξ)→ 0

d’où: mξ/m2
ξ est de type fini ⇐⇒ mξ/(m

2
ξ + mΛOξ) de type fini.

Alors Gξ(ε) = Homk(Oξ/mΛOξ, k[ε]) = Homk(mξ/(m
2
ξ + mΛOξ), ε).

Donc Oξ noethérien ⇐⇒ TF/k(ξ) est un k-espace vectoriel de type fini.

Proposition 3.9. Soit F : CΛ → Ens un foncteur pro-représentable. Soit
ξ ∈ F (k). Pour que l’algèbre locale séparée complète Oξ correspondant à ce point
soit noethérienne, il faut et il suffit que F (k[ε]) = TF/k(ξ) soit un k-espace vectoriel
de type fini.

4. Le critère de pro-représentabilité de Schlessinger

4.1. Préliminaires. Soit Λ un anneau local noethérien complet. Soit CΛ la
catégorie des Λ-algèbres de longueur finie. Si Λ′ est une Λ-algèbre finie plate locale,
on posera :

C′Λ′ = catégorie des Λ′-algèbres de longueur finie, locales, à extension résiduelles
triviale (i.e. si k′ est le corps résiduel de Λ′ et K est celui de A ∈ C′Λ′ , on a k′ ∼−→ K)

C′′Λ′ = catégorie des Λ′-algèbres de longueur finie, non nécessairement locales, à
extension résiduelles triviales.

Tout A ∈ C′′Λ′ est produit fini d’éléments Ai de C′Λ′ .

Théorème 4.1. Soit F : CΛ → Ens un foncteur ; pour que F soit pro-représentable
(c’est-à-dire exact à gauche, d’après le critère de Gabriel, corollaire 2.2) il faut
et il suffit qu’il vérifie:

(1) F commute aux produits finis
(2) Pour toute extension Λ→ Λ′ finie locale et plate, la restriction de F à C′Λ′

est exacte à gauche
(3) Pour tout morphisme plat A→ B de CΛ, avec A local, la suite d’ensembles

F (A) // F (B) //// F (B ⊗A B) est exacte.

Remarque. La condition (2) sera analysée en détails au §4.3. La condition
(1) permet alors de montrer que la restriction de F à C′′Λ′ est exacte à gauche. La
condition (3) sera vérifiée dans la pratique car on ne considérera que les foncteurs
F qui seront des faisceaux pour la topologie fidèlement plate de présentation finie.

Si F est exact à gauche, ces 3 conditions sont évidemment vérifiées. Montrons
que ces conditions sont suffisantes ; on utilisera les lemmes ci-dessous :

Lemme 4.2. (1) Soit Λ→ Λ′ une extension finie locale et plate. Alors pour
tout couple B → A et C → A de morphisme de CΛ on aura :

(B ×A C)⊗Λ Λ′
∼−→ (B ⊗Λ Λ′)×A⊗ΛΛ′ (C ⊗Λ Λ′)
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(2) Soient A,B,C comme ci-dessus. Il existe alors une extension Λ→ Λ′ finie
locale plate telle que si A′, B′, C ′ sont les Λ′-algèbres obtenues par chan-
gement de base, les Λ′-algèbres A′, B′, C ′ et B′ ×A′ C ′ soient à extension
résiduelles triviales.

Démonstration. (1) Soit la suite exacte B ×A C // B × C //// A dé-
finissant le produit fibré B ×A C. Λ→ Λ′ étant plat on en déduit la suite exacte:
(B ×A C)⊗Λ Λ′ // B′ × C ′ //// A′ , d’où (1).

(2) Soit k le corps résiduel de Λ. Soit K une extension finie normale de k,
contenant les extensions résiduelles de A,B,C,B ×A C.

De proche en proche, en étudiant d’abord le cas d’une extension monogène, on
construit une Λ-algèbre Λ′ locale, finie et libre, de corps résiduel K. Il est clair alors
que A′, B′, C ′ et B′ ×A′ C ′ déduites de A par l’extension Λ → Λ′ ont toutes leurs
extension résiduelles triviales. �

Lemme 4.3. Soit le diagramme d’ensembles ci-dessous. On supposera qu’il est
commutatif, que les lignes ε, β, γ sont des suites exactes et que les carrés (2) et (3)
sont cartésiens. Alors le carré (1) est cartésien.

E

��

��

ε // E′

��

  

ε1 //
ε2

// E′′

��

!!
C

��

γ // C ′

��

γ1 //
γ2

// C ′′

��

B

��

β //

(1)

B′

  

(2)

β1 //
β2

// B′′

!!

(3)

A // A′ //// A′′

Démonstration. La démonstration consiste en une simple chasse au dia-
gramme. �

Démonstration. (du Théorème 4.1)

Soient B → A et C → A deux morphismes de CΛ, et soit E = B×AC. On veut
montrer :

F (B ×A C) ' F (B)×F (A) F (C)

On peut supposer B et C locaux. Au moyen du lemme 4.2, 2) on choisit Λ → Λ′

fini plat local tel que par changement de base A′, B′, C ′ et E′ = B′ ×A′ C ′ soient
des Λ′-algèbres à extension résiduelles triviales.

Alors si Λ′′ = Λ′ ⊗Λ Λ′ les algèbres A′′, B′′, C ′′, E′′ = B′′ ×A′′ C ′′ obtenus à
partir de A,B,C,B×AC par l’extension Λ→ Λ′′, sont aussi à extensions résiduelles
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triviales. On a alors le diagramme d’ensembles ci-dessous:

F (E)

��

##

ε // F (E′)

��

$$

ε1 //
ε2

// F (E′′)

��

$$
F (C)

��

γ // F (C ′)

��

γ1 //
γ2

// F (C ′′)

��

F (B)

##

β //

(1)

F (B′)

$$

(2)

β1 //
β2

// F (B′′)

$$

(3)

F (A) // F (A′) //// F (A′′)

Il est commutatif. Λ→ Λ′ étant plat, A→ A′, B → B′, C → C ′, E → E′ sont plats,
donc d’après l’hypothèse (3) les lignes ε, β, γ sont exactes. D’après l’hypothèse (2)
et l’hypothèse (1) du Théorème, les carrés (2) et (3) sont cartésiens. D’après le
lemme 4.3, le carré (1) est cartésien. �

4.2. Foncteurs à Enveloppe sur C′Λ.
4.2.1. Exemple. Pour tout Λ-module de type fini M soit ΓM le foncteur cova-

riant C′Λ → Ens défini par ΓM (A) = A⊗Λ M .

Soit mΛ l’idéal maximal de Λ ; soit r = rk k(M/mΛM). Alors il existe une suite
exacte L→M → 0 où L est libre de rang r (Nakayama). D’où un morphisme de
foncteurs u : ΓL → ΓM surjectif.

Si M̄ = M ⊗Λ k, L̄ = L⊗Λ k, on a ū : ΓL̄
∼−→ ΓM̄ .

Soit L∨ le module dual de L. Pour tout Λ-algèbre A on a un isomorphisme
canonique :

ΓL(A) = A⊗Λ L
∼−→ HomΛ(L∨, A)

∼−→ HomΛ−alg(SΛ(L∨), A)

On en déduit que ΓL est pro-représentable par le complété de l’algèbre symétrique
SΛ(L∨) suivant l’idéal L∨SΛ(L∨).

Définition 4.4. Soit F → G un morphisme de foncteurs définis de C′Λ → Ens.
On dira que F → G est lisse si: pour toute surjection B → A dans C′Λ, l’application
canonique

(L) F (B)→ F (A)×G(A) G(B)

est surjective.

Dans le cas des foncteurs Γ définis ci-dessus, il résulte de l’exactitude à droite
du produit tensoriel que ΓL → ΓM est lisse.

D’autre part, pour tout ζ ∈ ΓM (k) comme l’espace tangent à un foncteur ne
dépend que de la restriction du foncteur aux k-algèbres il résulte de l’isomorphisme
L̄ → M̄ que l’homomorphisme canonique TΓL/k(ζ) → TΓM/k(ζ) est un isomor-
phisme.

Nous verrons plus loin que ΓM est pro-représentable si et seulement si M
est libre. Même si ΓM n’est pas pro-représentable, on a trouvé un foncteur pro-
représentable ΓL d’un morphisme u : ΓL → ΓM tel que le couple (ΓL, u) possède
les deux propriétés suivantes:

(1) u est un morphisme lisse
(2) u induit un isomorphisme sur les espaces tangents en tout point ζ ∈ ΓM (k)

Nous dirons que (ΓL, u) est une enveloppe de ΓM en tout point ζ ∈ ΓM (k).



4. LE CRITÈRE DE PRO-REPRÉSENTABILITÉ DE SCHLESSINGER 67

4.2.2. Généralités sur les morphismes lisses. Soit Ĉ′Λ la catégorie des Λ-algèbres
locales noethériennes complètes A, telles que si mA est l’idéal maximal de A, pour
tout entier n on ait A/mnA ∈ C′Λ. Dans la suite on ne considère que des foncteurs F
tels que F (k) soit réduit à un seul point. On désigne par F̂ le prolongement de F
à Ĉ′Λ, défini par F̂ (A) = lim←−n F (A/mnA)

Définition 4.5. Soit B → A une surjection (c’est-à-dire un épimorphisme)
de C′Λ. On dira que c’est un épimorphisme simple si et seulement si u n’est pas
composé de deux épimorphisme (non triviaux).

Le noyau J = Ker(B → A) est donc minimal, J 6= 0 ; en particulier on doit
avoir mBJ = 0.

Proposition 4.6. Soit F → G un morphisme de foncteurs. Alors F → G
lisse ⇐⇒ pour tout épimorphisme simple B → A, l’application canonique (L) est
surjective.

Démonstration. En effet, tout épimorphisme de C′Λ est composé d’un nombre
fini d’épimorphismes simples. �

Proposition 4.7 ([16, prop. 2.5]). Soit F → G un morphisme de foncteurs.

(1) F → G est lisse =⇒ F̂ → Ĝ surjectif

(2) Soit R → S un morphisme de Ĉ′Λ. hS → hR lisse ⇐⇒ S est une algèbre
de séries formelles sur R

(3) (sorites des morphismes lisses)
— F → G lisse et G→ H lisse =⇒ F → H lisse
— F → G surjectif et G → H tel que F → H soit lisse alors G → H est

lisse
— F → G lisse =⇒ pour tout H → G, F ×G H → H est lisse

Démonstration. (1) Si A ∈ Ĉ′Λ alors F (A/mA)
∼−→ G(A/mA). En utilisant

la surjection (L) on montre la surjectivité.

(2) non utilisé dans la suite de l’exposé. La démonstration se trouve dans [16] ;
voir aussi EGA [12, 0IV .19.3] et SGA [10, chap. III, th. 2.1].

(3) Généralités sur les morphismes lisses découlant directement des définitions.
�

Définition 4.8 ([16, def. 2.7]). Soit F : C′Λ → Ens un foncteur. Soit R ∈ Ĉ′Λ et
soit hR le foncteur C′Λ → Ens défini par hR(A) = HomΛ−cont(R,A). Un morphisme
de foncteur ξ : hR → F est une enveloppe de F si:

(1) TF/k ' ThR/k ' HomΛ−cont(R, k[ε])

(2) ξ : hR → F est lisse

Remarque. (1) le morphisme hR → F correspond biunivoquement à un
élément ξ ∈ F̂ (R).

(2) le morphisme ΓL → ΓM défini ci-dessus est une enveloppe de ΓM

Proposition 4.9 ([16, prop. 2.9]). Soient ξ : hR → F et ξ′ : hR′ → F deux
enveloppes de F . Alors il existe un isomorphisme (non canonique) u : R → R′ tel
que F̂ (u)(ξ) = ξ′.

On uilisera le lemme de Schlessinger suivant
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Lemme 4.10. [16, Lemma 1.1] Soit u : R → S un morphisme dans Ĉ′Λ. Alors
R→ S surjectif ⇐⇒ T∨R/k → T∨S/k surjectif.

Démonstration. On a T∨R/k = mR/(m
2
R + mΛR), T∨S/k = mS/(m

2
S + mΛS).

On a un diagramme (cf. la suite (5) de la section 3.1)

0 // mΛR/mΛR ∩m2
R

��

// mR/m2
R

��

// T∨R/k

��

// 0

0 // mΛS/mΛS ∩m2
S

// mS/m2
S

// T∨S/k
// 0

où les lignes sonts exactes, et les carrés commutatifs. La flèche verticale de gauche
est surjective, comme les objets sont les images de mΛ/m

2
Λ → mR/m

2
R resp. de

mΛ/m
2
Λ → mS/m

2
S . Donc :

T∨R/k → T∨S/k surjectif ⇐⇒ mR/m
2
R → mS/m

2
S surjectif

Ce qui équivaut à R → S surjectif d’après Bourbaki [2, III, §2, cor. 2 du th. 1],
car le diagramme commutatif à lignes exactes

mR/m
2
R ⊗k mnR/m

n+1
R

��

// mn+1
R /mn+2

R

��

// 0

mS/m
2
S ⊗k mnS/m

n+1
S

// mn+1
S /mn+2

S
// 0

nous montre, en raisonnant par récurrence sur n, que mR/m
2
R → mS/m

2
S surjectif

implique grn(u) : mnR/m
n+1
R → mnS/m

n+1
S surjectif, donc gr(u) surjectif, et on peut

appliquer loc.cit. �

Démonstration. Montrons la proposition 4.9

D’après la proposition 4.7, (1) il existe u : R → R′ et u′ : R′ → R tels que
F̂ (u)(ξ) = ξ′ et F̂ (u′)(ξ′) = ξ et induisant tous deux un morphisme sur les espaces
tangents, par définition des enveloppes. Alors u′u induit un morphisme de ThR . Le
lemme montre que u′u est surjectif. R est noethérien donc u′u est un isomorphisme.
De même, uu′ est un isomorphisme. �

Remarque. On en déduit que ΓM pro-représentable ⇐⇒ M est libre, puisque
ΓL → ΓM est une enveloppe de ΓM .

Proposition 4.11 ([16, rem. 2.10]). Soit (R, ξ) une enveloppe de F . Alors les
conditions suivantes sont équivalentes

(1) R est un anneau de séries formelles sur Λ

(2) F transforme les surjections en surjections

Démonstration. Résulte de la proposition 4.7, (2) et (3). �

4.3. Le critère de Schlessinger.

Définition 4.12. Soit p : B → A une surjection dans C′Λ. On dit que p est
essentielle si: Pour tout q : C → B dans C′Λ tel que p◦q soit surjectif, q est surjectif.

Lemme 4.13 ([16, Lemma 1.4]). Soit p : B → A une surjection dans C′Λ.
(1) p est essentielle ⇐⇒ T∨hB ' T

∨
hA
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(2) Si p est un épimorphisme simple :
p n’est pas essentielle ⇐⇒ p a une section σ : A→ B

Démonstration. (1) Si T∨hB
∼−→ T∨hA , le lemme de Schlessinger 4.10 en-

traîne que p est essentielle.

Si p est essentielle: soit {t̄1, . . . , t̄r} uns base de T∨A . On relève les t̄i en ti ∈ B.
Soit C = Λ[t1, . . . , tr] la sous Λ-algèbre de B engendrée par les ti. Alors p induit
une surjection de C sur A, donc si p est essentielle C = B. Alors: dimk(T∨hB ) ≤ r =

dimk(T∨A ), donc T∨hB
∼−→ T∨hA

(2) Si p a une section σ, on a B ∼−→ A⊕ k[J ] où J = Ker(p), alors σ n’est pas
surjective donc p n’est pas essentielle.

Si p n’est pas essentielle, T∨hB n’est pas isomorphe à T∨hA . L’anneau C construit
ci-dessus est différent de B, donc est isomorphe à A car la longueur est `Λ(B) =

`Λ(A) + 1. Alors C ∼−→ A donne une section. �

Théorème 4.14 (Schlessinger [16, Th. 2.11]). Soit F : C′Λ → Ens un fonc-
teur tel que F (k) soit réduit à un seul point. Soient A′ → A et A′′ → A des
morphismes dans C′Λ. Soit l’application canonique

(S) F (A′ ×A A′′)→ F (A′)×F (A) F (A′′)

(1) F a une enveloppe si et seulement si il vérifie H1, H2, H3 ci-dessous:
(H1) (S) est surjective si A′′ → A est un épimorphisme simple
(H2) (S) est bijective si A = k et si A′′ = k[ε]

(H3) dimk TF/k <∞
(2) F est pro-représentable par une algèbre noethérienne si et seulement si F

vérifie H1, H2, H3 ainsi que

(H4) F (A′ ×A A′)
∼−→ F (A′)×F (A) F (A′)

pour tout épimorphisme simple A′ → A.

Remarque. (1) H2 implique que pour tout espace vectoriel V de dimen-
sion finie F (k[V ]) est canoniquement muni d’une structure d’espace vectoriel
telle que TF ⊗k V

∼−→ F (k[V ]) (voir la prop. 3.4 en section 3.2), de plus
∀ V F (k[V ]) est de dimension finie (H3).

(2) H1 entraîne par récurrence que pour toute surjection A′′ → A l’application
(S) est surjective

(3) Conséquences géométriques des propriétés H1

Soit p : A′ → A surjectif, I son noyau. Supposons mA′I = 0 (par
exemple si p est simple). Alors A′×AA′

∼−→ A′× k[I] par (x, y) 7→ (x, x0⊕
(y − x)) où x0 = classe de x dans k. On en déduit une flèche canonique

F (A′)× (TF ⊗k I) −→ F (A′)×F (A) F (A′)

Par composition avec la seconde projection on en déduit une application

F (A′)× (TF ⊗k I)
u−→F (A′)

compatible avec la projection dans F (A).
Il résulte facilement de la définition de l’addition dans TF , que u définit

une opération canonique du groupe TF ⊗k I sur les fibre du morphisme
F (A′)→ F (A).
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La condition H1 entraîne alors que TF ⊗k I opère transitivement sur
chaque fibre. La condition H4 équivaut au fait que TF ⊗k I opère sans points
fixes.

La conjonction de H1 et H4 entraîne donc que TF ⊗k I opère librement
et transitivement sur les fibres de F (A′) → F (A), autrement dit ces fibres
sont vides ou bien des espaces principaux homogènes sous le groupe TF⊗k I.

Démonstration. A – Ces conditions sont nécessaires:

Si F est pro-représentable par une algèbre noethérienne, F vérifieH1, H2, H3, H4

car il est exact à gauche.

Si F a une enveloppe hR → F où R ∈ Ĉ′Λ, le foncteur hR vérifie les quatre
condition Hi et F vérifie H3 car ThR

∼−→ TF .

1) Montrons que F vérifie H1.

On sait que hR → F est surjectif (prop. 4.7, (1)). On a un diagramme commu-
tatif d’ensembles:

hR(A′ ×A A′′)

f

��

∼ // hR(A′)×hR(A) hR(A′′)

g

��
F (A′ ×A A′′) // F (A′)×F (A) F (A′′)

il suffit de montrer que g est surjectif.

Soient η′ ∈ F (A′) et η′′ ∈ F (A′′) ayant même image η ∈ F (A). Il existe alors
ξ′ ∈ hR(A′) dont l’image dans F (A′) est η′. Soit ξ ∈ hR(A) l’image de ξ′. Par lissité,
il existe ξ′′ ∈ hR(A′′) dont l’image dans hR(A) est égale à ξ, et dont l’image dans
F (A′′) est η′′. Alors g(ξ′, ξ′′) = (η′, η′′).

2) Montrons que F vérifie H2.

Supposons que A′′ = k[ε] et A = k. On a vu que l’application (S) était surjec-
tive. Montrons qu’elle est injective. On a le diagramme commutatif:

hR(A′ ×k k[ε])

��

∼ // hR(A′)× ThR

��
F (A′ ×k k[ε]) // F (A′)× TF

Soient ζ1, ζ2 ∈ F (A′ ×k k[ε]) ayant même projections η′ ∈ F (A′) et η′′ ∈ TF
respectivement. L’application hR(A′ ×k k[ε]) → F (A′ ×k k[ε]) ×F (A′) hR(A′) est
surjective par lissité.

Soit ξ′ ∈ hR(A′) qui relève η′. Il existe u1 et u2 dans hR(A′ ×k k[ε]), d’images
ζ1 et ζ2 dans F (A′ ×k k[ε]) et d’image ξ′ dans hR(A′). Alors u1 et u2 ont pour
image (ξ′, η′′) dans hR(A′)× TR, donc ζ1 = ζ2.

B – Ces conditions sont suffisantes:

1) Supposons que F vérifie H1, H2, H3. D’après H2 le foncteur F a un es-
pace tangent TF muni canoniquement d’une structure d’espace vectoriel sur k de
dimension finie r = dimk TF d’après H3. Alors TF =

∐r
i=1 t

′
i où les t′i sont des

espaces vectoriels de dimension 1 ; soit ti = t′i
∨ l’espace dual pour i = 1, . . . , r. Soit

S = Λ[[T1, . . . , Tr]] d’idéal maximal mS . On va construire une enveloppe R de F ,
où R sera un quotient de S (limite projective de quotients successive de S).
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Commençons par R1 = S/mS = k. Alors F (R1) est un ensemble à un élément,
d’où un et un seul morphisme hR1

ξ1−→F .

Soit R2 = S/(m2
S + mΛS)

∼−→ k[⊕ri=1ti] ∈ C′Λ. La restriction de F aux al-
gèbres du type k[V ] est repésentable par T∨F = ⊕iti (voir le §3.2) donc F (R2)

∼−→
Homk(⊕iti,⊕iti). Si on prend dans F (R2) l’élément correspondant à l’identité de
⊕iti, il définira un morphisme hR2

ξ2−→F qui induit un isomorphisme des espaces
tangents. On posera J2 = m2

S + mΛS. J2 est de codimension finie dans S.

Supposons obtenus pour 1 ≤ ν ≤ n des idéaux Jν de S de codimension finie
et des morphismes ξν : hRν → F , tels que mSJν−1 ⊂ Jν ⊂ Jν−1 et tels que
ξν−1 : hRν−1

→ F se prolonge en hRν
ξν−→F . Alors S/Jν−1 → S/Jν est surjective, son

noyau est annulé par mS , ce qui permettra d’appliquerH1 à l’aide de la remarque (3)
ci-dessus. Soit J l’ensemble idéaux J de S tels que mSJn ⊂ J ⊂ Jn et ξn : hRn → F
se prolonge en hS/J → F ; alors J est de codimension finie, car il contient mn+1

S .

Notons que les idéaux J ∈ J correspondent à des sous-espaces vectoriels du k-
espace vectoriel de dimension finie Jn/mSJn. En particulier toute suite décroissante
d’éléments de J est stationnaire et pour voir que J possède un plus petit élément,
il suffit de voir que J est stable par intersection. Or soient J,K ∈ J , et montrons
que J ∩ K ∈ J . Quitte à agrandir J , on peut sans changer J ∩ K, supposer que
J + K = Jn. Alors on a S/(J ∩ K)

∼−→ S/J ×S/Jn S/K. Compte tenu de H1,
J ∩K ∈ J .

Soit Jn+1 =
⋂
J∈J J et ξn+1 : S/Jn+1 → F un proplongement de ξn.

Soit J∞ =
⋂
n Jn et R = S/J∞ qui est muni d’une famille d’idéaux Jn/J∞, qui

définissent une topologie sur R.

∀ n ∈ N Jn ⊃ mnS , donc Rn est artinien et par suite, pour tout n, il existe rn
tel que Jn+1 ⊃ Jrnn , donc Jn+1 contient une puissance de mS ; donc R, muni de cette
topologie est le quotient topologique de S et est séparé complet (et noethérien).

2) hR
ξ−→F est une enveloppe. (ξ étant défini par la famille (ξn)n∈N). Par

construction ThR
∼−→ TF . Montrons que ξ est lisse. Soit A′ p−→A un épimorphisme

simple de noyau I. Montrons :

hR(A′)→ hR(A)×F (A) F (A′)

est surjectif. Soit η′ ∈ F (A′), η son image dans F (A) et u ∈ hR(A) d’image η. u
correspond à un morphisme continu R u−→A.

Supposons qu’il existe un morphisme continu R u′−→A′ tel que p◦u′ = u. TF ⊗k I
opérant transitivement sur F (p)−1(η) (resp. hR(p)−1(u)), il existe σ ∈ TF ⊗k I tel
que F (u′)(ξ)

σ
= η′. Alors v′ = (u′)σ répond à la question: F (v′)(ξ) = η′, p ◦ v′ = u.

Montrons qu’il existe u′ comme ci-dessus.

Il existe n tel que u soit le composé R → Rn = S/Jn
un−→A avec ξn(un) = η. Il

suffira donc de compléter le diagramme:

Rn+1

��

// A′

p

��
Rn

un // A
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c’est-à-dire le diagramme
S

��

w // Rn ×
A
A′

pr1

��
Rn+1

v
::

// Rn

w étant choisi pour rendre le carré commutatif (hS est lisse). p est un épimorphisme
simple, donc pr1 : Rn ×A A′ → Rn est un épimorphisme simple. Alors: si pr1 a une
section, v existe évidemment.

Si pr1 n’a pas de section, par le lemme (4.13) pr1 est essentiel. Comme pr1◦w est
surjectif, w est surjectif. Donc S/Kerw

∼−→ Rn ×A A′. On a evidemment mSJn ⊂
Kerw ⊂ Jn, comme w(mSJn) = mSw(Jn) ⊂ mA′I = 0. De plus ξn : hRn → F se
relève à S/Kerw

∼−→ Rn×A A′, ce qui se voit en appliquant H1 à Rn×A A′. Donc
Kerw ∈ J et par contruction Kerw ⊃ Jn+1 et w se factorise par Rn+1.

3) Si de plus F vérifie H4, hR est isomorphe à F . On prouve hR(A)
∼−→ F (A)

par récurrence sur la longueur de A. Soit p : A′ → A = A′/I un épimorphisme
simple. Par lisseté, hR(A′) → F (A′) est surjectif. On suppose hR(A)

∼−→ F (A).
Pour tout η ∈ F (A) TF ⊗k I opère sans point fixe sur hR(p)−1(η) et sur F (p)−1(η)
donc hR(A′)→ F (A′) est injective. �

4.4. Relations entre pro-représentabilité et représentabilité de la dia-
gonale. Soit C une catégorie, F,G : C◦ → Ens deux foncteurs.

Définition 4.15. Si u, v : G → F sont deux morphismes, le foncteur des
coïncidences de u et v est le sous-foncteur Gu,v de G défini comme suit: Pour tout
objet T de C

Gu,v(T ) = {t ∈ G(T )|u ◦ t = v ◦ t}

Autrement dit, c’est le noyau du double flèche: Gu,v = Ker( G
u //
v
// F ).

Proposition 4.16. Soit F : C′Λ → Ens. Alors la diagonale de F est représen-

table si et seulement si, pour tout R ∈ Ĉ′Λ et tout couple de morphismes hR
ξ1 //
ξ2

// F

le foncteur noyau est pro-représentable par K ∈ Ĉ′Λ.

Démonstration. =⇒ : Si F est relativement représentable hR
ξ1 //
ξ2

// F cor-

respont à (ξ1,n)n∈N et (ξ2,n)n ∈ lim←−F (R/mnR) et les couples hR/mnR

ξ1,n //
ξ2,n

// F ont

des noyaux Kn appartenant à C′Λ. Alors le système projectif des Kn admet une
limite projective dans Ĉ′Λ qui pro-représente Ker(ξ1, ξ2).

⇐= : Si F vérifie la condition ci-dessus et si A ∈ C′Λ et hA ⇒ F est un couple
de morphismes, le noyau de ce couple est un élément de Ĉ′Λ, qui est un sous objet
de A, donc appartient à C′Λ. �

Théorème 4.17. Soit F : C′Λ → Ens un foncteur admettant une enveloppe
(R, ξ). Alors: F est pro-représentable ⇐⇒ la diagonale de F est représentable

Démonstration. =⇒ : Si F est pro-représentable, sa diagonale est représen-
table.
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⇐= : Le foncteur hR ×
hΛ

hR est exact à gauche, donc pro-représentable et est

muni de deux flèches hR ×
hΛ

hR ⇒ F . Alors

hR ×F hR = Ker(hR ×
hΛ

hR ⇒ F )

est pro-représenté par S ∈ Ĉ′Λ et hS → hR est lisse (prop. 4.7).

hS(k[ε]) = hR(k[ε]) ×
F (k[ε])

hR(k[ε]) = ThR = TF

donc ThS
∼−→ ThR . Donc hS → hR est une enveloppe, donc S ∼−→ R (prop. 4.9).

Soit ∆ le morphisme diagonal: hR // hS
∼ //
∼
// hR . ∆ est surjectif, donc

hR → F est injectif, donc bijectif. �

4.5. Le critère de Grothendieck.

Définition 4.18. Dans CΛ on appelle monomorphisme simple tout monomor-
phisme qui ne peut se décomposer en deux monomorphismes non triviaux.

Autrement dit A u−→B est un monomorphisme simple si c’est une injection et
s’il n’existe pas A′ strictement inclus entre u(A) et B.

Théorème 4.19 (Grothendieck). Soit F : CΛ → Ens un foncteur. Alors:
« F pro-représenté par une algèbre topologique dont les composants locaux sont des
algèbres locales nothériennes complètes »est équivalent à

(1) F commute aux produits finie

(2) Si A→ B est un morphisme de CΛ avec A local et si B est fidèlement plat
sur A, la suite d’ensembles

(G) F (A)→ F (B) ⇒ F (B ⊗A B)

est exacte.

(3) Si A est local et si A → B est un monomorphisme simple à extensions
résiduelles triviales, la suite (G) est exacte.

(4) Si Λ→ Λ′ est un morphisme fini local libre avec Λ′ local dans CΛ, si F ′ est
la restriction de F à C′Λ′ , sous les conditions ci-dessus TF ′ est un espace
vectoriel sur le corps résiduel k′ de Λ′. Alors dimk′ TF ′ <∞

Démonstration. =⇒ : Necessité

(1) évident ; (2) et (3): la suite A // B // // B ⊗A B est exacte dans le
cas (2) par fidèle platitude. Dans le cas (3) car le noyau des deux flèches est distinct
de B et contient A, donc est égal à A. (4) évident.

⇐= : Ces conditions sont suffisantes

Les conditions (1) et (3) du théorème de pro-représentabilité 4.1 sont vérifiées,
grâce à (1) et (2) ci-dessus. Reste à verifier (2) du théorème 4.1: la restriction de F
à C′Λ′ est exacte à gauche pour toute extension Λ → Λ′ finie, locale et plate. Pour
celà on va utiliser le critère de Schlessinger, théorème 4.14. On peut supposer
que Λ′ = Λ puisque seule intervient la catégorie C′Λ′ .

La condition (3) ci-dessus entraîne que F transforme les injections en injections,
car toute injection est composé d’un nombre fini de monomorphismes simples. Ceci
implique que l’application (S) F (A′ ×A A′′) → F (A′) ×F (A) F (A′′) est toujours
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injectif, car le composé avec l’injection F (A′) ×F (A) F (A′′) ⊂ F (A′) × F (A′′) est
injectif, par A′ ×A A′′ ⊂ A′ ×A′′.

Ceci entraîne déjà que la condition H1 implique les conditions H2 et H4.

Il suffit de montrer H1 si A′ → A est un monomorphisme simple et A′′ → A
un épimorphisme simple. En effet H1 sera vrai pour toute injection A′ → A ; pour
toute surjection A′ → A on aura A′×

A
A′′

∼−→ A ×
A×A

(A′×A′′) avec ∆ : A→ A×A

le morphisme diagonale et A′ × A′′ → A × A l’application canonique déduite de
A′ → A et A′′ → A. Alors, ∆ est une injection et A′ ×A′′ → A×A une surjection.
Donc: F (A′×AA′′)→ F (A) ×

F (A)×F (A)
(F (A′)×F (A′′)) est surjectif, ce qui signifie

que F (A′ ×A A′′)→ F (A′)×F (A) F (A′′) est surjectif.

Montrons donc que H1 est vérifié si A′ → A est un monomorphisme simple et
A′′ → A un épimorphisme simple, de noyau J . On a le diagramme commutatif, où
on a posé D = A′ ×A A′′:

D

p′

��

u′ // A′′

p

��

i′1 //
i′2

// A′′ ⊗D A′′

f

��

// A′′

p

��
A′

u // A
i1 //
i2

// A⊗A′ A // A

p′ : D → A′ est un épimorphisme, u′ : D′ → A′′ est un monomorphisme simple.

Prouvons Ker f
∼−→ J . En effet, D → A′ est surjectif donc A⊗A′A

∼−→ A⊗DA
et f est surjectif. Le noyau Ker f = idéal engendré par les images de J ⊗D A′′ et
A′′ ⊗D J . Soit z ∈ Ker f, z =

∑n
i=1 bi ⊗ b′i avec soit bi ∈ J , soit b′i ∈ J .

Soit x ∈ A′′, y ∈ J ; et soit (0, y) ∈ D l’élément correspondant à y ; dans
A′′⊗DA′′ on aura x⊗y = x⊗ (0, y) ·1 = (0, y) ·x⊗1 = xy⊗1 = (0, xy) ·1⊗1, donc
z =

∑n
i=1 bi⊗b′i = (

∑
bib
′
i)⊗1 avec

∑
bib
′
i ∈ J , d’où une application de Ker f dans

J , bijective et qui est A′′⊗DA′′ linéaire si on munit A′′ de la structure de A′′⊗DA′′
module définie par l’application diagonale x⊗y 7→ x ·y (multiplication). Le carré de
droite est donc cartésien par Ker f ' J , c’est-à-dire: A′′⊗DA′′

∼−→ (A⊗A′A)×
A
A′′.

Soient alors (α′, α′′) ∈ F (A′) ×F (A) F (A′′) ayant pour image α ∈ F (A), alors
F (i1)(α) = F (i2)(α) = γ ∈ F (A⊗A′ A). Soient η′1 = F (i′1)(α′′) et η′2 = F (i′2)(α′′),
éléments de F (A′′ ⊗D A′′), dont l’image dans F (A′′) est α′′ et dans F (A ⊗A′ A)
est γ. Or, l’application F (A′′ ⊗D A′′) → F (A ⊗A′ A) ×F (A) F (A′′) est injective,
donc η′1 = η′2. Par conséquent (appliquant (3): (G) est exacte) il existe δ ∈ F (D)
tel que F (u′)(δ) = α′′ ; u étant injective, on en déduit que F (p′)(δ) = α′, d’où le
résultat. �

5. Applications du critère de Schlessinger

5.1. Foncteur Quot et foncteur de Hilbert. Soit S un schéma ; X → S
un schéma au-dessus de S ; F un Module quasi cohérent sur X. On désigne par
Quot(F/X/S) l’ensemble des OX -Modules quasi-cohérents, quotients de F et plats
sur S.

Si S′ → S est un morphisme de schémas, notantX ′ = X×SS′ et F′ = F⊗OSOS′

l’image réciproque de F par X ′ → X, F′ est un Module quasi-cohérent sur X ′.
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On définit le foncteur

QuotF/X/S : (Sch/S)◦ −→ Ens par

QuotF/X/S(S′) = Quot(F′/X ′/S′)

Pour tout S-morphisme S′′ → S′, X ′′ = X ×S S′′ est isomorphe à X ′ ×S′ S′′ et
F′′ = F ⊗OS OS′′ à F′ ⊗OS′ OS′′ ; comme la platitude est stable par changement
de base et le foncteur image réciproque est exact à droite, on a une application
naturelle :

QuotF/X/S(S′) −→ QuotF/X/S(S′′)

QuotF/X/S est un faisceau fpqc par la proposition 4.1 du §4.1 du chap. 5. Pour
F = OX on obtient le foncteur de Hilbert. Alors HilbX/S(S′) = QuotOX/X/S(S′)

est l’ensemble des sous-schémas fermés de X ′ plats sur S′.

On suppose maintenant S = Spec Λ ou Λ est un anneau local noethérien com-
plet de corps résiduel k. C′Λ est la catégorie de Λ-algèbres locales de longueur finie
à extensions triviale. On notera XA pour X ×Spec Λ SpecA et FA pour F ⊗Λ A,
A ∈ C′Λ. Soit e un élément de QuotF/X/S(Spec k) fixé une fois pour toutes et Qe(A)

le sous-ensemble de QuotF/X/S(SpecA) image réciproque de e par l’application
canonique

QuotF/X/S(SpecA) −→ QuotF/X/S(Spec k)

Qe est un foncteur covariant C′Λ → Ens. Sous certaines conditions Qe est pro-
représentable, plus précisément:

Théorème 5.1. Si X est propre sur S et F cohérent sur X, alors Qe est
pro-représentable par une Λ-algèbre noethérienne.

Pour la démonstration nous aurons besoin de quelques lemmes.

Lemme 5.2. Soit A un anneau, J un idéal nilpotent de A et u : M → N un
homomorphisme de A-modules, ū : M/JM → N/JN .

(1) Si ū est surjectif, alors u est surjectif

(2) Si N est plat sur A et ū bijectif, alors u est bijectif.

Démonstration. (1) Soit K = Cokeru. En tensorisant la suite exacte

M → N → K → 0

par A/J on obtient K/JK = 0 donc K = 0 puisque J est nilpotent.

(2) Posons L = Keru, par la partie (1) on a une suite exacte

0→ L→M → N → 0

la platitude de N entraîne l’exactitude de la suite

0→ L/JL→M/JM → N/JN → 0

par Bourbaki [2, I, §2, prop. 4], d’où L = 0. �

Remarque. Si A est dans C′Λ, tout module plat est libre puisque l’idéal maxi-
mal de A est nilpotent.
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Lemme 5.3. Considérons un diagramme commutatif

N
p′′ //

p′   

M ′′

u′′

!!
M ′

u′
// M

B //

  

A′′

!!
A′ // A

d’homomorphismes d’anneaux et de modules compatibles où B = A′ ×A A′′, N =
M ′ ×M M ′′ et M ′ (resp. M ′′) est libre sur A′ (resp. A′′). Supposons

(1) A′′/J ∼−→ A où J est un idéal nilpotent de A′′

(2) u′ induit M ′ ⊗A′ A
∼−→M (resp. u′′ induit M ′′ ⊗A′′ A

∼−→M)

Alors N est plat sur B, p′ induit N⊗BA′
∼−→M ′ resp. p′′ induit N⊗BA′′

∼−→M ′′.

Démonstration. On suppose de plus queM ′ est libre sur A′. Soit (x′i)i∈I une
base de M ′. Par (2) M est un A-module libre de base (u′(x′i))i∈I . Soit x′′i ∈M ′′ tel
que u′′(x′′i ) = u′(x′i). On a alors une application

∑
A′′x′′i →M ′′ de A′′-module qui

modulo J est un isomorphisme par (1). D’oùM ′′ est libre de base (x′′i )i (lemme 5.2).
On en déduit que N est libre de base (x′i, x

′′
i )i et les projections p′ et p′′ induisent

des isomorphismes N ⊗B A′
∼−→M ′ et N ⊗B A′′

∼−→M ′′. �

Lemme 5.4. Avec les notations et hypothèses précédentes, soit L un B-module
et un diagramme commutatif

L

q′

��

q′′ // M ′′

u′′

��
M ′

u′
// M

où q′ induit L⊗B A′
∼−→M ′. Alors q′ × q′′ : L→ N est un isomorphisme.

Démonstration. En effet, modulo J ′ noyau de B → A′, q′ × q′′ est un iso-
morphisme ; on implique le lemme 5.2. �

Lemme 5.5. Dans une catégorie abélienne soient 0 → A′ → A → A′′ → 0 une
suite exacte, A′ → Q un morphisme, A′′ → P un épimorphisme de noyau C. Soit
E l’ensemble des quadruplets (B, f, g, h) (à un isomorphisme près) tels que

0 // A′
u //

��

A
v //

h

��

A′′ //

��

0

0 // Q
f // B

g // P // 0

soit un diagramme commutatif où les lignes sont exactes. Alors
(1) E est non vide si et seulement si l’image dans Ext1(C,Q) de l’élément A

de Ext1(A′′, A′) est nulle.
(2) Sous ces conditions, E est un ensemble principal homogène sous le groupe

abélien Hom(C,Q).
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Démonstration. Quitte à remplacer l’extension A de A′′ par A′ par son image
dans Ext1(C,Q) on peut supposer A′ = Q. (1) résulte de l’exactitude de la suite

Ext1(P,A′)→ Ext1(A′′, A′)→ Ext1(C,A′)

L’ensemble E est évidemment en correspondence binunivoque avec l’ensemble des
sous-objets N de A tel que A→ A′′ induise un isomorphisme A ∼−→ C (lemme du
serpent [2, I, §1.4]), i.e. l’ensemble des morphismes C → A relevant le morphisme
canonique C → A′′.

On a la suite exacte

0→ Hom(C,A′)
ū−→Hom(C,A)

v̄−→Hom(C,A′′)

et E = v̄−1(C → A′′). D’où l’assertion (2). �

Remarque. Si la suite exacte 0 → A′ → A → A′′ → 0 est scindée, E est non
vide et est isomophe à Hom(C,Q).

Démonstration. du théorème 5.1

Spec k → SpecA, A ∈ C′Λ, induit l’identité sur les espaces topologiques sous-
jacents. Tous les faisceaux que l’on écrira dans la suite seront des faisceaux sur
l’espace topologique Xk.

Soit un diagramme commutatif cartésien dans C′Λ
B

��

// A′

u′

��
A′′

u′′
// A

Nous prétendons que si u′ : A′ → A est surjectif, autrement dit A′/I ∼−→ A où I
est un idéal nilpotent de A′, α : Qe(B)→ Qe(A

′′) ×
Qe(A)

Qe(A
′) est une bijection.

En effet, soit J le noyau de B → A′′ ; on a B/J v−→A′′ et J est un idéal nilpotent
de B. Soient G,G′,G′′ respectivement des quotients quasi-cohérents de FA,FA′ ,FA′′ ,
plats sur S, et des morphismes G′ → G, G′′ → G compatibles avec OXA′ → OXA ,
OXA′′ → OXA , induisant des isomorphismes G′ ⊗A′ A

∼−→ G, G′′ ⊗A′′ A
∼−→ G.

L’homomorphism canonique de OXB -Modules FB → G′ ×
G
G′′ = H est un épi-

morphisme (lemme 5.2): consiérons le diagramme commutatif

FB ⊗B A′′

o
��

// H ⊗B A′′

��
FA′′ // G′′

Il résulte du lemme 5.3 que H est plat sur B et que H⊗BA′′ ' G′′ et H⊗BA′ ' G′,
d’où la surjectivité de α. L’injectivité résulte du lemme 5.4.

Reste à verifier la condition de finitude sur l’espace tangent Qe(k[ε]) où k[ε] est
l’algèbre des nombres duaux sur k. Soit Ḡ = Fk/H̄ le OXk -Module correspondant
à e. Il y a un isomorphisme d’espace vectoriel Qe(k[ε])

∼−→ HomOXk[ε]
(H̄, εḠ) ; plus

précisément : de la suite exacte scindée 0 → εk[ε] → k[ε] → k → 0 on déduit par
tensorisation les suites exactes scindées

0→ εOXk[ε]
→OXk[ε]

→ OXk → 0

0→ εFk[ε] →Fk[ε] → Fk → 0
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Soit G un OXk[ε]
-Module quasi-cohérent et des morphismes f et g compatible avec

OXk[ε]
→ OXk tels que le diagramme

Fk[ε]

f

��

// Fk

��
G

g
// Ḡ

soit commutatif. Il est équivalent de dire
— g induit un isomorphisme G⊗k[ε]k

∼−→ Ḡ et g est un épimorphisme de noyau
εG.

— G est plat sur k[ε] et G⊗k[ε] εk[ε]→ εG est un isomorphisme
Sous ces conditions G⊗k[ε] εk[ε] ' Ḡ⊗k εk[ε]. D’autre part, puisque Ḡ est plat sur
k, Ḡ⊗k εk[ε]

∼−→ εḠ.

Le résultat cherché se déduit alors de la remarque au lemme 5.5. Enfin les
hypothèses du théorème sur X et G entraînent dimk HomOXk[ε]

(H, εG) <∞. �

5.2. Groupes et foncteurs de Picard relatifs. Soit X un schéma. On
appelle groupe de Picard de X, et l’on note Pic(X), le groupe des classes à iso-
morphismes près, de OX -Modules inversibles (i.e. localement isomorphes à OX).

Rappelons que l’on a un isomorphisme canonique [11, 0I , 5.6.3.1]

(6) Pic(X)
∼−→ H1(X,O∗X)

où O∗X désigne le faisceau des unités de OX .

X 7→ Pic(X) est un foncteur contravariant de la catégorie des schémas dans la
catégorie des groupes commutatifs et l’isomorphisme (6) est fonctoriel.

Soient S un schéma, X un S-schéma, T un S-schéma variable. La correspon-
dence T 7→ Pic(X ×S T ) définit un foncteur contravariant de la catégorie Sch/S
des S-schémas dans celle des groupes abéliens, donc un préfaisceau sur Sch/S. Le
faisceau associé à ce préfaisceau pour la topologie fidèlement plate de présentation
finie (fppf) se note PicX/S et s’appelle le foncteur de Picard relatif de X sur S.
On appelle groupe de Picard relatif de X sur S, et l’on note Pic(X/S) le groupe
PicX/S(S). Alors, pour tout S-schéma T on a

PicX/S(T )
∼−→ Pic(X ×S T/T )

Explicitons le fait que PicX/S est le faisceau associé, pour la topologie fppf, au
préfaisceau T 7→ Pic(X ×S T ).

Un élément de Pic(X/S) = PicX/S(S) est défini par un élément ξ′ d’un groupe
Pic(X ×S S′), où S′ → S est un morphisme fppf, tel que l’on puisse trouver un
morphisme fppf S′′ → S′ ×S S′ tel que les deux images de ξ′ dans Pic(X ×S S′′)
coïncident.

Deux éléments ξ′ et ξ′′ de Pic(X ×S S′) définiront le même élément ξ de
Pic(X/S) si l’on peut trouver un morphisme fppf S′′ → S′×S S′ tel que les images
de ξ′ et ξ′′ dans Pic(X ×S S′′) coïncident.

5.3. Relations entre groupe de Picard relatifs et absolus. Le théo-
rème suivant permet de décrire dans un cas particulier le groupe de Picard relatif
Pic(X/S) en termes de groupes de Picard absolus.

Théorème 5.6. Soit f : X → S un morphisme quasi compact et quasi séparé
tel que OS

∼−→ f∗(OX). Alors:
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(1) On a une suite exacte de groupes abéliens :

0→ Pic(S)→ Pic(X)→ Pic(X/S)

(2) Lorsque, de plus, X admet une section sur S, le dernier morphisme de cette
suite est surjectif et l’on a donc :

Pic(X/S) ' Pic(X)/Pic(S)

Démonstration. (1): Le morphisme Pic(S)→ Pic(X) provient du morphisme
f : X → S et est injectif. En effet, soient L et L′ deux OS-Modules inversibles.
Le morphisme canonique HomOS (L,L′) → f∗HomOX (f∗L, f∗L′) est un isomopr-
phisme car HomOS (L,L′) et HomOX (f∗L, f∗L′) sont inversibles donc localement
isomorphes respectivement à OS resp. OX et d’autre part f∗OX ' OS . par consé-
quent HomS(L,L′) et HomX(f∗L, f∗L′) sont isomorphes, ce qui montre que si
f∗L

∼−→ f∗L′, L est isomorph à L′.

Le morphisme Pic(X) → Pic(X/S) s’obtient en constatant que Pic(X/S) =
PicX/S(S) où PicX/S est le faisceau associé au préfaisceau T 7→ Pic(X ×S T ), qui
à S fait correspondre Pic(X ×S S) = Pic(X).

Reste à prouver l’exactitude de la suite en Pic(X).

Montrons d’abord que Pic(S) → Pic(X) → Pic(X/S) est nul. Soit L un
X

f

��

XU
oo

fU
��

S Uoo

OS-Module inversible, U un ouvert de S tel que L|U ' OS |U
donc f∗(L)|XU ' f∗U (L|U ) ' f∗U (OS |U ) ' OXU donc la classe
de f∗(L)XU dans Pic(X ×S U) est nul, donc f∗(L) donne 0
quand on prend le faisceau associé à U 7→ Pic(X ×S U) pour

la topologie de Zariski, donc à fortiori lorsqu’on prend le faisceau associé pour la
topologie fppf.

Réciproquement, soit L un OX -Module inversible dont l’image dans Pic(X/S)

X ′ //

f ′

��

X

f

��
S′ // S

est triviale. Il existe alors un morphisme S′ → S fppf tel que,
en posant X ′ = X ×S S′, L donne L′ ' OX′ au dessus de X ′
par image réciproque. La propriété f∗(OX) = OS se conserve
par changement de base fidèlement plat, puisque f est quasi-

compact et quasi-séparé. Donc f ′∗(OX′) ' OS′ . Comme L′ ' OX′ , f ′∗(L′) ' OS′ ,
donc f ′∗(L′) est inversible sur S′ et f ′∗(f ′∗(L′))

∼−→ L′ est un isomorphisme. Ces
propriétés restant vraie par extension fppf, on en déduit que f∗(L) est inversible sur
S et f∗(f∗(L))

∼−→ L est un isomorphisme donc L provient d’un faisceau inversible
sur S, donc appartient à un élément de l’image de Pic(S)→ Pic(X), ce qui achève
la démonstration.

(2): Supposons à présent que f : X → S admette une section g. Soit L un OX -
Module inversible. On appelle g-rigidification de L un isomorphisme α : OS

∼−→
g∗(L). Un OX-Module inversible g-rigidifé est un couple (L, α), où L est un OX -

Module inversible et α une g-rigidification de L.
Un morphisme de OX -Modules inversibles g-rigidifiés
(L, α) et (M, β) est un morphisme ϕ : L→M tel que
le diagramme soit commutatif.

g∗(L)
g∗(ϕ) // g∗(M)

OS

α

bb

β

<<

Si f∗(OX) ' OS on voit immédiatement que tout automorphisme d’un OX -
Module inversible g-rigidifié est l’identité.

Démontrons à présent le (2) du théorème 5.6.
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Un point de Pic(X/S) provient d’un OX′ -Module inversible L′, oùX ′ = X×SS′
et S′ → S est fppf. Montrons que si f admet une section g, il existe un OX -Module
inversible L qui donne le même point de Pic(X/S).

Puisque f admet une section g, f ′ : X ′ → S′ admet une section g′. g′∗(L′) n’est
pas nécessairement isomorphe à OS′ . Mais on peut modifier L′ par f ′∗(g′∗(L)) sans
changer le point obtenu dans Pic(X ′/S′) d’après le (1). Donc, quitte à faire cette
modification, on peut supposer g′∗(L′) ' OS′ , donc L′ g′-rigidifiable. Soit donc
α′ : OS′

∼−→ g′∗(L′) une g′-rigidification de L′. On va montrer que (L′, α′) est muni
d’une donnée de descente relativement à S′ → S. Soit S′′ = S′ ×S S′ et soient

X ′′′

f ′′′

��

////// X ′′

f ′′

��

q1 //
q2
// X ′

f ′

��

q // X

f

��
S′′′

////// S′′
p1 //
p2

// S′
p
// S

(L′′1 , α
′′
1) et (L′′2 , α

′′
2) les images réciproques par q1 et q2 de (L′, α′). Elles définissent

le même point de Pic(X ′′/S′′), donc leur différence donne 0 dans Pic(X ′′/S′′) et, par
conséquent, d’après le (1) et du fait que f ′′∗ (OX′′) ' OS′′ , cette différence provient
d’un OS′′-Module inversible rigidifié, donc isomorph à OS′′ , donc L′′1 et L′′2 sont
isomorphes. Quitte à modifier cet isomorphisme, on peut trouver un isomorphisme
ϕ : (L′′1 , α

′′
1)

∼−→ (L′′2 , α
′′
2). des OX′′ -Modules rigidifiés.

Pour montrer que ϕ est une donnée de descente sur (L′, α′) relativement à
S′ → S, considérons les trois images réciproques (L′′′1 , α

′′′
1 ), (L′′′2 , α

′′′
2 ), (L′′′3 , α

′′′
3 ) de

(L′′′1 , α
′′′
1 )

(L′′′2 , α
′′′
2 )

ϕ12

ff

(L′′′3 , α
′′′
3 )

ϕ23

88
ϕ13

OO
(L′, α′) sur X ′′′, et les trois morphismes ϕ12, ϕ13, ϕ23 de
OX′′′-Modules rigidifiés. Alors la condition de cocycle
ϕ13 = ϕ12 ◦ ϕ23 sur X ′′′ est automautiquement véri-
fiée, car il ne peut y avoir qu’un seul isomorphisme d’un
faisceau rigidifié dans un autre, tout automorphisme
d’une telle structure étant trivial. (L′, α′) est donc muni
d’une donnée de descente relativement à S′ → S, ce qui
montre qu’il existe un OX -Module rigidifié (L, α) qui

donne le même point de Pic(X/S) que (L′, α′), donc Pic(X) → Pic(X/S) est sur-
jectif et dans ce cas Pic(X/S) ' Pic(X)/Pic(S). �

5.4. Application du critère de Schlessinger au foncteur de Picard
relatif. Soit Λ un anneau local noethérien complet de corps résiduel k et C′Λ la
catégorie des Λ-algèbres artiniennes à extensions résiduelles triviales.

Soit X un schéma sur S = Spec Λ. Pour tout A ∈ C′Λ nous noterons XA =
X×S SpecA, et nous poserons X0 = Xk. Nous nous proposons d’étudier le foncteur
PicX/S , ou, plus précisément, sa restriction à la catégorie C′Λ

◦ des spectres d’objets
de C′Λ.

On a le théorème suivant:

Théorème 5.7. Si

(1) X est de type fini et plat sur S

(2) H0(X0,OX0
) ' k

(3) dimkH
1(X0,OX0) <∞

alors PicX/S, restreint à C′Λ
◦, est pro-représentable.
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Tout d’abord, notons que si la condition (1) est réalisé, la condition (2) équivaut
à la condition

(2′) H0(XA,OXA) ' A pour tout A ∈ C′Λ
En effet, par platitude, le foncteur M 7→ H0(X,OX ⊗M), sur la catégorie des Λ-
modules est exact à gauche. Par application du lemme des cinq [3, I, prop. 1.1], on
peut montrer facilement que le morphisme canonique M → H0(X,OX ⊗M) est un
isomorphisme pour tout M de longueur finie (par récurrence sur cette longueur).

Si la condition (2′) est réalisé, pour tout A ∈ C′Λ on a f∗(OXA) ' OSA (ici
SA = SpecA). On le voit aisément en constatant que H0(X,OXA) = Γ(X,OXA) '
Γ(SA, f∗(OXA)) = A et que SA est affine d’anneau A.

Montrons d’autre part que l’on peut toujours, sous les hypothèses du théorème
5.7, se ramener au cas où f admet une section. Pour cela, nous allons montrer le
lemme suivant :

Lemme 5.8. Soit X un S-schéma de type fini, plat sur S, où S est le spectre
d’un anneau Λ local, noethérien, complet, de corps résiduel k. Soit s le point fermé
de S. Supposons Xs 6= ∅. Si Xs est de type fini sur k, l’ensemble des points où
Xs est de Cohen-Macaulay (i.e. où l’anneau local est de Cohen-Macaulay)
contient un ouvert dense.

Démonstration. Nous supposerons que X est affine irréductible de dimen-
sion r. D’après le théorème de normalisation [2, V, §3, th. 1] (Emmy Noether),
Γ(X,OX) est une algèbre finie sur k[T1, . . . , Tr]. Comme r = dimX, le morphisme
X → Spec k[T1, . . . , Tr] est injectif. Le point générique η de X s’envoie sur le point
générique ξ de Spec k[T1, . . . , Tr]. Xξ est fini et libre sur ξ, donc X est fini et libre
au dessus d’un ouvert dense de Spec k[T1, . . . , Tr] et, a fortiori, est de Cohen-
Macaulay en ses points. �

Soit donc x un point fermé de Xs où Xs est de Cohen-Macaulay. On peut
trouver une suite regulière de paramètres ā1, . . . , ār de OXs,x. Quitte à restreindre
X à un voisinage ouvert affine de x, on peut supposer que ā1, . . . , ār se relèvent en
a1, . . . , ar dans Γ(X,OX).

Considérons alors le fermé Z = V (a1, . . . , ar). Z est plat sur S ([12, 0III .10])
et quasi-fini en x (car OXs,x/(ā1, . . . , ār) est de longueur finie et le corps résiduel
de OXs,x est fini sur k).

S étant complet est hensélien et l’on peut par conséquent écrire Z = Z ′ t Z ′′,
où Z ′ est le composant local de x et est fini sur S. Z ′ est donc à la fois fini et plat
sur S. Quitte à faire le changement de base fini et plat Z ′ → S, on peut supposer
que X → S admet une section.

Nous pouvons par conséquent supposer à présent que f : X → S admet une
section et que f∗(OXA) ' OSA pour tout A ∈ C′Λ.

Alors pour tout T ∈ C′Λ
◦, PicX/S(T ), qui est isomorphe à Pic(X×S T/T ), n’est

autre que Pic(X×S T )/Pic(T ) = Pic(X×S T ) , en vertu du théorème 5.6 et du fait
que Pic(T ) = 0, puisque T est le spectre d’une Λ-algèbre artinienne locale. Donc le
préfaisceau T 7→ Pic(X ×S T ) est un fasiceau qui coïncide avec PicX/S .

On étudie donc le foncteur contravariant SpecA 7→ Pic(X ×S SpecA) de C′Λ
◦

dans Ab. Rappellons tout d’abord deux lemmes de platitude.
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Lemme 5.9. Soient A un anneau, J un idéal nilpotent de A, u : M → N un
homomorphisme de A-modules, avec N plat sur A. Alors, si ū : M/JM → N/JN
est un isomorphisme, il en est de même de u

Lemme 5.10. Si on a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux

N
p′′ //

p′   

M ′′

u′′

!!
M ′

u′
// M

B //

  

A′′

!!
A′ // A

et de modules, compatibles, où B = A′ ×A A′′
et N = M ′ ×M M ′′, et où M ′ (resp. M ′′)
est un A′- (resp. A′′-) module plat, et si l’on
suppose:

(1) A′′/J ∼−→ A où J est un idéal nil-
potent de A′′

(2) u′ (resp. u′′) réduit un isomorphisme
entre M ′ ⊗A′ A (resp. M ′′ ⊗A′′ A) et
M .

Alors N est B-plat et p′ (resp. p′′) réduit un
isomorphisme entre N ⊗B A′ et M ′ (resp. entre N ⊗B A′′ et M ′′).

Corollaire 5.11. Avec les notations ci-dessus, soit L un B-module qui peut

L

q′

��

q′′ // M ′′

u′′

��
M ′

u′
// M

être placé dans un diagramme commutatif où q′ induit un iso-
morphisme L ⊗B A′

∼−→ M ′. Alors le morphisme canonique
L→ N est un isomorphisme.

Démonstration. Précisons tout d’abord quelques notations. Soient A et B
deux objets de C′Λ. Si η ∈ Pic(XA) (resp. L est un OXA-Module inversible) et A→ B
un morphisme dans C′Λ, on note η ⊗A B (resp. L⊗A B) l’élément image de η dans
Pic(XB) (resp. le faisceau inversible image réciproque de L sur XB). Fixons une
fois pour toutes un élément ξ0 de Pic(X0). Nous pouvons nous borner à étudier
le foncteur P : C′Λ → Ens qui à A ∈ C′Λ associe P (A), sous-ensemble de Pic(XA)
formé des η tels que η ⊗A k = ξ0.

Soient u′ : (A′, η′) → (A, η) et u′′ : (A′′, η′′) → (A, η) des morphismes de
couples, où u′′ est une surjection. Soient L′, L et L′′ des faisceaux inversibles cor-
respondant sur X ′ = XA′ , Y = XA et X ′′ = XA′′ . On a des morphismes p′ : L′ → L

et p′′ : L′′ → L (de faisceau sur l’espace |X0| sous-jacent de X0) compatibles avec
OX′ → OY et OX′′ → OY qui induisent des isomorphismes L′ ⊗A′ A ' L et
L′′ ⊗A′′ A ' L. Soient B = A′ ×A A′′ et Z = XB . On a un diagramme commutatif

OZ //

��

OX′′

��
OX′ // OX

de faisceau sur |X0|. Comme X est plat sur S il y a un isomorphisme OZ ' OX′ ×
OY

OX′′ où OX′ ×
OY

OX′′ est le faisceau de B-algèbres dont les sections sur l’ouvert U

de |X0| sont données par OZ(U) = OX′(U)×OY (U) OX′′(U).

Par conséquent N = L′ ×L′′ est un faisceau sur Z inversible et les projections
de N sur L′ et L′′ induisent des isomorphismes N⊗B A′

∼−→ L′ et N⊗B A′′
∼−→ L′′

(d’après lemme 5.10).

Si M est un autre faisceau inversible sur Z tel qu’il y ait des isomorphismes
M⊗BA′

∼−→ L′ etM⊗BA′′
∼−→ L′′, on a des morphismes q′ : M→ L′, q′′ : M→ L′′
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qui les induisent, donc un diagramme commutatif où θ est un automorphisme

M

��

// L′′

  
L′ // L

θ // L

de L, donné par composition L
∼−→ L′ ⊗A′ A

∼−→ M ⊗B A
∼−→ L′′ ⊗A′′ A

∼−→ L.
Comme A ∼−→ H0(XA,OXA) pour tout A ∈ C′Λ, θ est la multiplication par une
unité a de A.

Remontrant a en a′′ ∈ A′′, on peut changer q′′ en a′′q′′ et rendre le diagramme

M

��

// L′′

��
L′ // L

commutatif. Donc M ' N.

Par conséquent P (A′×AA′′) ' P (A′)×P (A)P (A′′) pour toute surjection A′′ →
A dans C′Λ.

Pour finir, supposons que Y = Xk[ε],OY = OX0
⊕ εOX0

avec ε2 = 0. On a la

suite exacte : 0 // OX0

exp // O∗Y // O∗X0

// 1 (où exp f = 1+εf). Donc

tP ' Ker(H1(Y,O∗Y )→ H1(X0,O
∗
X0

)) ' H1(X0,OX0
) est de dimension finie sur k.

On a montré plus qu’il n’en fallait pour appliquer le critère de Schlessinger.
�





Chapitre 8

Schémas formels

1. Introduction

Soit A un anneau local noethérien complet d’idéal maximal m : A = lim←−A/m
n.

Supposons qu’on ait un foncteur F : Sch −→ (Ens)◦, dont la restriction à Sch/S
soit représentable si S est artinien ; en particulier, pour tout n, la restriction de F
à Sch/(A/mn) est représentable par un schéma Xn. On obtient ainsi un système
inductif de schémas :

X1

��

// X2

��

// X3

��

// . . . // Xn

��

// . . .

A/m A/m2oo A/m3oo . . .oo A/mnoo . . .oo

En général la limite inductive n’existe pas dans la catégorie des schémas.

C’est pour faire face à ce genre de problèmes (dans un cadre plus général) que
l’on introduit une nouvelle catégorie, celle des schémas formels dont la catégorie
des schémas est une sous-catégorie pleine.

2. Anneaux topologiques

Au lieu de se reporter entièrement aux Éléments [11, 0I , § 7], on a rassemblé
quelques définitions et propriétés des anneaux topologiques dans cette section.

2.1. Quelques classes d’anneaux topologiques. On dit qu’un anneau to-
pologique A est linéairement topologisé s’il existe un système fondamental de voisi-
nages de zéro formé d’idéaux (nécessairement ouverts). On dit alors qu’un idéal a
de A est un idéal de définition si a est ouvert et si pour tout voisinage V de zéro,
il existe un entier n > 0 tel que an soit inclus dans V .

Un anneau linéairement topologisé dans lequel existe un idéal de définition est
dit préadmissible, les idéaux de définition forment alors un système fondamental
de voisinages de zéro. Si de plus l’anneau est séparé et complet, on dit qu’il est
admissible.

On dit qu’un anneau préadmissible est préadique s’il existe un idéal de définition
dont les puissances forment un système fondamental de voisinages de zéro. Il en est
alors de même pour les puissances de tout idéal de définition. Si de plus l’anneau
est séparé et complet, on dit qu’il est adique.

Proposition 2.1 (EGA [11, 0I , 7.1.10]). Soient A un anneau admissible et a
un idéal de définition de A. Alors a ⊂ r (le radical de A).

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout x ∈ a, 1 + x est inver-
sible. Or par hypothèse A est séparé et complet et an tend vers zéro, donc la série∑
n≥0(−1)nxn est convergente dans A. Soit y sa somme, on a y(1 + x) = 1. �

85
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2.2. Eléments topologiquement nilpotents. Dans un anneau topologique,
on dit qu’un élément x est topologiquement nilpotent si 0 est une limite de la suite
(xn)n>0. On vérifie immédiatement les assertions suivantes :

Proposition 2.2 (EGA [11, 0I , 7.1.3]). Soient A un anneau préadmissible, a
un idéal de définition et x ∈ A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) x est topologiquement nilpotent
(2) l’image canonique de x dans A/a est nilpotente
(3) x est contenu dans un idéal de définition

Corollaire 2.3 (EGA [11, 0I , 7.1.3,(ii)]). L’ensemble t des éléments topolo-
giquement nilpotents est un idéal ouvert, l’image réciproque du nilradical de A/a.

Corollaire 2.4 (EGA [11, 0I , 7.1.6]). Soit a0 un idéal de A ; les propriétés
suivantes sont équivalentes:

(1) a0 est le plus grand idéal de définition de A
(2) a0 est un idéal de définition maximal
(3) a0 est un idéal de définition tel que A/a0 soit réduit

Et alors a0 = t.

Corollaire 2.5 (EGA [11, 0I , 7.1.7]). Un anneau préadmissible noethérien
possède un plus grand idéal de définition.

2.3. Anneaux complets de fractions. Soit A un anneau linéairement to-
pologisé, (aλ)λ∈Λ un système fondamental de voisinages de zéro formé d’idéaux et
S une partie multiplicative de A. Alors S−1A est un anneau linéairement topolo-
gisé, les S−1aλ formant un système fondamental de voisinages de zéro. On appelle
anneau complet des fractions de A à dénominateurs dans S, noté A{S−1}, le séparé
complété de S−1A pour cette topologie:

A{S−1} = lim←−
λ∈Λ

S−1A/S−1aλ

L’application canonique A → S−1A est continue pour les topologies ci-dessus ; si
on la compose avec l’application canonique S−1A→ A{S−1}, on obtient un homo-
morphisme canonique continu A→ A{S−1}, limite projective des homomorphismes
A→ S−1(A/aλ).

Cet homomorphisme A → A{S−1} est caractérisé par la propriété universelle
suivante : tout homomorphisme continu u de A dans un anneau linéairement topo-
logisé B, séparé et complet, tel que u(S) soit formé d’éléments inversibles de B, se
factorise d’une manière unique en A→ A{S−1} u′−→B, où u′ est continu.

Proposition 2.6 (EGA [11, 0I , 7.6.13]). Si A est un anneau adique noethérien,
A{S−1} est plat sur A.

Démonstration. En effet A{S−1} est le séparé complété de l’anneau S−1A
pour la topologie S−1m-préadique (où m est un idéal de définition de A), il est donc
plat dur S−1A, qui est lui-même plat sur A. �

Proposition 2.7 (EGA [11, 0I , 7.6.11]). Si A est admissible (resp. adique,
resp. adique noethérien), il en est de même de A{S−1}.

Soit a un idéal ouvert de A, alors S−1a est un idéal ouvert de S−1A ; soit
a{S−1} = lim←−S

−1a/S−1aλ son séparé complété. C’est un idéal ouvert de A{S−1}
et l’application canonique S−1A/S−1a→ A{S−1}/a{S−1} est un isomorphisme.

Inversement si a′ est un idéal ouvert de A{S−1}, il s’écrit : a′ = a{S−1}, où a
est un idéal ouvert de A ([11, 0I , 7.6.9]). En particulier :
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Proposition 2.8 (EGA [11, 0I , 7.6.10]). L’application p 7→ p{S−1} est une
bijection croissante de l’ensemble des idéaux premiers ouverts de A tels que p∩S =
∅ sur l’ensemble des idéaux premiers ouverts de A{S−1}.

De plus les corps des fractions de A{S−1}/p{S−1} et de A/p sont canonique-
ment isomorphes.

2.4. Cas particuliers. Soit A un anneau linéairement topologisé et f ∈ A,
soit Sf la partie multiplicative {fn | n ≥ 0}, on notera A{f} = A{S−1

f }. Si g ∈ A,
il y a un homomorphisme continu canonique A{f} → A{fg}.

Ainsi si f parcoure une partie multiplicative S de A, les A{f} forment un
système inductif filtrant ; on pose :

A{S} = lim−→
f∈S

A{f}

Pour tout f ∈ S, on a un homomorphisme A{f} → A{S−1}, d’où par passage à la
limite inductive un homomorphisme canonique

A{S} −→ A{S−1}

Proposition 2.9 (EGA [11, 0I , 7.6.16]). Si A est adique noethérien, A{S−1}
est plat sur A{S}.

Démonstration. D’après prop. 2.6 A{S−1} est plat sur A{f} pour tout f ∈ S,
donc sur la limite inductive. �

Remarque. Contrairement au cas des anneaux de fractions usuels, on n’a pas
en général A{S} = A{S−1}.

Proposition 2.10 (EGA [11, 0I , 7.6.17]). Soient A un anneau admissible, p
un idéal premier ouvert de A et S = A− p. Alors :

(1) les anneaux A{S} et A{S−1} sont locaux,
(2) l’homomorphisme canonique A{S} → A{S−1} est local,
(3) les corps résiduel de A{S} et A{S−1} sont canoniquement isomorphes au

corps des fractions de A/p.

Démonstration. A{S−1} est local : Soit a ⊂ p un idéal de définition de A,
alors A{S−1} est le complété de Ap pour la topologie définie par l’idéal S−1a inclus
dans l’idéal maximal pAp, il est donc local d’idéal maximal p{S−1}.

A{S} est local : Soit m = lim−→ p{f}, on montre facilement (mais c’est ennuyeux
à écrire), en remontant la limite inductive et en se servant du fait que a ⊂ r, qu’un
élément de A{S} qui n’appartient pas à m est inversible. Donc A{S} est local d’idéal
maximal m.

l’homomorphisme A{S} → A{S−1} est local : En effet l’image de p{f} dans
A{S−1} est contenu dans p{S−1} ; à fortiori il en est de même pour l’image de
m = lim−→ p{f}.

Les corps résiduels sont isomorphes : En effet les homomorphismes canoniques
Ap → A{S} → A{S−1}, induisent par passage au quotient des homomorphismes
Ap/pAp → A{S}/m→ A{S−1}/p{S−1} et on a vu au prop. 2.8 que le composé est
un isomorphisme. �

Corollaire 2.11. Soit A un anneau adique noethérien, p un idéal premier
ouvert de A et S = A − p. Alors les anneaux A{S} et A{S−1} sont noethériens et
A{S−1} est fidèlement plat sur A{S}.
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Démonstration. L’homomorphisme A{S} → A{S−1} est local et plat, donc
fidèlement plat. On a vu plus haut (2.7) que A{S−1} est noethérien, par fidèle
platitude il en est de même de A{S}. �

3. Schémas formels affines

3.1. Spectres formels. A tout anneau admissible A (§2.1), nous allons asso-
cier un espace topologiquement annelé (X,OX), dit spectre formel de A.

L’espace topologique sous-jacent, X = Spf A, est l’ensemble des idéaux premiers
ouverts de A muni de la topologie de Zariski (si a est un idéal de définition,
X = V (a) est un fermé de SpecA).

Le faisceau d’anneaux topologiques OX est défini comme une limite projective.
Pour tout idéal de définition aλ de A, soit Oλ le faisceau d’anneaux induit sur X

par ˜(A/aλ). Si aµ est inclus dans aλ, l’homomorphisme canonique A/aµ → A/aλ
induit un homomorphisme de faisceaux uλµ : Oµ → Oλ. On obtient ainsi un système
projectif de faisceaux d’anneaux.

Au faisceau d’anneaux discrest Oλ est associé un faisceau d’anneaux topolo-
giques O′λ dit pseudo-discret [11, 0I , 3.9.1]. L’anneau des section de O′λ au-dessus
d’un ouvert quasi-compact est discret, en particulier si A est noethérien O′λ = Oλ.
On obtient ainsi un système projectif de faisceaux d’anneaux topologiques et on
pose : OX = lim←−O′λ, où aλ parcoure l’ensemble filtrant des idéaux de définition.
Pour tout ouvert quasi-compact U de X, on a

Γ(U,OX) = lim←−Γ(U,Oλ)

En particulier, puisque A est séparé et complet :

Γ(X,OX) = lim←−A/aλ = A

Définition 3.1. On dit qu’un espace topologiquement annelé est un schéma
formel affine s’il est isomorphe au spectre formel d’un anneau admissible.

Exemple 3.2. Soit A un anneau noethérien muni de la topologie discrète, alors
l’idéal {0} est un idéal de définition et Spf A = SpecA.

Exemple 3.3. Soit A un anneau local d’idéal maximal m et Â le séparé complété
de A muni de la topologie m-adique ; alors Spf Â est réduit à un point m avec pour
fibre Â.

3.2. Ouverts affines – Fibres. On dit qu’un ouvert U d’un schéma formel
affine X est un ouvert formel affine si la restriction de X à U est un schéma formel
affine. De même que dans le cas des schémas usuels, les ouverts formels affines
forment une base de la topologie de X.

Plus précisément, soient A un anneau admissible et X = Spf A ; pour tout
f ∈ A, posons D(f) = D(f) ∩ X. Les D(f) forment uns base d’ouverts de X
et il résulte immédiatement des définitions que l’espace topologiquement annelé
(D(f),OX|D(f)) est isomorphe au spectre formel affine Spf A{f}.

En tant que faisceau d’anneau sans topologie, le faisceau structural OX de Spf A
admet pour tout point p ∈ X une fibre :

Op = lim−→
f /∈p

A{f} = A{S}

si l’on pose S = A−p. C’est un anneau local dont le corps résiduel est canoniquement
isomorphe à κ(p), corps résiduel en p dans SpecA (prop. 2.10).
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3.3. Morphismes de schémas formels affines. Soient A et B des anneaux
admissibles, X = Spf A, Y = Spf B et ϕ : B → A un homomorphisme continu.
L’image réciproque par ϕ d’un idéal premier ouvert de A est un idéal premier ouvert
de B, ainsi l’application canonique aϕ : SpecA→ SpecB induit par restriction une
application continue :

aϕ : Spf A −→ Spf B

Pour tout élément g de B, ϕ induit un homomorphisme continu B{g} → A{ϕ(g)}
compatible aux restrictions, et l’on a : D(ϕ(g)) = aϕ−1(D(g)), d’où un homomor-
phisme continu de faisceaux d’anneaux topologiques :

ϕ̃ : OY −→ aϕ∗(OX)

On a ainsi défini un homomorphisme d’espaces topologiquement annelés :

φ = (aϕ, ϕ̃) : X −→ Y

En tant qu’homomorphisme de faisceaux d’anneaux sans topologie, ϕ̃ induit
pour tout x ∈ X un homomorphisme local sur les fibres :

ϕx : Oaϕ(x)) −→ Ox

Réciproquement, pour qu’un homomorphisme u = (ψ, θ) : X −→ Y d’es-
paces topologiquement annelés soit de la forme (aϕ, ϕ̃) où ϕ est un homomor-
phisme continu de B dans A, il suffit que pour tout x ∈ X, l’homomorphisme
θx : Oψ(x) −→ Ox soit local.

De tels morphismes sont dits morphismes de schémas formels affines.

En résumé, la catégorie des schémas formels affines est une sous-catégorie pleine
de celles des espaces topologiquement annelés en anneaux locaux. Les foncteurs A 7→
Spf A et X 7→ Γ(X,OX) définissent une équivalence de catégories entre la catégorie
des anneaux admissibles (avec pour morphismes les homomorphismes continus) et
la catégorie duales de celles des schémas formels affines.

4. Schémas formels

4.1. Schémas formels et morphismes de schémas formels. On dit qu’un
ouvert U d’un espace topologiquement annelé (X,OX) est un ouvert formel affine
si (U,OX|U) est un schéma formel affine. On dit que U est un ouvert formel af-
fine noethérien si (U,OX|U) est isomorphe au spectre formel d’un anneau adique
noethérien.

On dit qu’un espace topologiquement annelé est un schéma formel si tout point
possède un voisinage ouvert formel affine. On dit qu’un schéma formel est localement
noethérien si tout point possède un voisinage ouvert affine noethérien.

Proposition 4.1. Si X est un schéma formel (resp. localement noethérien),
les ouverts formels affines (resp. noethériens) forment une base de la topologie de
X.

Démonstration. Si X = Spf A, les D(f) ' Spf A{f} forment une base de la
topologie ; si A est adique noethérien, il en est de même de A{f}. �

Soient X et Y deux schémas formels, on appelle morphisme de schémas formels
de X dans Y tout morphisme (ψ, θ) : X→ Y d’espaces topologiquement annelés tel
que, pour tout x ∈ X, l’homomorphisme θx : Oψ(x) −→ Ox soit local.



90 8. SCHÉMAS FORMELS

Les schémas formels forment alors une catégorie. De même que dans le cas des
schémas usuels, on démontre :

Proposition 4.2. Soeient X un schémas formel et S = Spf A un schéma
formel affine. L’application canonique :

Hom(X,S) −→ Hom cont(A,Γ(X,OX))

est bijective.

4.2. Idéaux de définition. Soient A un anneau admissible, X = Spf A et a
un idéal ouvert de A. Soit (aλ)λ∈Λ l’ensemble filtrant des idéaux de définition de A
contenus dans a. On notera a∆ le faisceau d’idéaux de OX définit par :

a∆ = lim←−
λ∈Λ

(̃a/aλ)

Etant donné un schéma formel quelconque X, on dit qu’un faisceau I d’idéaux
de OX est un Idéal de définition de X si tout point de X possède un voisinage ouvert
affine U tel que I|U soit de la forme b∆, où b est un idéal de définition de Γ(U,X).

Proposition 4.3 (EGA [11, 10.3.5]). Si X = Spf A est un schéma formel
affine, tout Idéal de définition de X est de la forme a∆, où a est un idéal de définition
de A.

Démonstration. Soit I un Idéal de définition de X. Par hypothése X est
quasi-compact, donc il existe un nombre fini de fi ∈ A tels que I|D(fi) = b∆

i , où bi
est un idéal de définition de A{fi}.

L’idéal bi est de la forme (ci){fi}, où ci est un idéal ouvert de A ; soit c un idéal
de définition de A contenu dans tous les ci. L’image canonique de I/c∆ dans Ã/c
est telle que sa restriction à chaque D(fi) soit de la forme c̃i/c ; c’est un faisceau
quasi-cohérent d’idéaux sur SpecA/c, il est donc de la forme ã/c, où a est un idéal
de A contenant c. Et alors I = a∆.

Par ailleurs pour tout i, bi est un idéal de définition de A{fi}, donc il existe ni
tel que bnii ⊂ c{fi}. Si l’on pose n = supni, il vient (I/c∆)n = 0 ; d’où (a/c)n = 0,
l’image de a dans A/c est un idéal nilpotent, donc a est un idéal de définition de
A. �

Soient X un schéma formel et I un Idéal de définition de X, alors l’espace annelé
(X,OX/I) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. localement noethérien) lorsque
X est un schéma formel affine (resp. un schéma formel localement noethérien).

Il n’est pas certain que tout schéma formel admette des Idéaux de définition,
cependant :

Proposition 4.4 (EGA [11, 10.5.4]). Soit X un schéma formel localement
noethérien, alors il existe un plus grand Idéal de définition T de X. C’est le seul
Idéal de définition I de X tel que le schéma (X,OX/I) soit réduit.

Démonstration. Dans un anneau adique noethérien A il existe un plus grand
idéal de définition t, l’ensemble deséléments topologiquement nilpotents et l’anneau
A/t est réduit, voir corollaire 2.5.

Alors il suffit de montrer que si U ⊃ V sont deux ouverts formels affines no-
thériens de X, le plus grand idéal de définition TU de U induit en restriction à
V le plus grand idéal de définition TV de V . Ceci résulte du fait que le schéma
(V, (OX|V )/(TU |V )) est réduit. �
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On dit qu’une famille (Iλ)λ d’Idéaux de définition d’un schéma formel X est
un système fondamental d’Idéaux de définition s’il existe un recouvrement (Uα) de
X par des ouverts formels affines tel que, pour tout α, la famille des Iλ|Uα soit
cofinale dans l’ensemble filtrant des Idéaux de définition de X|Uα. Alors le faisceau
d’anneaux topologiques OX est limite projective des faisceaux d’anneaux pseudo-
discrets OX/Iλ.

Si X est affine d’anneau A, (Iλ = a∆
λ ) est un système fondamental d’Idéaux de

définition si et seulement si les aλ forment un système fondamental de voisinages
de 0 dans A.

Si X est localement noethérien et I un Idéal de définition de X, les puissances
In de I forment un système fondamental d’Idéaux de définition.

4.3. Limites inductives de schémas. Soient X un schéma formel localement
noethérien et I un Idéal de définition de X. Pour tout entier n, soit Xn le schéma
(X,OX/I

n+1) et fn : Xn → X le morphisme canonique.

Pour n ≤ m, Im+1 ⊂ In+1 et l’homomorphisme canonique OX/I
m+1 → OX/I

n+1

définit un morphisme de schémas fmn : Xn → Xm tel que fn = fm ◦ fmn. Les sché-
mas Xn et les morphismes fmn constituent donc un système inductif de schémas.

Proposition 4.5 (EGA [11, 10.6.2]). Le schéma formel localement noethérien
X muni des morphismes fn est une limite inductive dans la catégorie des schémas
formels du système inductif de schémas (Xn, fmn).

Démonstration. Soient Y un schéma formel et pour tout n ∈ N, gn : Xn →
Y un morphisme de schémas formels tel que gn = gm ◦ fmn.

Les applications continues sous-jacentes aux gn sont toutes identiques à une
même application ψ : X → Y. Les homomorphismes de faisceaux ψ∗(OY) → OXn
induits par les gn forment un système projectif, dont la limite projective est un
homomorphisme ψ∗(OY) → OX, puisque OX est limite projective des faisceaux
OXn .

On obtient ainsi un morphisme d’espaces annelés g : X → Y, qui est le seul
rendant commutatif les diagrammes :

Xn
gn //

fn   

Y

X

g

??
(∗)

Montronsque g est un morphisme de schémas formels. La question est locale sur X
et Y, on peut donc supposer X = Spf A, Y = Spf B et I = a∆ où a est un idéal
de définition de A et A = lim←−A/a

n. Alors l’existence d’un morphisme de schémas
formels affines g rendant commutatif des diagrammes (∗) résulte de la définition des
limites projectives d’anneaux et de la correspondance biunivoque entre morphismes
de schémas formels affines et homomorphismes continus d’anneaux admissibles.
Mais g est unique en tant que morphisme d’espaces annelés, il coïncide donc avec
le morphisme défini plus haut. �

4.4. Limites inductives de morphismes. Soient X et Y deux schémas for-
mels localement noethériens, T le plus grand idéal de définition de X et I un idéal
de définition de Y.
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Lemme 4.6. Pour tout morphisme de schémas formels f : X→ Y, on a f∗(I) ⊂
T.

Démonstration. La question étant locale, on peut supposer X et Y affines
: X = Spf A, Y = Spf B où A et B sont des anneaux adiques noethériens. Alors
T = t∆, I = b∆, où t est le plus grand idéal de définition de A, et b est un idéal de
définition de B. Un morphisme f : X → Y provient d’un homomorphisme continu
ϕ : B → A. Les élément de b sont topologiquement nilpotents, donc aussi ceux de
ϕ(b), donc ϕ(b) ⊂ t. �

De même pour tout entier n : f∗(In) = (f∗(I))n ⊂ Tn, d’où, si l’on pose
Xn = (X,OX/T

n+1) et Yn = (Y,OY/I
n+1) un système inductif de morphisme de

schémas
fn : Xn −→ Yn

On notera Hom ind(X•, Y•) l’ensemble des morphismes de systèmes inductifs
de schémas de X• = (Xn)n∈N dans Y• = (Yn)n∈N.

Proposition 4.7 (EGA [11, 10.6.10]). L’application Hom(X,Y)→ Hom ind(X•, Y•)
définie par f 7→ (fn)n∈N est une bijection.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate, par définition des limites
inductives, de X = lim−→Xn et Y = lim−→Yn dans la catégorie des schémas formels. �

Corollaire 4.8. Cette application induit une bijection canonique

Hom(X,Y) −→ lim←−
n∈N

Hom(Xn, Yn)

Démonstration. En effet, la donnée d’un morphisme fn : Xn → Yn déter-
mine pour m ≤ n, un morphisme et un seul fm : Xm → Ym rendant commutatif le
diagramme:

Xm

��

fm // Ym

��
Xn

fn // Yn

comme on le vérifie en se ramenant au cas affine. On a ainsi défini une application

ϕmn : Hom(Xn, Yn) −→ Hom(Xm, Ym)

d’où un système projectif d’ensembles. On a ainsi :

Hom ind(X•, Y•)
∼−→ lim←−

n∈N
Hom(Xn, Yn)

�

5. Complétion

5.1. Complété d’un schéma. Soient X un schéma localement noethérien et
X ′ un fermé de l’espace topologique sous-jacent àX. Soit Φ l’ensemble des faisceaux
cohérents d’Idéaux I de OX tels que supp (OX/I) = X ′. L’ensemble Φ est non vide
et filtrant pour la relation ⊃. On identifiera OX/I à sa restriction à X ′, les OX/I
forment alors un système projectif de faisceaux d’anneaux dont la limite projective
est un faisceau d’anneaux topologiques (OX)/X′ .
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Proposition 5.1. L’espace topologiquement annelé (X ′, (OX)/X′) est un schéma
formel localement noethérien.

Démonstration. La question étant locale on peut supposer X = SpecA, avec
A noethérien et I = ã où a est un idéal de A. Alors X ′ est l’ensemble des idéaux
premiers de A qui contiennent a.

Soient Â = lim←−A/a
n le séparé complété de A pour la topologie a-adique et

â = aÂ. On sait que Â est un anneau a-adique noethérien et que Â/ân ' A/an ; donc
les idéaux premier ouverts de Â sont des idéaux p̂, où p est un idéal premier de A
contenant a, d’où l’égalité d’espaces topologiques X ′ = Spf Â. Par ailleurs OX/In =

Ã/an =
˜̂
A/ân, d’où l’égalité des espaces annelés (X ′, (OX)/X′) et Spf Ã. �

On appelle ce schéma le complété de X le long de X ′ et on le note X/X′ ou X̂.

Pour tout faisceau I ∈ Φ, la famille (In)n∈N est localement cofinale dans Φ.
Pour tout n ≥ 0, soit X ′n le schéma (X ′,OX/I

n+1), on a alors :

X̂ = lim−→X ′n

la limite inductive étant prise dans la catégorie des schémas formels.

Les homomorphismes canonique OX −→ OX/I définissent par passage à la
limite projective un morphisme canonique i : X̂ −→ X, qui induit l’inclusion sur
les espaces topologiques sous-jacents.

5.2. Complété d’un faisceau cohérent. Soient comme précédemment X
un schémas localement noethérien, X ′ un fermé de X et X̂ le complété de X le
long de X ′.

Soit F un OX -Module cohérent, on appelle complété de F le long de X ′, le
OX̂ -Module topologique F̂ défini par

F̂ = lim←−
I∈Φ

F ⊗OX OX/I

De tout homomorphisme de OX -Modules cohérents u : F → G, on déduit un
système projectif d’homomorphismes de OX/I-Modules :

uI : F ⊗OX OX/I −→ G⊗OX OX/I

d’où, en passant à la limite projective un homomorphisme continu de OX̂ -Modules
topologiques

û : F̂ −→ Ĝ

On vérifie immédiatement que l’on a ainsi défini un foncteur additif covariant
F 7→ F̂ de la catégorie des OX -Modules cohérents dans celle des OX̂ -Modules topo-
logiques.

Etant donné un OX -Module cohérent F, les homomorphismes canoniques F −→
F ⊗OX OX/I forment un système projectif pour I ∈ Φ. D’où en passant à la limite
projective un homomorphisme canonique :

F −→ i∗F̂

dont on déduit par adjonction un homomorphisme canonique :

i∗F −→ F̂

Théorème 5.2. Avec les hypothèses et les notation précédentes :
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(1) Le foncteur F 7→ F̂ est exact

(2) L’homomorphisme canonique i∗F −→ F̂ est un isomorphisme

Démonstration. L’assertion est locale et conséquence immédiate du lemme
suivant, lui-même corollaire du théorème de Krull (ou du lemme d’Artin-Rees).

�

Lemme 5.3 ([2, III, § 3 no 4, Th. 3]). Soient A un anneau noethérien et a

un idéal de A. Pour tout A-module M , soit M̂ le séparé complété de M pour la
topologie a-préadique. Alors :

(1) Le foncteur M 7→ M̂ est exact dans la catégorie des A-modules de type fini

(2) L’application Â-linéaire canonique M ⊗A Â −→ M̂ est un isomorphisme si
M est un A-module de type fini

Corollaire 5.4. Le morphisme d’espaces annelés i : X̂ −→ X est plat.

Proposition 5.5 (EGA [11, 10.8.11]). Pour tout OX-Module cohérent F, le
noyau de l’homomorphisme canonique : Γ(X,F) −→ Γ(X ′, F̂) déduit de F −→ i∗F̂
est formé des sections nulles dans un voisinage de X ′.

Démonstration. Par définition de F̂ l’image d’une telle section est nulle.

Réciproquement, soit s ∈ Γ(X,F) dont l’image dans Γ(X ′, F̂) est nulle ; mon-
trons que pour tout x ∈ X ′, sx = 0. La question étant locale, on peut supposer
X = SpecA, où A est un anneau noethérien et X ′ = V (a), où a est un idéal de A.
Alors F est de la forme M̃ , où M est un A-module de type fini. L’homomorphisme
Γ(X,F) → Γ(X ′, F̃) est l’homomorphisme canonique M → M̂ , dont le noyau est
l’ensemble des éléments de M annulés par un élément de 1 + a. Il existe donc f ∈ a
tel que (1x+ fx)sx = 0. Mais ax ⊂ rx (le radical de Ox) ; donc 1x+ fx est inversible
dans Ox et sx = 0. �

Corollaire 5.6. supp F̂ = supp F ∩X ′

5.3. Prolongement d’un morphisme aux complétés. Soient X et Y deux
schémas localement noethérien et f : X −→ Y un morphisme de schémas. Soient
X ′ un fermé de X et Y ′ un fermé de Y tel que f(X ′) ⊂ Y ′. On peut toujours
trouver un faisceau cohérent d’Idéaux I de OX et un faisceau cohérent d’Idéaux K

de OY tels que

supp (OX/I) = X ′ supp (OY /K) = Y ′ et f∗(K) ⊂ I

On a alors pour tout n : f∗(Kn) ⊂ In.

Soient X ′n = (X ′,OX/I
n+1) et Y ′n = (Y ′,OY /K

n+1), on déduit de f un mor-
phisme de schémas f ′n : X ′n −→ Y ′n. Les morphismes (f ′n)n∈N forment un système
inductif, d’où à la limite un morphisme de schémas formels :

f̂ = lim−→ f ′n : X̂ −→ Ŷ

On vérifie que f̂ ne dépend pas du choix de I et K (il suffit de le constater dans le
cas affine) et on dit que c’est le prolongement de f aux complétés de X et Y le long
de X ′ et Y ′. L’application continue sous-jacente à f̂ est la restriction de f à X ′.

On a : ĝ ◦ f = ĝ ◦ f̂ et îdX = idX̂ . On a ainsi défini un foncteur covariant
X 7→ X̂ de la catégorie des schémas dans celle des schémas formels.
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Proposition 5.7 (EGA [11, 10.9.4]). Soient X et Y deux S-schémas locale-
ment noethérien avec Y de type fini sur S. Soient X ′ un fermé de X et Y ′ un fermé
de Y , f et g deux S-morphismes de X dans Y tels que f(X ′) ⊂ Y ′ et g(X ′) ⊂ Y ′.
Alors : f̂ = ĝ si et seulement si f et g coïncident dans un voisinage de X ′.

Démonstration. Si f et g coïncident dans un voisinage de X ′, on a d’après
les définitions f̂ = ĝ.

Réciproquement supposons f̂ = ĝ, et montrons que f et g coïncident dans
un voisinage de X ′. La question étant locale, on peut supposer X et Y affines
noethériens X = SpecB, Y = SpecC et S = SpecA affine, C étant une A-algèbre
de type fini. Les morphismes f et g proviennent d’homomorphismes de A-algèbres
ρ, σ : C → B, qui ont même prolongement par continuité aux séparés complétés.

D’après prop. 5.5, pour tout s ∈ C ρ(s) = σ(s) dans un voisinage de X ′
(dépendant de s). Par hypothèse C est de type fini sur A, il existe donc un voisinage
V de X ′ tel que ρ(s) et σ(s) coïncident dans V pour tout s ∈ C. Alors f et g
coïncident dans tout ouvert affine inclus dans V , donc dans un voisinage de X ′. �





Chapitre 9

Théorème de comparaison

1. Le théorème de finitude

1.1. Rappels et résultats préliminiares. Nous utiliserons fréquemment le
résultat suivant (EGA [12, III, 3.2.1])

Théorème 1.1. Soient Y un schéma localement noethérien, f : X −→ Y un
morphisme propre. Pour tout OX-Module cohérent F les OY -Modules Rqf∗(F) sont
cohérents pour tout q ≥ 0.

Rappelons que l’on démontre d’abord ce théorème pour un morphisme f pro-
jectif (EGA [12, III, 2.2.1] Théorème de Serre), puis on démontre le cas général en
se ramenant au cas projectif par récurrence noethérienne, dévissage, et en utilisant
le lemme de Chow. Rappelons d’autre part que si f est séparé quasi-compact, et
si F est un OX -Module quasi-cohérent, alors pour tout ouvert affine U de Y on a :

Γ(U,Rqf∗(F)) = Hq(f−1(U),F) [12, III, 1.4.11]

On obtient donc dans le cas affine :

Corollaire 1.2. Soient A un anneau noethérien, X un A-schéma propre.
Pour tout OX-Module cohérent F les A-modules Hq(X,F), (q ≥ 0) sont de type
fini.

1.2. Généralisation.

Théorème 1.3 (EGA [12, III, cor. 3.3.2]). Soient A un anneau noethérien, I
un idéal de A, X un A-schéma propre, F un OX-Module cohérent. Alors pour tout
p ≥ 0 la somme directe

N =
⊕
k≥0

Hp(X, IkF)

est un module de type fini sur la A-algèbre graduée S =
⊕

k≥0 I
k.

Démonstration. Soit f : X → SpecA le morphisme structural, et posons

S = S̃, S′ = f∗(S̃),M =
⊕
k≥0

IkF

On a alors trivialement Rpf∗(M) = Ñ , donc « N est un S-module de type fini »
équivaut à « Rpf∗(M) est un S-module de type fini ».

Considérons le diagramme commutatif suivant

X

f

��

X ′
g′oo

h

yy
f ′

��
SpecA SpecS

g
oo

97
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où X ′ est obtenu par changement de base (donc X ′ = Spec(S′)).

On peut à l’aide de ce diagramme ramener le problème à un problème sur les
OX′-Modules, où X ′ est un schéma, et non plus à un problème sur les S′-Modules,
de sorte qu’on pourra appliquer le théorème 1.1.

En effet, puisque g est affine, g′ l’est aussi ; soit M′ le OX′ -Module associé au
S′-Module quasi-cohérent M. On a par définition

M = g′∗(M
′)

De plus F étant cohérent, M est un S′-Module de type fini, donc M′ est un OX′ -
Module de type fini ; or h = g ◦ f ′ est un morphisme de type fini et SpecA est
noethérien, donc X ′ est noethérien. Il en résulte que M′ est un OX′ -Module cohé-
rent. f ′ étant propre on déduit donc du théorème 1.1 que les Rpf ′∗(M′) sont des
OSpecS-Modules cohérents.

Il reste à voir comment on peut exprimer Rpf∗(M) à l’aide de Rpf ′∗(M′).

Rpf∗(M) = Rpf∗(g
′
∗(M

′))
∼−→ Rph∗(M

′), et il est facile de vérifier que c’est un
homomorphisme de S-Modules.

De plus puisque f ′ est séparé quasi-compact et g affine, l’homomorphisme de
S-Modules

Rph∗(M
′) = Rp(g ◦ f ′)∗(M′) −→ g∗(R

pf ′∗(M
′))

est bijectif.

Puisque les Rpf ′∗(M′) sont cohérents et que g est affine, il en résulte donc que
les Rpf∗(M) sont des S-Modules de type fini pour tout p ≥ 0, d’où le théorème. �

2. Commutation des limites projective aux Hq

Théorème 2.1 (EGA [12, 0III , Prop. 13.3.1]). Soient X un schéma, (Fk)k∈N
un système projectif strict de OX-Modules quasi-cohérents, et posons :

F = lim←−
k

Fk

Alors pour tout n ≥ 0 l’homorphisme canonique

hn : Hn(X,F) −→ lim←−
k

Hn(X,Fk)

est surjectif. Si de plus, pour une valeur de n, le système projectif des

(Hn−1(X,Fk))k∈N

vérifie la condition (ML) de Mittag-Leffler hn est un isomorphisme.

Rappelons qu’un système projectif (Aα)α est strict, si les morphismes de tran-
sition uαβ : Aβ → Aα pour β ≥ α sont surjectifs.

Le système projectif (Aα)α vérifie la condition (ML) de Mittag-Leffler, si
pour tout α il existe β ≥ α tel que pour tout γ ≥ β:

uαβ(Aβ) = uαγ(Aγ)

Un système projectif strict vérifie évidemment (ML).

La cohomologie calculée dans la catégorie des faisceaux de OX -Modules ou des
faisceaux en groupes abéliens étant la même, il suffit de montrer les propriétés des
hn en tant que morphismes de groupes abéliens, les (Fk)k étant considérés comme
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des faisceaux en groupes abéliens. La démonstration du théorème 2.1 sera donné
plus loin (page 102).

Notations. – SPX (resp. SP ) catégorie abélienne des systèmes projectifs de
faisceaux en groupes abéliens sur X (resp. de groupes abéliens).

AbX (resp. Ab) catégorie abélienne des faisceaux en groupes abéliens sur X
(resp. des groupes abéliens).

On a alors les foncteurs exacts à gauche:

Lim←−− : SPX −→ AbX lim←− : SP −→ Ab
(Fk)k 7−→ lim←−

k

Fk (Ak)k 7−→ lim←−
k

Ak

Γ : SPX −→ SP Γ : AbX −→ Ab
(Fk)k 7−→ (Γ(X,Fk))k F 7−→ Γ(X,F)

Comme on a Γ(X, lim←−k Fk) = lim←−k Γ(X,Fk) pour tout (Fk)k ∈ SPX la définition
de Lim←−− nous dit que

Γ ◦ Lim←−− = lim←−◦Γ : SPX −→ Ab
Les quatre catégories abéliennes considérées ayant des générateurs et des limites
inductives exactes ont assez d’injectifs. On peut donc parler des foncteurs dérivés
des foncteurs précédents. En notant Lim←−−

(p) = Rp Lim←−− (resp. lim←−
(p) = Rp lim←−) les

foncteurs dérivés droit de Lim←−− (resp. lim←−) on a alors la

Proposition 2.2. Il existe deux suites spectrales ayant même aboutissement
et dont les termes initiales sont

′Epq2 = lim←−
(p)Hq(X,Fk) =⇒ Ep+q ⇐= ′′Epq2 = Hp(X,Lim←−−

(q)(Fk))

Démonstration. Cela résulte de la suite spectrale d’un foncteur composé,
pourvu que les conditions du théorème 2.4.1 de Tôhoku [8] soient remplis, à savoir
que le premier foncteur du foncteur composé envoie les objets injectif en objets
acycliques pour le second foncteur. Etudions d’un peu plus près les injectifs de
SPX .

Lemme 2.3. Soit I• = (Ik)k un objet injectif de SPX . Alors:
(1) Pour tout k ∈ N, Ik est un objet injectif de AbX
(2) Lim←−− I• est un objet injectif de AbX
(3) (Γ(X, Ik))k = Γ(I•) est un objet injectif de SP

Démonstration. Pour tout k ∈ N ∪ {∞} et tout A ∈ AbX soit A
(k)
• =

(A
(k)
` )`∈N le système projectif défini par:

A
(k)
` =

{
A pour ` ≤ k
0 pour ` > k

avec les homomorphismes de transition évidents. On vérifie facilement que

HomAbX (A, Ik) = HomSPX

(
A

(k)
• , I•

)
HomAbX

(
A,Lim←−− I•

)
= HomSPX

(
A

(∞)
• , I•

)(∗)

Pour tout k les foncteurs A 7→ A
(k)
• étant exact, ceci prouve que les foncteurs à

gauche de (∗) sont exacts, d’où (1) et (2).
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Soit SPPX la catégorie abélienne des systèmes projectifs de préfaisceaux en
groupes abéliens sur X.

Si AX est le préfaisceau constant associé à A ∈ Ab, on a

HomSP ((Ak)k,Γ(I•)) = HomSPPX ((AkX)k, I•) =

= HomSPX ((a(AkX))k, I•)

en notant a le foncteur faisceau associé. Les foncteurs a et A 7→ AX étant exacts il
en résulte que le membre de gauche est un foncteur exact dans SP , d’où (3). �

Démonstration de la proposition 2.2

Le lemme 2.3, (2) et (3) montre qu’on a deux suites spectrales ayant comme
aboutissement

En = Rn(lim←−◦Γ)(Fk) = Rn(Γ ◦ Lim←−−)(Fk)

et dont les termes Epq2 sont donnés par :

′Epq2 = lim←−
(p)

k
RqΓ(Fk) ′′Epq2 = Hp(X,Lim←−−

(q)

k
(Fk))

Les dérivés de Γ peuvent être calculé par « composants » et le lemme 2.3, (1) montre
alors que

RqΓ(Fk) = (Hq(X,Fk))k

d’où la proposition 2.2. �

Proposition 2.4. Pour tout p ≥ 2 les foncteurs

lim←−
(p) : SP −→ Ab

sont nuls.

Démontrons trois lemmes :

Lemme 2.5. Soit I• = (Ik)k un objet injectif de SP . Alors (Ik)k est un système
projectif strict et a fortiori vérifie (ML).

Démonstration. Avec les notations analogues à celles du lemme 2.3 on a
pour A ∈ Ab

HomSP

(
A

(k)
• , I•

)
= HomAb(A, Ik)

et pour A = Z le morphisme Ik → Ih pour k ≥ h se déduit de l’injection canonique
A(h) → A(k). Le foncteur HomSP (•, I•) étant exact, Ik → Ih est surjectif. �

Lemme 2.6. Soit 0 → A•
u•−→B•

v•−→C• → 0 une suite exacte dans SP . Si A•
vérifie la condition (ML), la suite

0→ lim←−
k

Ak
u−→ lim←−

k

Bk
v−→ lim←−

k

Ck → 0

est exacte.

Démonstration. voir EGA [12, 0III , Prop. 13.2.2] �

Lemme 2.7. Soit A• = (Ak)k ∈ SP un système projectif vérifiant (ML). Alors
lim←−

(p)

k
Ak = 0 pour tout p ≥ 1.



2. COMMUTATION DES LIMITES PROJECTIVE AUX Hq 101

Démonstration. du lemme 2.7 et de la proposition 2.4

Raisonnons par récurrence sur p.

Pour p = 1 plongeons A• dans un injectif I• de SP , de sorte qu’on a une suite
exacte

0→ A• −→ I• −→ Q• → 0

d’où une suite exacte de cohomologie

0→ lim←−
k

Ak −→ lim←−
k

Ik −→ lim←−
k

Qk
δ−→ lim←−

k

(1)Ak → 0

Le morphisme δ = 0 par le lemme 2.6, donc lim←−
(1)

k
Ak = 0.

Pour p ≥ 2 le lemme 2.7 est un cas particulier de la proposition 2.4. Supposons
donc le lemme 2.7 et la proposition 2.4 valables jusqu’à p − 1 (pour p − 1 = 1 la
proposition 2.4 est vide).

Soit B• un objet quelconque de SP , et plongeons le dans un injectif, d’où la
suite exacte

0→ B• −→ I• −→ Q• → 0

La suite exacte de cohomologie fournit des isomorphismes

lim←−
k

(p−1)Qk
∼−→ lim←−

k

(p)Bk

Or d’après le lemme 2.5 I• vérifie (ML), donc aussi son quotient Q•, voir EGA
[12, 0III , Prop. 13.2.1]. L’hypothèse de récurrence montre que lim←−

(p−1)

k
Qk = 0,

donc lim←−
(p)

k
Bk = 0, d’où le lemme 2.7 et la proposition 2.4. �

Proposition 2.8. (1) Pour tout système projectif F• de faisceaux quasi-
cohérents sur X, considérés comme objets de SPX , on a

Lim←−−
(p) F• = 0 pour p ≥ 2

(2) Si de plus pour tout ouvert affine U de X le système Γ(U,Fk) vérifie (ML)
(ce qui sera en particulier le cas si F• est un système projectif strict de
faisceaux quasi-cohérents), alors

Lim←−−
(p) F• = 0 pour p ≥ 1

Démonstration. Soit PAbX la catégorie abélienne des préfaisceaux en groupes
abéliens sur X. Le foncteur Lim←−− peut être exprimé comme composé des foncteurs
i : SPX → SPPX , du foncteur Lim←−− sur les préfaisceaux Lim←−− : SPPX → PAbX et
du foncteur exact faisceau associé a : PAbX → AbX .

SPX
Lim←−− //

i

��

AbX

SPPX
Lim←−− // PAbX

a

OO

On a donc une suite spectrale

Epq2 = a

(
U 7→ lim←−

k

(p)Hq(U,Fk)

)
=⇒ En = Lim←−−

(n)(F•)

Les Fk étant quasi-cohérentsHq(U,Fk) = 0 pour q > 0 pour tout ouvert affine, donc
Epq2 = 0 pour q 6= 0. La suite spectrale dégénère donc et on a: En,02 = En,0∞ = En.
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Ceci signifie que Lim←−−
(n)(Fk) = a(U 7→ lim←−

(n) Γ(U,Fk)), donc que Lim←−−
(n)(Fk) est le

faisceau associé au préfaisceau

U 7→ lim←−
k

(n)Γ(U,Fk))

La proposition 2.8 résulte maintenant trivialement de la proposition 2.4 et du lemme
2.7. �

Démonstration. du théorème 2.1

Les proposition 2.2 et 2.4 montrent que la première suite spectrale vérifie ′Epq2 =
0 pour p 6= 0, 1. Les différentielles dpqr sont donc nulles pour r ≥ 2, donc ′Epq2 = ′Epq∞
et appliquant Cartan-Eilenberg [3, XV, Prop. 5.5] on obtient la suite exacte

0→ ′E1,n−1
2 −→ En −→ ′E0,n

2 → 0

D’autre part la proposition 2.8 montre que la 2ème suite spectrale est dégénérée:
′′Epq2 = 0 pour q 6= 0, donc En = ′′En,02 , on obtient donc finalement la suite exacte

0→ ′E1,n−1
2 −→ ′′En,02 −→ ′E0,n

2 → 0

et en remplaçant les termes de la proposition 2.2

0→ lim←−
k

(1)Hn−1(X,Fk) −→ Hn(X, lim←−
k

Fk) −→ lim←−
k

Hn(X,Fk)→ 0

Ce résultat est plus précis que l’énoncé du théorème 2.1, on conclut par 2.7. �

3. Le théorème de comparaison

3.1. Forme affine.

Théorème 3.1. Soient f : X → Y = SpecA un morphisme propre de schémas
noethériens, Y ′ = V (a) un fermé de Y , I = ã l’Idéal cohérent de OY , X ′ = f−1(Y ′).

Soit F un OX-Module cohérent, et posons

Fk = F/ak+1F = F ⊗OX f
∗(OY /I

k+1)

Alors :

(1) La filtration sur Hn(X,F) définie par les noyaux des homomorphismes

Hn(X,F)→ Hn(X,Fk)

est a-bonne, et l’homomorphisme canonique

ϕn : ̂Hn(X,F)→ lim←−
k

Hn(X,Fk)

(où le 1er membre est le complété pour la topologie a-adique) est un iso-
morphisme topologique.

(2) Pour tout n le système projectif (Hn(X,Fk))k≥0 vérifie (ML) et l’homo-
morphisme canonique

ψn : Hn(X̂, F̂)→ lim←−
k

Hn(X,Fk)

est un isomorphisme.

Corollaire 3.2. Sous les conditions du théorème 3.1 on a un isomorphisme
canonique

ρn : ̂Hn(X,F)
∼−→ Hn(X̂, F̂)
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L’existence des divers homomorphismes canoniques, ainsi que la formule ϕn =
ψn ◦ ρn, sont très faciles à prouver, et ce sera fait pour plus de clarté dans le cas
global au § 3.2.

Démonstration. L’entier n étant fixé, posons

H = Hn(X,F), Hk = Hn(X,Fk)

On a un homomorphisme canonique H → Hk déduit de l’homomorphisme F → Fk,
et une suite exacte de cohomologie

Hn(X, ak+1F)→ H → Hk
∂−→Hn+1(X, ak+1F)→ Hn+1(X,F)

Nous poserons

Rk = Ker(H → Hk) = Im(Hn(X, ak+1F)→ Hn(X,F))

Qk = Coker(H → Hk) = Ker(Hn+1(X, ak+1F)→ Hn+1(X,F)) =

= Im(Hn(X,Fk)
∂−→Hn+1(X, ak+1F))

de sorte qu’on a la suite exacte

0→ Rk → H → Hk → Qk → 0

Posons S = ⊕k≥0a
k, qui est une A-algèbre de type finie, donc noethérienne. Les

modules E = ⊕k≥0H
n(X, akF), M = ⊕k≥0H

n(X, ak+1F) et R = ⊕k≥0Rk sont
munis canoniquement d’une structure de S-modules gradués à l’aide des homomor-
phismes:

µka,m : Hn(X, akF)→ Hn(X, ak+mF) pour a ∈ am

En effet, c’est clair pour E et M , et d’autre part le diagramme commutatif

Hn(X, ak+1F)

��

µk+1
a,m // Hn(X, ak+m+1F)

��
Hn(X,F)

×a // Hn(X,F)

montre que pour a ∈ am

aRk = a Im(Hn(X, ak+1F)→ Hn(X,F))

⊂ Im(Hn(X, ak+m+1F)→ Hn(X,F)) = Rk+m

donc amRk ⊂ Rk+m, d’où notre assertion. Ceci prouve aussi que R est quotient du
sous S-module gradué M de E.

Or d’après le §1 théorème 1.3, E est un S-module gradué de type fini, donc,
puisque S est noethérien, M et a fortiori R sont des S-modules de type finis. Il
résulte donc de Bourbaki [2, III, §3, th. 1] que la filtration Rk sur H est a-bonne,
donc définit sur H la topologie a-adique.

Passons à la démonstration du reste du théorème 3.1.

Soit γm : Hn+1(X, ak+m+1F)→ Hn+1(X, ak+1F) le morphisme déduit de l’in-
jection canonique. Il est donc clair par définition de Qk que γm(Qk+m) ⊂ Qk.

Supposons démontré le

Lemme 3.3. Il existe m > 0 et k0 tels que γm(Qk+m) = 0 pour tout k ≥ k0.
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Démontrons alors le théorème 3.1.

De la fonctorialité de la suite exacte de cohomologie on déduit un diagramme
commutatif de suites exactes :

0 // Rk+m

��

// H // Hk+m

��

// Qk+m

γm

��

// 0

0 // Rk // H // Hk
// Qk // 0

(7)

Soit k ≥ k0. On a alors d’après le lemme 3.3

Im(Hk+m → Hk) ⊂ Ker(Hk → Qk) = Im(H → Hk)

et d’autre part la commutativité de (7) montre que

Im(Hk+m → Hk) ⊃ Im(H → Hk)

On a donc pour k ≥ k0 Im(Hk+m → Hk) = Im(H → Hk). Il en résulte donc que
pour tout ` ≥ k +m

Im(H` → Hk) = Im(H → Hk)

donc que le système projectif (Hk)k≥0 vérifie (ML).

On en déduit donc du théorème de commutation (§2, théorème 2.1) que l’ho-
momorphisme canonique

ψn : Hn(X̂, F̂)→ lim←−
k

Hn(X,Fk)

est bijectif (puisque supp F̂ ⊂ X̂), d’où (2) du théorème 3.1.

D’autre part des suites exactes

0→ Rk → H → Hk → Qk → 0

on déduit les suites exactes

0→ H/Rk → Hk → Qk → 0

qui forment évidemment un système projectif de suites exactes. Or le sytème pro-
jectif (H/Rk) est strict, Rk étant une filtration, donc a fortiori il vérifie (ML).

D’après le §2 lemme 2.6 on en déduit que la suite

0→ lim←−
k

(H/Rk)→ lim←−
k

Hk → lim←−
k

Qk → 0

est exacte. Or d’après le lemme 3.3, lim←−kQk = 0, donc on a un isomorphisme
topologique

lim←−
k

(H/Rk)
∼−→ lim←−

k

Hk

Enfin (Rk) étant une filtration a-bonne de H définit sur H la topologie a-préadique,
donc

lim←−
k

(H/Rk) = Ĥ

d’où le (1) du théorème 3.1. �

Reste donc à démontrer le lemme 3.3.

Posons N = ⊕k≥0H
n+1(X, ak+1F), Q = ⊕k≥0Qk.
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(1) On montre facilement que Q est un sous S-module gradué de N , qui est de
type fini d’après le §1 théorème 1.3. Q est donc aussi un S-module gradué de
type fini, S étant noethérien. D’après le spropriétés générales des modules
gradués de type fini, on voit donc qu’il existe k0 et h tel que

Qk+h = ShQk pour k ≥ k0 (avec Sh = ah)

(2) Il existe ν > 0 tel que αν(Sν)Q = 0 où αm : am → A est l’injection cano-
nique. En effet, comme ak+1Fk = 0,Qk = Im(Hn(X,Fk)→ Hn+1(X, ak+1F))
est annulé par ak+1 en tant que A-module. Dans le S-module Q, cela signifie
que

αk+1(Sk+1)Qk = 0

Il résulte donc de (1) qu’il existe ν > 0 tel que

αν(Sν)Q = 0

Démonstration. du lemme 3.3.

Soit a ∈ am. On a la factorisation évidente :

µk+1
a,0 : Hn+1(X, ak+1F)

µk+1
a,m−→Hn+1(X, ak+m+1F)

γm−→Hn+1(X, ak+1F)

On en déduit, puisque Qk = Ker(Hn+1(X, ak+1F) → Hn+1(X,F)) est un sous
A-module de Hn+1(X, ak+1F) que

γm(SmQk) = αm(Sm)Qk

dans le S-module N .

Soit donc m un multiple de h plus grand que ν. Comme par (1) pour k ≥ k0

Qk+m = SmQk

on a γm(Qk+m) = γm(SmQk) = αm(Sm)Qk ⊂ αν(Sν)Qk = 0 d’après le choix de ν,
d’où le lemme 3.3. �

3.2. Forme globale.

Théorème 3.4. Soient f : X → Y un morphisme propre de schémas noethé-
riens, Y ′ un fermé de Y , X ′ = f−1(Y ′). Soi I un Idéal cohérent de définition de
Y ′, et posons pour tout k ≥ 0 et OX-Module F:

Fk = F ⊗OX f
∗(OY /I

k+1)

Pour tout OX-Module cohérent F le OX̂-Module Rnf̂∗(F̂) est cohérent, et on a un
diagramme commutatif d’isomorphisme topologiques

̂Rnf∗(F)
ρn //

ϕn
&&

Rnf̂∗(F̂)

ψnxx
lim←−k R

nf∗(Fk)

(8)

Démonstration. Soit I un Idéal cohérent de définition de Y ′, et posons K =
f∗(I)OX . Alors K est un Idéal cohérent de définition de X ′.

Construction de ϕn

Fk est un OX/K
k+1-Module, donc Rnf∗(Fk) est un OY /I

k+1-Module. On dé-
duit donc de l’homomorphisme canonique Rnf∗(F) → Rnf∗(Fk) un homomor-
phisme canonique

Rnf∗(F)⊗OY
(
OY /J

k+1
)
→ Rnf∗(Fk)
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d’où par passage à la limite projective un homomorphisme

ϕn : ̂Rnf∗(F)→ lim←−
k

Rnf∗(Fk)

qui est un homomorphisme continu de OŶ -Modules topologiques par construction.

Construction de ψn

Soit Xk = (X ′,OX/K
k+1) et considérons le diagramme commutatif suivant, où

les flèches sont des morphismes canoniques d’espaces annelés :

Xk
hk //

ik   

X̂

i

��
X

F étant cohérent on a F̂ = i∗(F). De plus puisque supp Fk ⊂ |X̂| on a

Fk = ik∗ik
∗Fk

ik étant une immersion fermée, on a donc

Hn(Xk, i
∗
k(Fk)) = Hn(X,Fk)

d’où un homomorphisme canonique

Hn(X̂, F̂)→ Hn(Xk, h
∗
k(F̂))

= Hn(Xk, h
∗
ki
∗(F))

= Hn(Xk, i
∗
k(F))

= Hn(X,Fk)

d’où par passage à la limite un homomorphisme

ψn,X : Hn(X̂, F̂)→ lim←−
k

Hn(X,Fk)

Soit V un ouvert affine de Y . Appliquant cette construction à f−1(V ) on en déduit
des homomorphiosmes commutant aux restrictions

ψn,V : Hn(X̂ ∩ f−1(V ), F̂)→ lim←−
k

Γ(V,Rnf∗(Fk))

d’où un homomorphisme

ψn : Rnf̂∗(F̂)→ lim←−
k

Rnf∗(Fk)

Construction de ρn

Soit j : Ŷ → Y le morphisme canonique d’espaces annelés. D’après le théorème
1.1 Rnf∗(F) est un OY -Module cohérent, donc

j∗(Rnf∗(F)) = ̂Rnf∗(F)

j étant plat, on en déduit un homomorphisme canonique

ρn : ̂Rnf∗(F) = j∗(Rnf∗(F))→ Rnf̂∗(i
∗(F)) = Rnf̂∗(F̂)

La démonstration de la commutativité du diagramme (8) du théorème 3.4 est facile
et laissée au lecteur.

Démonstration du théorème 3.4
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Puisque Rnf∗(F) est un OY -Module cohérent la définition du complété d’un
Module montre que si V est un ouvert affine de Y :

Γ(V, ̂Rnf∗(F)) = Γ̂(V,Rnf∗(F))

où le 2è membre est le séparé complété pour la topologie Γ(V, I|V )-préadique.

D’autre part par définition

Γ(V, lim←−
k

Rnf∗(Fk)) = lim←−
k

Γ(V,Rnf∗(Fk))

Le théorème 3.1 montre donc que ϕn est un isomorphisme topologique, ainsi que les
homomorphisme ψn,V , donc aussi l’homomorphisme ψn par définition de Rnf∗(F),
d’où le théorème 3.4. �





Chapitre 10

Théorème d’existence

1. Introduction

Dans tout cet exposé, on considère un anneau noethérien A et un idéal de
définition I de A ; on posera S = Spec(A), S′ = V (I). Pout tout schéma X propre
sur S, on désingera par X̂ le complété formel de X le long de la partie fermée
X ′ = h−1(S′) (où h est le morphisme structural) ; en particulier, Ŝ = Spf A. Pour
tout OX -Module cohérent F, on notera F̂ le complété de F le long de X ′, qui est un
OX̂ -Module cohérent. Pour tout morphisme (nécessairement propre) f : X → Y de
S-schémas propres, on désignéras par f̂ le prolongement de f aux complétés.

Proposition 1.1 (EGA [12, III, Prop. 5.1.2]). Soient F et G deux OX-Modules
cohérents ; on a pour tout n > 0 des isomorphismes

Hn(X,F)
∼−→ Hn(X̂, F̂)

ExtnOX (F,G)
∼−→ ExtnO

X̂
(F̂, Ĝ)

Démonstration. La première partie de la proposition résulte du théorème
de comparaison et du fait que les Hi(X,F) sont des A-modules de type fini, donc
complets pour la topologie I-adique. D’autre part, soit iX : X̂ → X le morphisme
canonique ; on a un isomorphisme

ϕ0 : i∗XHomOX (F,G)
∼−→ HomO

X̂
(i∗XF, i∗XG)

(l’isomorphisme ϕ0 est défini en effet pour un morphisme plat iX quelconque d’es-
paces annelés). On en déduit par l’algèbre homologique des homomorphismes :

ϕn : i∗XExtnOX (F,G) −→ ExtnO
X̂

(i∗XF, i∗XG)

Les ϕn sont en effet des isomorphismes ; on peut en effet, pour le vérifier, supposer
X affine et choisir une résolution libre L• de F ; i∗X(L•) est alors une résolution
libre de i∗X(F), d’où le résultat.

Soit E(F,G) (resp. E(F̂, Ĝ)) la suite spectrale des Ext sur X (resp. X̂) associé
à F et G (resp. F̂, Ĝ).

Le morphisme plat iX définit un homomorphisme de suites spectrales :

ψ : E(F,G) −→ E(F̂, Ĝ)

qui se réduit en degré 2 et en degré ∞ à :

ψpq2 : Hp(X,ExtqOX (F,G)) −→ Hp(X̂,ExtqO
X̂

(F̂, Ĝ))

ψn∞ : ExtnOX (F,G) −→ ExtnO
X̂

(F̂, Ĝ)

Les ψpq2 sont des isomorphismes d’après les remarques précédentes ; les ψn∞ sont
donc eux-mêmes des isomorphismes, ce qui démontre la proposition. �

109
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Corollaire 1.2. Le foncteur F 7−→ F̂ de la catégorie des OX-Modules cohé-
rents dans la catégorie des OX̂-Modules cohérents est pleinement fidèle.

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 1.1 �

2. Le théorème d’existence

Théorème 2.1 (EGA [12, III, cor. 5.1.6]). Sous les hypothèses du §1, le fonc-
teur F 7−→ F̂ est une équivalence de la catégorie des OX-Modules cohérents avec la
catégorie des OX̂-Modules cohérents.

La démonstration procède par étapes : d’abord dans le cas projectif (proposition
2.2 et corollaire 2.4). Ensuite, on passe au cas général par récurrence noethérienne,
en appliquant le lemme de Chow ([12, II, 5.6.1]).

2.1. Démonstration dans le cas projectif. En gardant les notations du
§1, on pose en outre Sk = Spec(A/Ik+1) ; pour tout Ŝ-schéma formel propre X, et
tout OX-Module cohérent F, on pose Xk = X×Ŝ Sk, Fk = F ⊗OX

OXk = F/Ik+1F

X0

f0

��

// X1

f1

��

// . . . // Xk

fk

��

// . . . // X

f
��

S0
// S1

// . . . // Sk // . . . // Ŝ

Proposition 2.2 (EGA [12, III, Prop. 5.2.3]). Soit f : X→ Ŝ un morphisme
propre de schémas formels, L un OX-Module inversible ; on suppose que L0 = L/IL
est ample. Pour tout OX-Module F et tout entier n, on pose F(n) = F⊗L⊗n. Alors,
pour tout OX-Module cohérent F, il existe un entier n0 tel que, pour tout n ≥ n0:

(1) L’homomorphisme canonique H0(X,F(n)) → H0(Xk,Fk(n)) est surjectif
pour tout k ≥ 0.

(2) On a Hq(X,F(n)) = 0 pour tout q > 0.
(3) F(n) est engendré pas ses sections au-dessus de OX.

Démonstration. Posons Mk = IkF/Ik+1F, Mk(n) = IkF(n)/Ik+1F(n) =
Mk ⊗OX0

L⊗n0 ; ces OX-Modules, annulés par I, peuvent être considérés comme
des OX0

-Modules cohérents. Comme f0 est propre et que L0 est ample pour f0,
f0 est projectif. Appliquons à la OX0

-algèbre graduée cohérente S0 = OX0
⊗A

(⊕k≥0I
k/Ik+1) et au S0-Module gradué quasi-cohérent de type fini M = ⊕k≥0Mk

la généralisation du théorème de Serre déjà utilisée dans l’exposé précédent. On
en déduit qu’il existe n0 tel que pour n ≥ n0 et pour tout k, on ait:

Hq(X0,Mk(n)) = 0 pour tout q > 0

donc aussi Hq(X,Mk(n)) = 0 pour n ≥ 0 et q > 0. Appliquons la suite exacte de
cohomologie à:

0→ IkF(n)/Ik+1F(n) −→ IhF(n)/Ik+1F(n) −→ IhF(n)/IkF(n)→ 0

on trouve d’une part, pour 0 ≤ h ≤ k, n ≥ n0, q > 0, par récurrence sur k − h :

Hq(X, IhF(n)/IkF(n)) = 0

et en particulier

Hq(X,F(n)) = 0 pour n ≥ n0, k ≥ 0, q > 0



2. LE THÉORÈME D’EXISTENCE 111

d’autre part, une autre partie de la suite exacte de cohomologie donne, pour h = 0
la suite exacte :

H0(X,Fk(n)) −→ H0(X,Fk−1(n))→ 0

Il en résulte que, pour tout q ≥ 0, le système projectif (Hq(X,Fk))k vérifie la
condition de Mittag-Leffler , pour n ≥ n0.

Comme tout ouvert formel affine U de X est un ouvert dans chacun desXk, donc
est tel que Hq(U,Fk(n)) = 0 pour tout q > 0 et que H0(X,Fk(n))→ H0(X,Fh(n))
est surjective pour k ≥ h, on peut appliquer à X et aux Fk(n) le théorème de commu-
tation de la cohomologie aux limites projectives démontré dans l’exposé précédent ;
autrement dit, pour n ≥ n0, l’homomorphisme Hq(X,F(n)) → lim←−H

q(X,Fk(n))

est bijectif pour tout q ≥ 0. On en conclut que Hq(X,F(n)) = 0 pour n ≥ n0, q ≥ 1
et que l’homomorphisme H0(X,F(n)) → H0(X,Fk(n)) est surjectif pour tout k,
c’est-à-dire (2) et (1). Par ailleurs, puisque L0 est ample, il existe n1 tel que F0(n)
soit engendré par ses sections au-dessus de X0 ; on peut supposer n1 pris assez
grand pour que l’homomorphisme H0(X,F(n))→ H0(X,F0(n)) soit surjectif pour
n≥ n1. Il existe donc un nombre fini de sections si ∈ H0(X,F(n)) dont les images
dans H0(X,F0(n)) engendrent F0(n). Comme I est inclus dans l’idéal maximal de
l’anneau local en tout point de X, il résulte de Nakayama que les (si)i engendrent
F(n). �

Nous dirons (EGA [12, III, 5.2.1]) qu’un OX̂ -Module cohérent est algébrisable
s’il est isomorphe au complété d’un OX -Module cohérent.

Lemme 2.3 (EGA [12, III, lemme 5.2.2]). Soient F′, G′ deux OX̂-Modules algé-
brisables. Pour tout homomorphisme u : F′ → G′, Ker(u), Im(u) et Coker(u) sont
algébrisables.

Démonstration. Si F′ = F̂, G′ = Ĝ, on sait que u = v̂, avec v ∈ HomOX (F,G)
(Corollaire 1.2). Le lemme des cinq montre alors que Ker(u), Im(u), Coker(u) sont
isomorphes à K̂er(v), Îm(v) et ̂Coker(v). �

Corollaire 2.4. Le théorème 2.1 est vrai pour un schéma projectif X sur S.

Démonstration. Soit L un OX -Module ample, L̂ son complété ; L̂0 = L/IL
est un OX0-Module ample, et on peut donc appliquer à tout OX̂ -Module cohérent F
la proposition 2.2, (3). On voit ainsi que F est quotient d’un OX̂ -Module de la forme
(L̂⊗(−n))k, puis, en réitérant l’opération, que F est conoyau d’un homomorphisme
de deux tels OX̂ -Modules ; comme (L̂⊗(−n))k est le complété de (L⊗(−n))k, il résulte
du lemme 2.3 ci-dessus que F est algébrisable. �

2.2. Passage au cas général.

Lemme 2.5 (EGA [12, III, lemme 5.3.1]). Si 0 → E′ → F′ → G′ → 0 est
une suite exacte de OX̂-Modules cohérents, et si E′ et G′ sont algébrisables, F′ est
algébrisable.

Démonstration. On sait [12, 0III , 12.3.2] que F′ définit canoniquement un
élément de Ext1O

X̂
(G′,E′). Supposons que G′ = Ĝ et E′ = Ê ; leA-module Ext1O

X̂
(Ĝ, Ê)

est isomorphe à Ext1OX (G,E) (prop. 1.1) ; il existe donc une suite exacte 0→ E→
F → G → 0 telle que l’élément de Ext1OX (G,E) correspondant à F ait pour image
dans Ext1O

X̂
(Ĝ, Ê) l’élément correspondant à F′ ; ceci entraîne que F′ est isomorphe

à F̂. �
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Lemme 2.6 (EGA [12, III, cor. 5.3.2]). Soit u : F → G un homomorphisme de
OX̂-Modules cohérents. Si G, Ker(u) et Coker(u) sont algébrisables, F est algébri-
sable.

Démonstration. En effet, ceci entraîne que Im(u) est algébrisable par le
lemme 2.3, puis que F est algébrisable par le lemme 2.5. �

Lemme 2.7 (EGA [12, III, lemme 5.3.4]). Soient X un schéma noethérien,
X ′ un fermé de X, f : Z → X un morphisme propre, Z ′ = f−1(X ′), X̂ (resp.
Ẑ) le complété de X le long de X ′ (resp. de Z le long de Z ′), f̂ : X̂ → Ẑ le
prolongement de f aux complétés. Soit M un Idéal cohérent de OX tel que, si U =
X − supp (OX/M), la restriction f−1(U) → U soit un isomorphisme. Alors, pour
tout OX̂-Module cohérent F, il existe un entier n > 0 tel que le noyau et le conoyau
de l’homomorphisme canonique ρF : F −→ f̂∗(f̂

∗(F)) soient annulés par M̂n.

Démonstration. On peut se borner au cas où X = Spec(B) avec B noethé-
rien ; alors X ′ = V (K). On va montrer qu’on peut supposer B complet pour la
topologie K-adique.

Soient en effet B1 le séparé complété de B pour la topologie K-adique, K1 =
K.B1, X1 = Spec(B1), h : X1 → X le morphisme canonique ; on a X ′1 = h−1(X ′) =

V (K1). Posons Z1 = Z ×X X1, f1 = f(X1) : Z1 → X1 ; soient X̂1 (resp. Ẑ1)
le complété de X1 le long du fermé X ′1 (resp. Z ′1 = f−1

1 (X ′1)). Le prolongement
Z1

��

// Z

��

Ẑ1

>>

//

��

Ẑ

��

??

X1
// X

X̂1

>>

// X̂

??

ĥ : X̂1 → X̂ de h aux complétés est un iso-
morphisme (correspondant à l’identité de B1),
ainsi donc que ĥ(Ẑ) : Ẑ1 → Ẑ ; ces isomor-

phismes identifient f̂ et f̂1. L’idéal cohérent
h∗(M) de OX1

et l’ouvert U1 = h−1(U) vé-
rifient les mêmes hypothèses que M et U ; il
suffit donc de démontrer le lemme quandB est
un anneau adique noethérien et K un idéal de
définition.

Dans ce cas, on a X̂ = Spf(B), et on sait que le faisceau cohérent F est le faisceau
associé à un B-module de type fini N , c’est-à-dire que F = Ĝ, avec G = Ñ . Par suite
f̂∗(F) = f̂∗(G) (puisque Ĝ = i∗X(G)), doù f̂∗(f̂∗(F) = ̂f∗(f∗(G)) d’après le théorème
de comparaison. En outre, l’homomorphisme

ρF : F −→ f̂∗(f̂
∗(F))

s’identifie canoniquement à l’homomorphisme complété :

ρ̂G : Ĝ −→ ̂(f∗(f∗(G))

Or le noyau et le conoyau de ρG sont des OX -Modules cohérents dont les restriction
à U sont nulles ; ils sont donc annulés par une puissance de l’idéal M, il en résulte
que leurs complétés, qui s’identifient à N et C, sont annulés par une puissance de
M̂, d’où le lemme. �

Démonstration. du théorème d’existence 2.1 (cas général).

On va utiliser le principe de récurrence noethérienne, en supposant donc le
théorème 2.1 vrai pour tout sous-schéma fermé de X d’espace sous-jacent distinct
de X. Appliquons le lemme de Chow ([12, II, 5.6.1]) au morphisme propre f :
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X → Spec(A) ; il existe un A-schéma projectif Z, un A-morphisme g : Z → X
projectif et surjectif, et un ouvert U de X tel que la restriction g−1(U) → U soit
un isomorphisme.

Z

##

g // X

f

��
Spec(A)

Soient F un OX̂ -Module cohérent, N (resp. C) le noyau (resp. le conoyau) de l’ho-
momorphisme canonique

ρF : F −→ ĝ∗(ĝ
∗(F))

ĝ∗(F) est algébrisable d’après le cas projectif, donc aussi ĝ∗(ĝ∗(F)) par le théorème
de comparaison. On va montrer qu’il existe un sous-schéma fermé T de X, ayant
X − U pour espace sous-jacent, tel que, si j : T → X est l’injection canonique, on
ait N = ĵ∗(ĵ

∗(N)) et C = ĵ∗(ĵ
∗(C)). Comme ĵ∗(N) et ĵ∗(C) sont algébrisables par

l’hypothèse de récurrence, il s’ensuit de là (via le théorème de comparaison) que N

et C sont algébrisable, donc d’après le lemme 2.6 que F est algébrisable.

Soit J ⊂ OX un Idéal cohérent définissant un sous-schémas fermé d’espace sous-
jacent X−U . D’après le lemme 2.7 une puissance Ĵn annule N et C. Soit T le sous-
schéma fermé de X défini par Jn, ayant X −U pour espace sous-jacent, j : T → X

l’injection canonique, de sorte que le prolongement aux complété ĵ : T̂ → X̂ est
l’injection canonique.

Ceci achêve la démonstration du théorème 2.1 �

Remarque. On sait que la donnée d’un OX̂ -Module cohérent équivaut, avec les
notations de la proposition 2.2, à la donnée d’un système projectif de OXk -Modules
cohérents Fk tel que F` = Fk/I

`Fk pour ` ≤ k. Lorsque A est un anneau local et I
son idéal maximal, le théorème 2.1 (joint au théorème de comparaison de l’exposé
précédent) permet de déduire des énoncés de géométrie algébrique sur A à partir
d’énoncés analogues sur les anneaux locaux artiniens A/Ik.

Corollaire 2.8 (EGA [12, III, cor. 5.1.8]). Sous les hypothèses du §1, l’ap-
plication Z 7→ Ẑ est une bijection de l’ensemble des sous-schémas fermés de X sur
l’ensemble des sous-schémas formels fermés de X̂.

Démonstration. En effet, l’équivalence de catégorie F 7−→ F̂ établit une bi-
jection entre sous-objets de OX et sous-objets de OX̂ , c’est-à-dire Idéaux cohérents
de OX et Idéaux cohérents de OX̂ . Le corollaire résulte de la correspondance bijec-
tive entre sous-schémas fermés de X (resp. de X̂) et Idéaux cohérents de OX (resp.
OX̂). �

3. Un théorème de comparaison des morphismes

Théorème 3.1 (EGA [12, III, Th. 5.4.1]). Avec les notations de §1, soient X
et Y deux A-schémas propres ; l’application

HomS(X,Y ) −→ HomŜ(X̂, Ŷ )

f 7−→ f̂

est bijective.

On utilisera les lemmes suivants:
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Lemme 3.2. X est le seul voisinage de X ′ dans X.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de X ′ dans X ; comme h est
propre, h(X − U) est un fermé de S qui ne rencontre pas S′ : ceci est impossible
si X − U n’est pas vide puisque, du fait que A est adique noethérien, S′ contient
tous les points fermés de S. �

Lemme 3.3. Soient f : X → Y un morphisme propre de schémas localement
noethériens, Y ′ un fermé de Y , X ′ = f−1(Y ′), Ŷ (resp. X̂) le complété le long de
Y ′ (resp. X ′), f̂ : X̂ → Ŷ le prolongement de f aux complétés. Pour que f̂ soit un
isomorphisme, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de Y ′ tel que la
restriction f−1(U)→ U soit un isomorphisme.

Démonstration. La suffisance de la condition est immédiate ; pour montrer
la nécessité, il suffit de prouver que pour tout y ∈ Y ′, il existe un voisinage ouvert
Vy de y tel que la restriction f−1(Vy) → Vy soit un isomorphisme. Par hypothèse,
la fibre f−1(y) est réduite à un point ; comme f est propre, le « Main Theorem »
entraîne l’existence d’un voisinage ouvert U de y tel que la restriction f−1(U)→ U
soit un morphisme fini. On est donc ramener à démontrer le lemme dans le cas
où Y = SpecA,X = SpecB, le morphisme f correspondant à un homomorphisme
d’anneaux ϕ : A → B faisant de B une A-algèbre finie. Si Y ′ = V (I), on a alors
Ŷ = Spf(Â), X̂ = Spf(B̂), Â (resp. B̂) étant le séparé complété de A (resp. B)
pour la topologie I-adique (resp. IB-adique) ; par hypothèse ϕ̂ : Â → B̂ est un
isomorphisme. Mais comme B est un A-module de type fini, B̂ est aussi le com-
plété de B pour la topologie I-adique, et ϕ̂ est aussi le prolongement continu de ϕ
considéré comme homomorphisme de A-modules ; on sait alors (d’après un exposé
précédent) qu’il existe un voisinage ouvert V de Y ′ tel que la restriction à V de
l’homomorphisme de OY -Modules ϕ̃ : Ã → B̃ soit un isomorphisme, ce qui achève
la démonstration. �

Démonstration. (du théorème 3.1).

Montrons que l’application f 7→ f̂ est injective : d’après un exposé précédent,
deux morphisme f et g tel que f̂ = ĝ coincident sur un voisinage ouvert de X ′,
donc sur X d’après le lemme 3.2.

Montrons que f 7→ f̂ est surjective : soit h : X̂ → Ŷ un Ŝ-morphisme. Posons
Z = X ×S Y , et soient p : Z → X et q : Z → Y les projections canoniques ; on sait
que Ẑ s’identifie canoniquement à X̂ ×Ŝ Ŷ , les projections canoniques s’identifiant

T
� � j // Ẑ

q̂ //

p̂
��

Ŷ

��
X̂

w

^^

// Ŝ

aux prolongements p̂ et q̂. Le graphe Γ de h est une im-
mersion fermée de X̂ dans Ẑ, donc le composé d’un iso-
morphisme w de X̂ sur un sous-schéma formel fermé T et
de l’injection j de T dans Ẑ.

Par le corollaire 2.8, il existe un sous-schéma fermé T de Z tel que T̂ = T et î = j,
où i : T → Z est l’injection canonique. Le morphisme p ◦ i : T → X a pour
prolongement aux complétés p̂ ◦ j, qui est l’isomorphisme inverse de w ; on déduit
des lemmes 3.2 et 3.3 que p ◦ i est lui-même un isomorphisme. Soit g : X → T
l’isomorphisme réciproque, dont le prolongement ĝ est nécessairement égal à w ;
posant f = q ◦ i ◦ g, on trouve f̂ = h, ce qui achève la démonstration. �

Remarque. Le théorème 3.1 peut s’énoncer en disant que le foncteur X 7→ X̂
est une équivalence de la catégorie des A-schémas propres avec la sous-catégories
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pleine de la catégorie des A-schémas formels propres formée des schémas formels
algébrisables (c’est-à-dire isomorphes à un X̂). Il existe en général des A-schémas
formels propres qui ne sont pas algébrisables.

Remarque. Les énoncés de cet exposé se transposent tels quels lorsque A =
C et que l’on remplace la notion de complétion formelle d’un faisceau (ou d’un
schéma) par la notion de faisceau analytique (ou d’espace analytique) associé. Les
démonstrations sont d’ailleurs très analogues (cf. Serre, GAGA [19, I, 32., p. 402]).
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